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PRÉFACE 

1)1'  n-  VOI.i'iME  DES  APPEIEATIONS. 


Lorsqu’en  juin  181/4,  à la  nolificalion  delà  paix  géné- 
rale, je  dus  inopinément  quitter  Saratoff,  séjour  pour’  . 
moi  de  privations  et  d’exil,  ce  fut  avec  une  joie  bien 
vive  que  je  pensai  au  ionlieur  de  revoir  ma  patrie,  ma 
ville  natale,  mes  parents,  mes  amis.  Et  cependant,  en 
jetant  un  dernier  regard  sur  cette  contrée  qu’arrose  le  “ 
plus  grand  des  fleuves  de  l’Europe,  sur  ce  .Volga  que 
sillonnent  à pleines  voiles  de  gros  navires  chargés-  des 
riclies  tributs  de  la  mer  Caspienne,  de  la  Géorgie  et  de  la 
Perse,  après  que  le  soleil  d’avril  l’a  débarrafisé  de. ses  . 
iu)menses  et  épais  glaçons  qui,!cbaque  année,  viennent 
soulever,  briser  ces  mêmes  navires  mal  abrités  le  long 
d’un  quai  créé  par  Isr  nature,  et  saper  avec  une  puissance 
irrésistible  le  pied  des  idves  et  des  côtes  voisines  entière-'  . 
ment  dénudées;  quand  je  dus  abandonner  cette  ville  re- 
naissante, à longues  nies  de  maisons  isolées,  on  bois,  etc., 
les  steppes  incultes,  mais  non  passtériles,  qui  l’entourerït,  - 
je  ne  pus  me  défendre  d’une  émotion  profonde  et  d’un 
vif  sentiment  d’appréhension,  en'  me  demandant  si,  au" 
milieu  de  la  vie  active  qui  m’attendait,  je  pourrais  pour- 
suivre, comme  dans  le  silence'et  la  solitude  de  l’exil,  les 
études  qui  en  avaiènt  adouci  ramertume  et  m’étaient  par 
là  devenues  si  chères. 

Rentré  en  France  en  septembre  181/4,  après  une  route. 
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lies  fatigues  et  des  lenteurs  dont  nos  rapides  trajets  en 
eliemin  de  fer  ne  [leuvenl  donner  une  idee  et  qu’avait 
rendue  plus  longue,  plus  pi-nilde  eneore  rimpalienee  de 
revoir  ma  patrie  et  d’v  réaliser  les  projets  de  puhlira- 
lion  des  travaux  géométriques  qui  m’avaient  préoccupé 
dans  les  derniers  instants  de  mon  séjour  à SaratolT;  réin- 
tégré presque  immédiatement  sin’  les  cadres  de  l’armée 
active;  altaclié  à la  |ilace  de  Met/.,  mais  obligé  bientôt 
de  prendre  une  paî  t plus  ou  moins  directe  à une  série 
d’événements  politiques,  en  debors  d'autres  devoirs  im- 
posés par  mon  service  d’ingénieur  militaire,  qu’il  serait 
inutile  de  rappeler  ici,  bien  que  certains  d’entre  eux  se 
raltacbent  d’une  manii'r'e  intime  ii  des  questions  scien- 
tiHques(\‘):  par  ce  concours  de  circonstances,  il  me  fut 
absolument  impossible  de  songer  h mes  études  favorites, 
et  cé'nc  fut  qn’après  la  fatale  catastrophe  de  iSi5,  et  la 
conclusion  d’un  second  traité  de  paix  que  je  me  garderai 
^bien  de  caractériser  par  aucune  épitbète,  que  je  pus  enfin 
mettre  à profit  quelques  loisirs  forcés,  à certains  égards 
' peu  différents' <le  ceux  des  prisons  de  Russie,  et  ijii’a-  . 
vaient  jirocurés  à l’armée,  a la  France  l’épuisement  de 
ses  finances  et  l’occupation  de  son  territoire  par,  les  ar- 
mées étrangères.  , ' 

Ce  fut  surtout  pendant  les  bixers  de  cbaque  exercice 
(i8if)  à i8aO;,  et  l’inteiTuption  comjilète  de  travaux 
d’entretien  el'de  réparation,  d’ailleurs  fort  languissants. 


• (*)  Je,  meiilioniiorai  |i(nirUiBt,  au  nombre  des  missions  ou  devoirs  (jue 
j’eus  à remplir,  eello  de  rédiger,  dans  l'hiver  de  i8i5.  l(>s  projets  d usines 
de  l'arsenal  du  i;énie  de  Metz  : bStimrnls  et  four  d'einbattaiie  des  roues, 
inartinets,  scieries,  ete.,  parce  ejue  i*  travail  et  les  etudi's  qui  s’ensui-  , 
virent  devinrent  depuis  le  |K)int  de  départ  et  l'occa.sion,  en  ipielque  sorte 
obli}:ne,  de  ri'clierelies  plus  ou  moins  heureuses  sur  la  .Mécanique,  re- 
cherches auxipielles  ji-  me  suis  livré  avant  et  après  la  publication  du 
7’r«//é  f/c»  Pn)/)rirtr\  ftnijrrtii’cx  îles  figures  i“n  i8aa.  ' ' 
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que  je  pus  enfin  reprendre  le  cours  de  mes  idées  };éomé-  ' ■ 
lri(jues  et  prendre  eonnaissanee  des  livres  et  des  jour-  « 
uaux  scientifiques  dont  j’avais  été  entièremeiil  privé 
depuis  ma  sortie  de  l’École  l’olyleehni(|ue. 

La  démonstration  purement  géomelri(jue  des  pnq)0- 
silious  et  des  tliéoi  ies  diverses  que  j’avais  précédemment 
établies  en  m’appuyant  sur  le  ealciil  : V arutlrsc  des  lran.s 
i'ersa/rs,  en  prenant  pour  principal  point  de  départ  les  y 
ouvraj^es  de  C.arnot  et  de  Maelaurin;  l’étude  approlbmiie  ' 
du  i)rin<:iiie  de  aifiti/iuife  et  de  la  loi  des  signes  de  pusitiun  , ' 
(|ui  S V ap[)uie;  la  théorie  des  polygones  Jixes  ou  niuhdes, 
des  polaires  réciproques,  etc.  ; un  j^rand  nombre  d’autia'S 
résultats  Du  conséquences,  d’articles  de 
de  philosophie  nial/iématique,  de  p<déniiqtie  ou  de  critique 
relatifs  à la  Géométrie  de  l’infini  é\  aux  imaginaires,  tous 
d’une  date  antérieure  à la  publication  du  Traité  des  Piv-  ' 

mais  résumés  et  accompa};nés  de  Notes.  ‘ , • 
de  réflexions  et  d’explications  nouvelles;  tel  est  le  contenu 
de  ce  second  volume  des  Applications  d' Analyse  et  de 
Géuméltic.  , • 

J’o.se  espérer  (jue  la  variété,  l’importance  et  la  non-  • 
veauté  des  aperçus  (|ui  s’y  trouvent,  eu  excitant  l’in-  ’•  • 
térét  des  lecteurs  instruits,  répond'ont  au' bienveillant  ' , 

accueil  qui  a été  fait  au  premier  volume,  et  que  les  «fforts  ' ' 
persévérants  par  lesquels,  de|)uis  tant  d’années,  j’ai  essayé 
d’éclairer  la  métapbysique  de  la  Géométrie  et  d’èn  ban-  '• 

Jiir  les  obscurités  et  les  doutes,  auront  servi  à répandre 
.iip  jour  plus  grand  sur  des  matières  qui,  dans  ces  derniers  ' 
temps,  ont  excité  la  vive  curiosité  dés  Professeurs  et  de  • 
téus  ceux  qui,  dans  des  sens  divers,  ebeia'lient  à ouvrir  ' 
de  nouvelles  routes  à l’esprit  humain. 
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DINALYSE  ET  DE  GÉOMÉTRIE. 


PREMIER  CAHIER. 

APPLICATION  DES  PRINCIPES  DE  PROJECTION  ET  DU  PRIN- 
CIPE DE  CONTINUITÉ  A LA  RECHERCHE  ET  A LA  DÉMONS- 
TRATION DES  PROPRIÉTÉS  DES  FIGURES  POLYGONALES 
MOBILES  SOUS  DIVERSES  CONDITIONS  (*). 


INSCRIPTION  ET  CIRCONSCRIPTION  DES  POLYGONES  PLANS 
MOBILES.  A D'AL'TRES  POLYGONES  TTXES. 

PnoposiTiox  1.  — Théorème. 

Si  un  polygone  d’un  nombre  quelconque  de  côtés  se  dé- 
forme de  manière  que  tous  ses  sommets  parcourent  autant  de 
droites  ou  directrices  fixes,  considérées  elles-mêmes  comme 
constituant,  par  leurs  rencontres  mutuelles,  un  autre  polygone 


{*)  Les  Principes  <iont  il  s'agil  sont  ceux  du  Traité  des  Pmpriétés 
prijeciiers,  partiellement  indiqués  ou  démontrés  dans  lo  premier  volume 
de  ces  AppUcathiu,  p.  iiG  à 127,  200  ù 20O,  287.  3"4,  etc.,  mais  qu’on 
trouvera  développés  d’une  manière  plus  spéciale  dans  les  Cahiers  IV  et  V 
de  celui-ci. 

La  plupart  des  Propositions  ci-après  ont  été  éUddies  dans  lo  |)remier 
volume,  par  des  procédés  mixtes  plutôt  analytiipies  que  synthétiques;  il 
s’agit  ici  d’un  premier  essai  d’ox])OsHion  et  de  démonstration  purement 
géométriques,' destiné  à faite  suite  au  VT  Cahier  du  mémo  ouvrage 
édité  en  1862,  je  veux  dire  à la  deuxième  partie  du  Mémoire  que  je  me 
il.  I 


Digitized  by  Google 


•>.  1"  CAIIII-:K.  - I KOI’lilKTlCS  DKSCUII-TIVKS 

invariabh  à côtés  iiu/éjhiiniciit  jiroloiii^cs  ; si,  de  jdiis,  chacun 
des  côtes  du  premier,  un  seul  exce/ilô,  jiicole  sur  nu  pôle  au 
point  fixe  de,  sa  direction,  le  tierniercôté  ilu  polyp;one  vurialde, 
celui  </ui  est  lihie,  roulera  dans  tontes  ses  positions  sur  une 
seule  et  même  section  coni(jue. 

D’iilirii'd  on  dômonlro  d’iiiio  ntaniiTe  Iros-simplo,  à l’aide  de 
nos  l’riticipiis  do  projeeiion,  (|iie  la  proposition  a lien  (lour  le 
eas  d’un  triangle  et  de  deu\  pôles  scnicnietu. 

En  el’fel,  soit  Aliti  i)  le  triangle  lixe,  ahc  le  triangle 
inoldle,  P et  p'  les  pôles  autour  desfjnels  les  côtés  ac  et  cl> 
sont  assujettis  à tourner;  nb  sera  le  dertde.r  côté  libre  (|iii  dé- 
crira la  courbe  inconnue  par  ses  intersections  successives.  En 
suivant  le  mouvement  de  ce  côté  libre,  on  s’apercevra  sans' 
peine  ([u'il  se  confond  tlans  cinq  de  ses  positions  avec  les  di- 


proposais,  on  1814.  d'adresser  à l’Académie  des  Sciences  do  Saint-Péters- 
bourg. Ce  fut  là,  en  elTet.  l’une  de  mes  vives  préoeeuiialions  après  ma  ren- 
trée en  France  à la  (in  de  cette  année.  Dans  ees  primitives  intentions,  l’ex- 
posé des  théorèmes  sur  les  polygones  en  général  aurait  dû  être  précédé 
d'un  complément  indispensid>le  eoncernant  les  ligures  polygonales  les  plus 
simples,  extrait  do  la  matière  du  IIP  Cahier;  mais  les  démonstra lions 
synthétiques  des  propriétés  de  ces  dernières  figures,  en  quelque  sorte 
élémentaires,  étant  aussi  faciles  cpie  diljà  bien  connues,  j’en  ai  ajourné  la 
rédaction,  quoiqu’elles  formassent  un  préambule  indispensable  à celle  du 
présent  C.ahier,  que  je  destinais  à entrer  dans  la  c'om|iosilion  d'un  ou- 
vrage très-distinct  du  Mémoire  que  j’avais  en  vue  vers  la  (in  de  mon  sé- 
jour à Saratolî.  Ces  considérations  expliquent  et  justifient  d'ailleurs  les 
renvois  assez  fréquents  que  j'ai  faits  ici  aux  théories  du  précédent  volume 
des  ,rtpplicalinns. 

Enfin,  je  crois  devoir  faire  remarquer  que,  dès  l'hiver  de  1 8 1 4 à 1 8 1 ;>  où 
je  préparais  les  matériaux  do  co  P'  Cahier,  j’avais  pu  prendre  connais- 
sance des  tomes  1 à IV  (1810  à i8i5)  'des  anciennes  ,liimilcs  <le  Mtahé- 
imttiipws , publiées  alors  à Nimes,  où  MM.  Gergonne,  Servois,  Bérard, 
Lhuilier  de  Genève,  etc.,  se  sont  exercés  avec  succès  sur  (jiielques-unes 
des  questions  relatives  aux  polygones,  qui  m’avaient  déjà  occuja-  dans  les 
lirisoiis  de  llussie;  de  sorte  (pie  je  pouvais  mettre  à profit  certains  de  leurs 
travaux,  auxquels  d’ailleurs  je  me  suis  olforcé  do  rendre  justice  en  i8‘>// 
dans  la  Secl.  IV,  (jhup.  111  du  VrinU-  îles  Prnpriétcs  pnijci  lircs  des  Jignrrs. 

Nota.  — Dans  ce  volume  conime’ilans  le  précédent,  les  renvois  au  bas 
des  liages,  à moins  d’un  avertissement  contraire,  datent  de  l’impression 
même  de.  i8ti  J 
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rpclioiis  iiKléfHiies  dn  A(],  CH,  H/>',  p' p et  p\,  formant, 
comme  le  montre  la  fiftiire,  un  pentagone  circonscrit  à la 
courbe.  Supposez  maintenant  ipi'on  inscrive  une  conique  dans 
ce  même  penjagone,  je  dis  cpie  le  côté  libre  ah,  qui  forme 


'j— 'j 

p p-  ■ 


avec  les  cinq  autres  un  hexagone  bah  p'  p \h,  sera  tangent  à 
cette  conique,  et  que  par  conséquent  celle-ci  n’est  autre  que 
la  courbe  sur  laquelle  roule  la  droite  ab,  puisqu’elle  sera 
enveloppée  par  les  mêmes  droites  ou  tangentes. 

La  conique  dont  il  s’agit  peut  être  regardée  (ftfç.  i)  comme 
la  projection  d’un  cercle  qui  aurait  pour  centre  le  point  c con- 
sidéré dans  l’uno  de  scs  positions  sur  AB  devenue  diamétrale 
ainsi  que  aep  et  bcp'.  Soit  donc  formé  l’hexagone  inscrit  ^ 


Fij».  ?. 


1 .6. 5. 4.3.7. 1 ilont  les  cinq  premiers  sommets  seront  aux 
points  de  contact  des  côtés  successifs  AC,  \p,  pp' , />'B,  BC, 
et  dont  le  dernier  sommet  ?.  est  déterminé  en  abaissant  per- 
pendiculairement du  point  de  contact  3 la  droite  3 . sur  la  dia- 
métrale ap,  et  du  point  de  contact  i la  droite  2.1  sur  rautre 
diamétrale  bp';  cai'  ces  droites  se  rencontrent  évidemment  en 
un  point  du  cercle  (c)  ou  1 .H.5. . . . 

Cela  posé,  si  l'on  mène  au  cercle  (c),  en  ce  même  point  2, 
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line  laiigi'iile  formant  par  sa  rencontre  avec  les  directions  de 
\CetBC,  un  hexagone  circonscrit  A cette  tangente  se 
confondra  avec  nb;  car,  en  remarquant  <iue  l'hexagone  inscrit 
i.a. S.4-5.(i  a les  côtés  opposés  parallèles,  il  est  facile  de  voir 
que  les  points  où  elle  coupe  les  droites  BC  et  C.K  sont  situés 
respectivement  sur  les  diamétrales  ap  et  bp'.  Donc,  la  pro- 
jection de  ab  dans  la  figure  primitive,  est  aussi  tangente  à la 
conique  inscrite  dans  le  penUigone  XCÜp'p;  conséquence, 
pour  le  dire  en  passant,  i|u'il  eût  été  plus  simple  de  conclure 
de  la  propritUé  de  l'hexagone  circonscrit  aux  coniques,  décou- 
verte jiar  Brianchon  (t.  D'',  p.  137). 

Pour  ramener  la  démonstration  du  cas  général  à celui  qui 
vient  d’être  examiné,  je  considérerai  comme  exemple  le  qua- 
drilatère quelconque  ABCD  {//g'.  3),  dans  lequel  est  inscrit  un 

Fig.  3. 


autre  quadrilatère  abcd,  avant  ses  sommets  sur  les  côtés  du 
premier.  Je  dis  que,  si  l’on  déf  mv»  ce  dernier  quadrilatère  de 
manière  qu’il  reste  toujours  inscrit  dans  le  premier  et  que  scs 
trois  côtés  fib,  bc,  cd  tournent  autour  des  pôles  respectifs  p, 
p'  et  p",  le  côté  lihre  ad  roulera  dans  toutes  scs  positions  sur 
une  section  conique. 

Tracez  les  deux  droites  pp',  p' p"  et  la  diagonale  fixe  AC  que 
vous  prolongerez  jusqu’à  sa  rencontre  en  x avec  le  côté  bc  du 
quadrilatère  mobile  ; joignez  enfin  a avec  le  premier  sommet  a 
et  le  dernier  d par  les  droites  an,  ad  qui  couperont  respec- 
tivement les  droites  fixes  pp'  et  p' p"  en  P et  P'  : ces  derniiu-s 
points  demeureront  invariables  pendant  le  mouvement  du 
quadrilatère  abcd. 
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Pour  le  prouver,  remarquez  que  le  triangle  mobile  aba.  étant 
assujetti  à avoir  ses  sommets  respectivement  sur  trois  droites 
fixes  Al),  AB  et.  AC  qui  se  croisent  en  un  même  point  A,  el 
ses  deux  côtés  «/»  et  ha,  étant  assujettis  à tourner  autour  des 
pôles  fixes  P et  //,  son  côté  «a /esté  libre,  devra  (t.  I,  p.  43o) 
pivoter  dans  toutes  ses  positions  autour  d’un  troisième  pôle 
situé  en  ligne  droite  avec  les  deux  premiers  p,  p',  et  qui  se 
trouve  par  conséquent  eu  P à l’intersection  de  aa  et  de  pp'. 
En  considérant  l’autre  triangle  mobile  cad,  on  prouvera  de 
inème'  que  son  côté  libre  ad  passe  toujours  par  le  point  fixe  P' 
situé  sur  la  droite  />'/>"• 

Il  résulte  de  là  qu’ou  peut  considérer  le  côté  libre  ad  du 
quadrilatère  flôcj/  comme  le  troisième  côté  d’un  triangle  aad, 
ilont  les  deux  autres  passent  toujours  par  les  pôles  fixes  P,  P', 
et  qui  reste  inscrit  dans  le  triangle  invariable  AGI)  ; donc, 
d’après  la  proposition  précédente,  ce  troisième  côté  ad  rou- 
lera sur  une  section  c.oni(|ue.  . 

Nous  venons  de  remplacer  le  (juadrilatère  par  un  triangle. 
La  même  construction  servira  évidemment  à remplacer  un  po- 
Ivgone  de  n côtés  par  un  autre  de  n — i côtés;  celui-ci  pourra 
à son  tour  être  réduit  à un  polygone  de  n — ?.  côtés  avec  n — 3 
pôles  ; continuant  ainsi,  un  parviendra  à assigner  deux  pôles 
fixes  autour  desquels  devront  pivoter  deux  des  côtés  d’un 
dernier  triangle  dont  le  côté  libre  sera  le  même  que  celui  du 
polygone  mobile,  et  dont  les  trois  sommets  s’appuieront  sur 
les  deux  derniers  côtés  du  polygone  fixe  et  sur  la  dernière  de 
ses  diagonales. 

Soit  par  exemple  [/ig.  4),  ABCDE  le  pentagone  fixe,  clabcde 
celui  qui  lui  est  inscrit,  ae  le  dernier  côté  qui  reste  libre.  Pro- 
longez les  côtés  AE  et  Cl)  jusqu’à  leur  rencontre  en  I)',  pour 
former  le  quadrilatère  fixe  ABCD'  auquel  sera  inscrit  le  qua- 
drilatère mobile  abed.  En  traçant  les  lignes  marquées  sur  la  fi- 
gure d’après  ce  qui  précède,  on  remplacera  le  pentagone  fixe 
ABCDE  par  le  quadrilatère  ACDE  et  le  pentagone  mobile  rtèc</c 
par  le  quadrilatère  aadea,  dont  les  côtés  a a cl  d a sont  assu- 
jettis à pivoter  autour  des  pôles  fixes  P cl  P'  ; car  il  est  év  idem 
que  la  diagonale  ad,  qui  lui  est  commune  avec  le  pentagone 
mobile,  aur>i  les  mêmes  positions  que  dans  le  premier  cas.  Si 
maintenant  l’on  reprend  ce  quadrilalère  et  qu’on  exécute  en- 
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ctirt'  im«‘  fois  |y  inèine  ronslniriion,  oii  finira  par  le  remplacer. 


rig, 

!)• 

> 


Comme  dans  le  cas  prée«‘denl,  par  iin  iriangle  mobil<î,donl  ea 
sera  le  côté  cnlièremenl  libn;,  elc. 


• Remarque  I.  — Quanil  I(îs  d(>ux  derniers  pôles  irouvés  sont 
en  ligne  droite  avec  E,  le  côté  mohile  ne,  au  lieu  de  rouler  sur 
une  conique,  passe  évidemment  dans  toutes  ses  positions  par 
un  point  fixe.  En  effet,  soient  \E  et  El)  ( Syies  deux  der- 


Kii».  5. 

E ir 


niers  côtés  du  polygone  en  ({uestion,  Al)  la  dernière  diago- 
nale, P"  et  P'"  les  deux  ilerniers  pôles  obtenus  situés  sur  une 
droite  passant  par  E;  a.ae  étant  le  triangle  mobile,  ne  sera  le 
dernier  côté  libre.  Or  on  sait  (t.  P%  p.  ,{35)  (|ue  si  l'on  trace 
les  droites  AP'"  et  DP"  qui  se  croistmt  en  O,  la  droite  ae  doit 
passer  toujours  par  ce  même  point  O qui,  par  suite,  reste 
fixe. 


Remarque  II.  — Au  lieu  de  prendre  une  position  quel- 
conque abcd  [fty;.  3)  du  (|uadrilatère  mobile  pour  construire 
les  pôles  P et  P',  on  pourra  choisir  celle  oii  /*  se  confond 
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avec  H,  ciMiui  simpliluMa  la  coiislrucUon.  On  trouvora  (k*  cette 
manière  que,  pour  obtenir  1’  et  I*',  il  sufliruit  de  mener  par  le 
point  B et  par  les  piMes-/»,  p' , p",  les  trois  droites  Kp,  B/*',  lip", 
coupant  les  côtés  respectifs  du  trianj^le  AÜC,  en  a',  a et  </', 
je  suppose,  et  de  tracer  ensuite  les  droites  ao'  et  ad'  qui, 
prolongées,  couperaient  respectivement  aussi  pp'  et  p' p"  aux 
■ lieux  points  1’  (>t  P'  demandes. 

lii‘nuirqiie  ///.  — Faisons  connailre  un  autre  iiiode  de  ré- 
duction qui  sera  mis  souvent  en  usage,  par  la  suite. 

Soient  ABl.DK  et  almle  (Jig.  f>)  les  polygones  fixe  et  mobile. 
/>,  p',  p",  . les  pôles  de  ce  dernier;  tracez  les  droites  pp’ 

et  p" p'"  ipii  liassent  l'une  par  le  1"  et  le  2'  pôle,  l'autre  p;îr 
le  3'  et  le  4';  prolongez-les  jusipi'à  leur  rencontre  en  I*.  Tracez 

Ki(»  (î . 


p 

I 


la  droite  !’<•  passant  par  fe  point  lixe  P eide  3“  somfnet  c 
du  polygone  mobile  ahede;  prolongez-la  jusqu’à  sa  rencontre 
eu  a avec  le  r'  côté  ab.  Dans  le  mouvement  du  polygone 
mobile,  les  côtés  du  triangle  aèc  tourneront  autour  des  trois 
jiùles  p,  p'  el  P ijui  sont  en  ligne  droite;  donc  le  sommet  a 
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décrira  une  autre  droite  passant  par  rintersoclion  B des  lignes 

BA  cl  BC  directrices  des  sommets  b et  c.  de  ce  triangle. 

Pareillement,  si  vous  prolongez  Pt- jusqu’à  sa  rencontre  en  jâ 
avec  le  4'  côté  f/e  du  polygone  mobile,  le  point  (3,  différent  de  a, 
se  mouvra  sur  une  droite  C|3  passant  par  le  sontmel  C.  Ainsi 
le  pentagone  mobile  abeJe  sera  remplacé-  par  le  quadrilatère 
mobile  (lapea  dont  les  trois  pôles  seront  p,  P,  p""  et  dont  les 
sommets  variables  a,  ^ parcourront  les  droites  lises  Ba  et  (]|3, 
les  sommets  a cl  e ilécrivanl  toujours  les  directrices  AEel  DE. 
Celle  construction  s’appli(iuera  é\idemmeni  auv  cim|  pre- 
miers côtés  d’un  polygone  quelcon(|iie  de  « sommets,  ainsi 
remplacé  par  un  polygone  de  « — i côtés,  lc(]uel  pourra  èlri* 
à son  tour  remplacé  [>ar  un  autre  de  n — a côtés,  et  ainsi  de 
suite  jusqu’à  ce  qu’on  arrive  à un  dernier  quadrilatère  avec 
trois  pôles,  auxi|uels  la  construction  s’arrêtera  ; car  elle  exige 
au  moins  (luatre  pôles.  On  sera  donc  obligé  d’avoir  recours  à 
la  transformation  que  nous  avons  il'abord  fait  connaître  pour 
ramener  la  question  au  cas  du  triangle,  avec  deux  pôles. 

Celle  première  transformation  est,  comme  on  vo|l,  préférable 
à la  seconde  en  ce  (|u’ellc  ne  souffre  aucune  exception;  elle 
s’applique  d’ailleurs  au  cas  où  les  pôles  p,  p',  p",  <‘lc.,  sont 
tous  ou  en  partie  en  ligne  droite,  tandis  que  l'autre  n’a  pas  le 
même  avantage.  , 

Hemarqtie  générale.  — Si  les  pôles  sont  tous  en  ligne  droite, 
il  est  plus  simple  de  se  ser\ir  du  procédé  direct  que  nous 
allons  faire  connaître,  pour  découvrir  les  deux  derniers  pôles 
sans  être  obligé  de  recourir  à des  pôles  auxiliaires. 

Prenons  pour  exemple  {Jig-  7 ) le  cas  du  pentagone  et  dési- 
gnons les  mêmes  points  par  les  mêmes  lettres.  Prolong<‘z  le  pre- 
mier côté  mobile  nôjusqu’à  sa  rencontre  en  a avec  le  troisième 
côté  <■</;  les  trois  pôles  p,  p',  p"  étant  en  ligne  droite,  le  som- 
met a du  triangle  a bc  parcourra  une  droite  fixe  a B passant  par 
le  sommet  B {t.  I,  p.  43o):  ainsi  voilà  déjà  le  pentagone  nbede 
remplacé  par  le  ([uadrilalère  axde,  dont  les  trois  pôles  p,  p" 
et  p"  sont  en  ligne  droite.  Pareillement,  si  vous  prolongez  le 
premier  côté  mobile  a a de  ce  (luadrilatère  justju’à  sa  rencontre 
avec  le  troisième  côté  de  en  (3,  le  sommet  |3  du  triangle  mo- 
bile Pa</  parcourra  une  droite  invariable^(3/i'  passant  par  le 
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point  (le  rencontre  k des  deux  directrices  lixes  aB  et  (^l)  de 
ce  triangle,  puisque  (ibid.)  les  trois  pôles  p,  p",  p'",  autour 
desquels  tournent  ses  côtés,  sont  en  ligne  droite  (*). 

Ainsi  le  pentagone  abcde  se  trouve  remplacé  par  le  triangle 
mobile  dont  les  sommets  s’appuient  sur  les  droites  fixes 


Fie.  7. 


( - 1 


AE,  EÜ,  pk,  et  dont  deux  côtés  «p  et  e p tournent  autour  des 
pôles  p et  p";  donc  le  troisième  côté  libre  ae  de  ce  triangle 
ou  le  cinquième  du  penuigone  abede  roule  sur  une  conique; 


(*)  On  peut  remarquer  que.  quand  les  côtés  du  polygone  fixe  passent 
par  un  même  point,  les  points  de  rencontre  do  deux  côtés  quelconipios 
ou  de  deux  diagonales,  ou  enfin  d'un  côté  et  d’une  diagonale,  décrivent 
autant  de  lignes  droites  Lhuilier  [Klénwnts  (Pnntifysn  l’enniêlriipw,  cic.) 
en  donne  la  démonstration  |iour  le  cas  où  les  pôles  sont  sur  l'un  des  côtés 
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celle-ci  se  réiltiirail  évidemtneiil  à un  point  dniis;  le  cas  où  la 
droite  qui  contient  tous  les  pôles  passerait  par  le  ilcrnier  soin- 
inct  li  du  polj};(me  lixe.  Ainsi  on  pourra  reconnaître  ceit»‘ 
circonstance  au  premier  abord  (*). 

Il  est  évident  que,  tiuel  que  soit  b'  nombn»  d(‘s  pôles  don- 
nés, les  conséquenct's  précéilentes  auront  toujours  IKm;  si 
donc  on  fait  attention  que  b^  troisième  sommet  du  dernier 
triangle  se  trouve  toujours  à la  rencoutn»  du  premier  côté  ah 
èt  du  dernier  de  du  polvf'one  mobib*.  ou  pourra  en  conclure 
cette  proposition  fténérab*; 

l'tioi’osiTiox  11. — Tii^orèmf.. 

Si  tous  les  côtés  d’un  'polri'otie  mobile  sont  assujettis  d 
tourner  respectivement  autour  d'un  même  nombre  de  pôles  • 
fixes  situés  en  li"nc  droite,  et  si,  en  même  temps,  on  contraint 
tous  les  sommets,  à l'exception  d'un  seul,  à parcourir  des 
droites  fixes,  le  dernier  sommet  resté  libre  parcourra  dans  le 
mouvement  (rf^néral  une  seule  et  même  Hj^ne  droite. 


lie  ce  polygone;  imiis  sa  ilétmiiistratioii  {voir  ^ '>3,  p.  107)  siipiiusc  ipie. 
les  cotés  lixes  restant  quelconques,  les  diagonalej,  passent  néailmoins  pai- 
lles points  situés  sur  la  droite  des  jiotes;  ce  qui  n'a  lieu  que  quand  les 
cillés  directeurs  concourent  en  un  même  point  (e). 

{dote  ilit  niaim.srril  ite  181  à.) 

( *)  Même  chose  aura  lieu  quand  il  arrivera  que  p/i  passe  |>ar  le  som- 
met K du  poly^tone  fixe  7).  \yotc  umienne.) 

( a } Siiiiuii  Idiuilier,  de  (leiièvc,  espril  elniit  au  poini  de  vue  de  la  Oi-oiuetrie 
de  l>escartes  et  I.eiliuit/.,  de  t)esa rôties  el  Pascal',  de  Moii^je  et  de.  moi  École,  il  'uu 
ri('oi  isinc  lent  cl  épineux  à la  manière  dos  rouunentaleurs  ou  inlerprèlc„  d'Hu- 
clidc,  d'Apotlriniiia  et  de  Pappiis,  je  veux  il  ire  îles  ^'erInal,  des  tiatley,  des  Robert 
Sinison,'des  Playfair,  etc.;  I.luiiticr  eut  rinsi^ne  bonheur  d’iniliiir  à r.l«a//je 
/*conirtrif/uf  et  le  sens  natiircJlentcnt  droit  cl  niatheniatii|ue  de  Stiirm, 

homme  inodesle  jitsipi'à  ta  timidité,  ipic  j'ai  appris  à aimer,  à estimer  depuis 
i8'rj,’oii,  cucoie  inconmi,  il  écrivait  dans  le  Itultriin  ilrs  Sciences  de  Frrussac,  au 
pri.v  annuel  ito  l5oo  l'rancs;  mais  I.hiiitier  avait  aussi  inspiré  à notre  illustre 
conrrére  de  fortes  préventions  contre  le  principe,  la  loi  de  continuité.  (’,cs  pré- 
ventions avaient  pour  point  de  départ  une  objection  plus  spécieuse  ijiie  juste, 
mentionnée  dans  la  t^ofj'gonome'tric .(p.  i)S  à 100)  publiée  liés  17R1)  par  te  savant 
professeur  de  Genève,  et  qui  repose  sur  un  cas  d'indétermination  relatif  à un 
problème  de  Géométrie  statique  , dont  les  exemples  pourraient  être  variés  à 
volonté,  el  qui  se  ratlactieni  a des  causes,  à des  ronsiilératiutis' intinitesimales 
tiieu  connues. 
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Dans  le  cas  où  louKîs  les  direclrices  reclilijtnes  coneour- 
raieni  en  un  même  poinl,  la  droile  parcourue  par  le  sominei 
libre  passerait  atissi  par  ce  poinl. 

Après  avoir  examiné  le  cas  où  tous  les  pôles  sont  en  liftne 
droile,  nous  allons  nous  occuper  de  celui  oit,  les  pôles  étant 
<|uelcou(|ues,  toutes  les  direclrices  fixes  passent  parmi  même 
point;  ce  (|iii  nous  dcume  lieu  de  démontrer  la  proposition 
suivante  ; 

I’rofositios  111.  — TiitoRfcvu;.- 

Si  tous  les  sommets  d'un  polygone  mobile  ubcd...  [Jig.  8) 
sont  assujettis  à paix'ourir  autant  de  droites  Jixes  concou- 
rant en  un  nu^me  point  A,  et  si  de  plus  tous  les  côtés,  Û l'ex- 
ception d'un  seul,  doivent  tourner  constamment  autour  des 

pôles  fixes  p,  p' , p" le  dernier  côté  libre  ad  pivotera  aussi 

dans  toutes  ses  positions  sur  un  même  point  fixe  î:. 

Nous  prendrons  pour  exemple  le  quadrilatère  abcd  de  celte 
f'ü-  «•  Soit  tracée  la  diagonale  crc  jusqu’au  poinl  P de  la  droile 

Kii;  K 


l 


qui  joint  les  deux  pôles  p et  p' , je  dis  que  celte  diagonale 
passera  dans  toutes  ses  positions  par  le  poinl  P.  En  effet,  le 
triangle  mobile  abc,  dont  les  sommets  parcourent  trois  droites 
AB,  AC,  AH  concourant  en  un  même  poinl,  ayant  deux  de 
scs  côtés  ab  et  bc  (pii  tournent  autour  des  pôles  respectifs 
p et  p',  sera  par  là  même  tel,  que  son  troisième  côté  libre  bc 
tournera  aussi  autour  d’un  pôle  fixe,  leipiel,  situé  en  ligne 
limite  avec  les  deux  autres,  se  confondra  avec  P.  On  démon- 
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irera  d’imc  manière  scml)lable  que  le  irianple  siiivuni  acd, 
tlonl  deux  côiés  ac  et  cd  passent  i>ar  les  pôles  fixes  P et  p" , est 
tel,  (|ue  son  troisième  rôté  ad  passe  aussi,  dans  toutes  ses 
positions,  par  un  dernier  jiôle  fixe  t:,  situé  à la  rencontre 
de  ce  meme  côté  avec,  la  droite  P/>"  ([ui  joint  les  deux  autres 
pôles  fixes. 

Henmnjues  diverses. — On  voit  (|ue,  non-s(‘ulement  le  d(‘r- 
nier  côté  libre  ml  du  polvf'one  tourne  autour  d'un  point  fixe, 
mais  (|u’il  en  est  ainsi  encore  pour  cbacune  des  diagonales 
(lu'on  |)cut  mener  d’un  sommet  à un  autre. 

D’autre  iiart,  la  démonstration  précédente  s’étendant  à un 
polygone  gauche  ()uelcon(|ue  assujetti  aux  mêmes  conditions, 
on  en  conclut  que,  pour  ce  cas  encore,  le  dernier  côté  libre  et 
les  diverses  diagonales  tourneront  autour  d’autant  de  points 
fixes  situés  dans  l’espace  ainsi  (|ue  les  directrices  conver- 
gentes (*). 

Dans  le  cas  particulier  où  les  diflérents  points  fixes  j>,  p', 

p" considérés  coimne  pôles,  seraient  situés  en  ligne  droite, 

le  pôle  ~ et  tous  ceux  des  diagonales  seraient  aussi  situés  sur 
cette  même  droite. 

Enfin,  il  est  visible  encore  (t.  1,  p.  i38  et  i4o),  que  si  l’on 
prolonge  le  premier  côté  oè  et  le  dernier  cf/  du  polygone  mo- 
bile jusqu’à  leur  rencontre  en  a,  ce  sommet  libre  du  nouveau 
polygone  parcourt,  en  vertu  du  mouvement  général,  une  sec- 
tion coni(|ue,  (]ui  se  réduira  à une  droite  dans  le  cas  où  tous 
les  pôles  seront  eux-mêmes  situés  en  ligne  droite  (Prop.  11). 

llemarque  (générale. 

Les  pro|)ositions  précédentes  renferment  la  solution  de  ce 
problème  : « Dans  un  polygone  donné,  inscrin;  un  autre  poly- 
gone dont  les  côtés  ))assent  par  des  points  aussi  donnés.  » La 
construction  s’exécutera  par  la  règle  seulement,  dans  les  deux 
cas  suivants  : 

1°  Quand  les  points  donnés  seront  situés  en  ligne  droite  ; 


(*)  D’après  une  remarque  consignée  à la  page  5o4  du  !"■  volume  (An- 
niTioss)  par  M.  Mannheim,  la  position  de  tous  ces  points  on  (Mlles  lixes 
est  imléi)endante  de  celle  du  [winl  de  concours  A des  directrices. 
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en  laissant  libre  l’un  des  sommets  du  polygone  cherché,  et  fai- 
sant abstraction  du  côté  correspondant  du  polygone  donné,  il 
arrivera  (Prop.  II)  qu’en  déformant  ce  polygone  de  toutes  les 
manières  possibles  dans  ces  conditions,  le  sommet  libre  par- 
courra une  ligne  droite  qui,  par  son  intersection  avec  le  côté 
sup|)rimé  du  polygone -fixe,  donnera  la  position  d’un  sommet 
du  polygone  inscrit,  d’où  l’on  conclura  tous  les  autres; 

2"  Quand  le  polygone  donmi  s’évanouit  ou  que  les  direc- 
trices concourent  toutes  en  un  même  point,  les. pôles  fixes 
par  où  doivent  passer  les  côtés  du  polygone  eberebé  étant 
d’ailleurs  quelconques,  on  fera  pour  un  moment  abstraction 
du  dernier  pôle,  et  l’on  regardera  en  même  temps  comme 
libre,  le/;ôté  du  polygone  cherché  qui  doit  passer  par  ce  pôle; 
alors,  en  déformant  à volonté  ce  polygone  d’après  les  condi- 
tions énoncées,  le  côté  libre  pivotera  dans  toutes  ses  posi- 
tions autour  d’un  point  fixe  (Prop.  111),  et  la  droite  qui  joindra 
ce  point  avec  le  pôle  dont  on  a fait  abstraction  donnera  la  po- 
sition de  l’un  des  côtés  du  polygone  cherché,  au  moyen  de 
quoi  on  trouvera  successivement  tous  les  autres  côtés. 

Corollairel.  — Quand  le  polygone  nbed..,,  au  lieu  de  s’ap- 
puyer sur  autant  de  droites  différentes  concourant  en  un  .seul 
point  qu’il  a lui-méme  de  sommets,  s’appuiera  seulement 
sur  deux  lignes  droites  quelconques,  de  façon  i|ue  ses  som- 
mets successifs  reposent  alternalivemeht  sur  l’une  et  sur 
l’autre  de  ces  droites,  la  Proposition  III,  (|ue  nous  venons 
de  démontrer,  pourra  encore  lui  être  appliquée;  en  sorte  que, 
si  tous  les  côtés,  excepté  un  seul,  tournent  autour  de  pôles 
respectifs,  le  dernier  côté  pivotera  lui-même  autour  d’un 
pôle,  qui  se  trouvera  en  ligne  droite  avec  les  autres  quand 
ceux-ci  seront  également  disposés  en  ligne  droite. 

Corollaire  II.  — Dans  la  même  supposition  de  deux  direc- 
trices uniqiK'S,  si  on  laisse  libre  gn  sommet  a,  tous  les  côtés 
étant  assujettis  à tourner  autour  de  pôles  respectifs,  ce  .som- 
met libre  parcourra  une  section  conique,  <|ui  se  réduira  à 
une  simple  droite  dans  le  cas  où  tous  les  pôles  seraient  eux- 
mêmes  situés  en  ligne  droite. 
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nr:s  poi,Y(îones  .mc)hili:;>  inscrits  ou  circonscrits 

A UNE  SIMPLE  CONIQUE  ET  A ITAUTRES  POI.YOONES. 


I’koimisition  IV.  — Lkmmk. 


Si  lin  triangle  xxy  {Jijj;.  9)  est  ins/ii'il  à une  section  coni- 
ijue  (O),  et  qu'on  te  déforme  en  assujettissunt  deux  de  ses  côtés 
XX  et  a}'  à tourner  autour  de  points  fixes  p et  p'  comme  pôles, 
le  dernier  côté  t)'  resté  libre,  roule  dans  toutes  ses  positions 


9 


' /T  rt*  ' 


\ 


sur  une  autre  conique  tan  fiente  « ( O ) aux  points  t et  t’  où  elle 
est  rencontrée  par  la  droite  des  pôles  pp‘.  En  d’autres  termes, 
si  le  sommet  x d'un  angle  mobile  est  assujetti  ù parcourir  une 
section  conique  (O),  tandis  que  ses  côtés  pivotent  respective- 
ment autour  de  pôles  fxes,  la  corde  xy  sous-tendue  par  l’angle 
dans  la  courbe  roulera  sur  une  autre  conique.. 

En  cfl'el,  la  liguro  peut  èlrn  remplacée  par  une  autre  dans 
laipndle  la  conique  (O)  devient  nn  cercle  et  la  ligne  droite  pp' 

10. 


K 


passe  à l'inlini  {fg.  10);  dans  celte  nouvelle  ligure,  les  côtés 
de  l’angle  se  nienvenl  ])arallélenient  à enx-inênies,  et  par 
suite  cet  angle  esi  constant  ; donc  aussi  la  corde  sons-tendne 
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a' )•' roule  sur  un  (‘(tHc  eimceulri(|ue  :ui  premier  (O);  d’oii 
•uiii  la  proposiüoii  éiionrée. 

On  voit  fie  plus  (fig-  ‘))>  (pie,  (piaiid  le  sommet  a est  situé 
sur  la  droite  eu  / pat-  exemple,  la  corde  xy  se  confond 
avec  la  laiiÿteutf*  en  t'  à la  coniipie  (O);  par  la  même  raison 
elle  se  confond  aussi  avec  la  tangente  on  / fpiand  a est  en  t'. 
Kn  outn* , on  ])eiit  s’assurer  (pie  dans  cctlc  Jig.  p,  l'envc'- 
loppc  de  .TK  est  renl'crniée  dans  la  courhe  (O);  par  suite,  elle 
ne  saurait  toucher  les  tangentes  en  / (>t  /'  en  dehors  de  (O); 
donc  elle  les  touche  aux  points  / et  /'  eux-mêmes,  et,  par 
conséipient,  elle  touche  aussi  en  ces  mêmes  points  la  courhe 
(O),  comme  nous  l avions  énoncé. 

Remarque.  — (àHte  conséipience  résulte  immédiatement  de 
nos  Principes  (I.  p.  )•  mais  j'ai  préféré  en  donner  nue 
démonstration  directe  alin  de  faire  en  (pieh|ue  sorte  la  vérili- 
cation  de  ces  Principes  par  un  exemple  sensible. 

PliOl’OSlVION  \ . -f-  l.KMMK. 

Imagine/  [fig.  1 1)  (pi’on  nu’me  à la  courlii'  (O)  deü  tangentes 
aux  .sommets  x,  r,  a du  triangle  moliile  insciât  à cette  courhe  ; 

fie.  1 1 


on  formera  un  triangle  circonscrit \V \,  dont  les  sommets  \ 
et  Y iiarconrronl  r('Sju>ctivement  deux  droites  ayant  pour  p(Mes 
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p'  el  p,  lesquelles  passeront  j)ar  le  point  h où  se  coupent  les 
tangentes  tk  et  t'k  menées  aux  extrémités  de  la  droite  des 
pôles  p,  p'.  Quant  au  troisième  sommet  A qui  correspond  au 
côté  .zf  du  triangle  inscrit,  il  restera  libre  et  parcourra  une 
nouvelle  section  conique  tangente  en  / et  /'  à la  proposée. 

On  se  rendra  raison  de  tout  cela  en  se  reportant  à la  Jig.  lo, 
qui  est  la  projection  de  celle-ci;  il  est  visible,  en  effet,  que, 
tandis  que  la  corde  variable  x'y'  roule  sur  une  circonférence 
de  cercle  concentrique  au  cercle  (O),  le  point  A où  se  coupent 
les  tangenti's  menées  aux  extrémités  x',  j'.de  cette  corde, 
décrit  par  le  même  mouvement  une  troisième  circonférence 
concentrique  aux  deux  premières. 

Remarque.  — Quand  la  droite  pp'  qui  passe  par  les  pôles 
p et  p'  ne  rencoutrei-a  pas  la  conique  (O),  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  quand  le  point /rcorrespondanl  sera  situé  dans  rinlérieur 
de  cette  courbe,  les  points  de  contact  /,  /'  qui  lui  sont  com- 
muns avec  celles  considérées  ci-dessus  n’existeront  plus,  et  par 
suite  CCS  courbes  s'envelopperont  les  unes  les  autres  sans  se 
touclu'r.  Néanmoins  elles  sc  comporteront  entre  elles  comme 
si  elles  se  touchaient  effectivement  (t.  !"■,  p.  200  à 7,08);  cir- 
constance qui  offre  une  application  remarquable  de  tout  ce  que 
nous  avons  dit  en  général  {ibid.,  ji.  475,  etc.)  sur  les  relations 
projectives  des  figures,  et  nous  présente  en  même  temps 
l'exemple  de  deux  courbes  qui  ont  une  corde  commune 
existant  géométri(|uement  sans,  pour  cela,  avoir  aucun  point 
commun. 

.Le  point /r  est  ici  visiblement  le  pôle  de  la  droite  pp' ; c’est 
aussi  le  sommet  de  l’angle  des  deux  directrices  k\  et  k\  de  la 
courbe  des  points  A. 


Proposition  VI.  — Lemme. 

Soit  loiijoiirs  (ftp;.  17)  /c  triangle  mobile  aarr  inscrit  dans  la 
conique  (O)  c/  dont  les  côtés  axet  xy  passent  par  les  pôles  p 
et  p',  si  d’un  point  quelconque  A de  cette  courbe,  on  mène 
deux  droites  \x,  A )■  aux  extrémités  de  la  corde  mobile  xy  et 
qu'on  prenne  les  points  P et  P'  oà  elles  coupent  pp'  pour  nou- 
veaux pôles  des  côtés  \x,  \.}  <le  l'angle  A,  ht  corde  xysous- 
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tendue  par  cet  an  ('le  dans  la  courbe  roulera  sur  la  même  section 
conique  que  la  première. 

En  effet,  les  deux  enveloppes  auront  la  tangente  a:ren  coni- 
imin,  et  de  plus,  elles  Jouclieront  la  enurhe  (())  aux  deux  mêmes 

Fij».  U. 


points  /,  t',  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  sans  (|u’elles  se  confon- 
dent. Cela  se  démontre  plus  facileimuit  eitcore  sur  la  Jig.  10. 
Il  est  visible  en  effet  (|ue  l’angle  <x.' x' y'  de  celte  figure,  peut 
être  remplacé  par  tout  autre  angle  avant  son  sommet  sur  la 
circonférence  (O),  par  conséquent  de  mèmè  mesure,  de  sorte 
(lu’eil  faisant  mouvoir  ses  cotés  parallèlement  à eux-mêmes, 
la  corde  xy  correspondante  roulera  exactement  sur  la  circon- 
férence décrite  par  celle  du  premier  angle. 

> Corollaire  /.  — On  peut  {fig-  12)  se  donuer'de  pôle  1*  à vo- 
lonté sur  pp' ; on  en  conclura  le  correspondant'  P'  en  traçant 
un  triangle  arbitraire  ccxyau  moyen  des  deux  prcmiiers  p<Mes/j 
et  p',  joignant  ensuite  ætP  par  une  droite  l*x  ((ui  donnera  le 
point  A,  enfin  traçant  par  A et  r la  droite  Aj  qui  coupei-a  pp' 
en  P'  au  point  demandé. 

Corollaire  II.  — CelU?  dernière  remaniue  nous  montre  (|ue  si 
les  trois  premiers  côtés  r a.  xx,  x \ d'un  (|uadrilalèr(?  yata:  A >' 
inscrit  à la  courbe  (O),  passent  par  trois  pôles  fixes  />',  p et  P 
situés  en  ligne  droite,  le  quatrième  côté  \y  passera  aussi  dans 
toutes  les  positions  correspondantes,  par  un  (]ualrième  pôle 
invariable  P'  d(*  celle  ligne  droite. 

Corollaire  III.  — De  même  qu’il  y a une  infinité  de  couples 
de  pôles  p et  p',  P et  P',  etc.,  <tu  moyen  dcsf|uels  on  ptuii 

II.  ' _ 2 ' 
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obtriiir  rciivcloppii  des  cordes  xy,  il  y a aussi  une  iiiüiiilé  de 
sj'slèmes  de  directrices  correspondantes  /e\  et  /i  \ {/ig.  i i)qui 
peuvent  déterminer  la  section  conique  parcourue  par  le  point 
A ; mais  tous  ces  systèmes  ont  le  point  /r  commun.  On  pourra 
se.  donner  à volonté  l’une  d’idles  A Y',  pourvu  qu’elle  passe  par 
le  point  A ; pour  obtenir  sa  conjuguée  A X',  on  circonscrira 
à la  courbe  (ü)  un  triangle  quelconque  VAX  s’appuyant  sur 
les  deux  premières  /cY  et  A X qui  sont  données;  le  sommet  A 
sera  un  point  de  la  courbe  correspondant  à ces  directrices. 
On  formera  avec  les  deux  mêmes  côtés  AY,  AX  adjacents  au 
sommet  A,  un  nouveau  triangle  AV''X'  circonscrit  à la  coni- 
que, et  ayant  un  de  ses  sommets  Y'  sur  la  droite  donnée  Y7r, 
le  troisième  sommet  X'  de  ce  triangle  sera  un  point  de  la  di- 
rectrice A X'  conjuguée  à A Y '. 

On  peut  remaniuer  qu’à  un  même  pôle  P ou  à une  même 
directrice  A' Y'  il  en  correspond  toujours  deux  autres. 

Proposition  Vil.  — Lemme. 

courbe  sur  laquelle  roule  la  corde  variable  xy  (fig.  1 1 
et  i3)  se  réduira  à un  point  quand,  dans  une  de  ses  positions 

Fi(ï.  i3. 


P 


pour  laquelle  le  triangle  correspondant  xya.  subsiste,  cette 
corde  xy~  passe  par  le  pôle  It  conjugué  (t.  1"',  p.  44°)  d la  droite 
pp' , qui  joint  les  pivots  p et  p'  des  deux  côtés  ct.x  et  xy  de 
l'angle  a. 

En  effet,  si.  dans  cette  circonstance,  l’on  met  la  figure  en  pro- 
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jeciion,  de  inonièrd  que  la  rourbe  (O)  devienne  un  cercle  et  que 
la  droite  pp'  passe  à l'infini,  il  est  visible  (ftg.  lo)  que  le 
pôle  k deviendra  le  centre  O de  ce  cercle;  or  la  droite  x'y' 
passant  par  hjpotbése  par  ce  point,  l'angle  x'x'y'  correspon- 
dant sera  droit;  donc  en  faisant  mouvoir  scs  cotés  parallèle- 
ment à eux-mêmes,  le  sommet  A restant  toujours  sur  le  cercle 
(O),  la  corde  x' y'  passera  constamment  par  son  centre;  donc 
aussi  sa  correspondante  xy  (Jîg.  i3)  pivotera  sur  le  point  k, 
projection  de  ce  centre  et  pôle  conjugué  à pp'. 

Remarque.  — On  ne  peut  pas  prendre  arbitrairement  les 
deux  pôles  p et  //  sur  la  droite  iiolaire  de  k;  mais  si  l'on  se 
donne  sur  cette  droite  l’un  d’eux,  p par  exemple,  on  trouvera 
toutdesuitc  l’autre/;'  qui  lui  correspond,  ainsi  qu'il  suit  : tracez 
arbitrairement  xy  passant  par  le  pôle  k de  la  polaire  donnée 
pp',  joignez  px  qui  donnera  a,  tracez  enlin  oi)-  qui  vous  don- 
nera le  pomt  p'  cherché.  On  obtiendrait  ce  même  point  en 
joignant  />  à j pour  obtenir  a',  et  ensuite  a'  à j;;  cela'  paraîtra 
évident  si  l’on  considère  la  projection  (fig.  lo).  Il  n’esi  pas  dif- 
ficile de  s’apercevoir  que  les  points  p et  k sont,  à l’égard  du 
troisième  p',  ce  que  les  pôles  p et  p'  sont  à l’égard  du  pre- 
mier k,  en  sorte  que  p'  est  le  pôle  conjugué  de  la  droite  pk; 
par  la  môme  raison,  p est  le  pôle  de  kp'. 

Corollaire.  — De  celte  dernière  remarque  il  suit  que  « si 
» trois  points  pris  sur  le  plan  d’une  conique  sont  tels,  que 
» l’un  d’eux  pris  à volonté  soit  le  pôle  de  la  droite  qui  joint 
» les  deux  autres,  on  pourra  inscrire  dans  la  section  conique 
» une  infinité  de  triangles,  dont  les  côtés  passent  par  les  trois 
I)  points  en  question  ». 

Toutes  ces  remarques  ont  leurs  analogues  quand  on  consi- 
dère un  triangle  AXY  [Jig.  n)  circonscrit  à une  seciion  co- 
nique (O)  et  dont  deux  sommets  XV  sont  assujettis  à parcourir 
des  directrices  fixes  k \ et  k \ ; ainsi  par  exemple,  on  a la  pro- 
position suivante. 

Proposition  VHI.  — Lexxe. 

Soit  (O),  Jig.  i4»  une  section  conique,  k\  et  k\  deux  di- 
rectrices situées  sur  son  plan  et  tellement  choisies  que  chacune 

2. 
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d’elles  passe  par  le  pôle  conjit^iiô  à l'autre,  le  troisième  som- 
met « d'un  triangle  x.rp  circonscrit  à la  courbe  et  dont  les 
deux  autres  sommets  parcourent  ces  directrices,  décrira  dans 
toutes  ses  positions  une  li^ne  droite  xl'  t,  polaire  conjuguée 
à leur  point  d’intersection  k. 

Il  visible,  en  effel,  que  dans  noire  supposilion,  si  l’on 
détermine  la  droite'  tl'  polaire  du  sommet  k des  deux  direc- 
trices, le  point  P où  elle  coupera  rune  d’elles  A V sera  le  pôle 
de  l’antre  A' \;  or,  îl  n’est  pas  diflicile  de  s’assurer,  en  e onsi- 

f'B-  'i- 

/ 

//  ! ■ 

. ■ /V  ! 


dérant  les  diverses  positions  du  sommet  libre  x du  triangle  arj-a, 
qu’il  coïncidera  dans  l’une  d’elles  avec  le  point  p\  donc  la 
section  conique,  décrite  en  général  par  x,  devant  à la  fois  con- 
tenir ce  point  et  les  points  de  contact  l et  t'  (Prop.  IV  et  V) 
en  ligne  droite  avec  p et  p',  elle  se  confondra  tout  entière  avec 
cette  droite. 

Remarque.  — Il  résulte  <le  ce  qui  ])récède  un  paradoxe  .assez 
singulier;  puisipie  la  courbe  parcourue  par  le  point  x doit  en 
général  toucher  la  courbe  (O)  aux  d('ux  points  t et  (juand 
ces  points  existent  réellement,  il  s’ensuivrait  que  la  droite  tt' 
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(lécrile  par  le  sominei  a dans  le  cas  aclwel  devraii  aussi  loucher 
la  .courbe  en  ces  points,  ce  qui  semble  au  premier  abord  une 
absurdité;  mais,  en  y réfléchissanl,  on  verra  (|ue  la  droite  //' 
ou  pp'  est  en  quelque  sorte  la  limite  des  hyperboles  qui, 
susceptibles  d’èlrc  décrites  par  le  pùint  a,  loucberaicnl  la 
courbe  aux  points  t et  de  sorte  que  les  deux  parties  de  pp' 
situées  en  dehors  de  celle  courbe  peuvent  être  considérées 
comme  appartenant  aux  deux  branches  de  l'une  des  hyper- 
boles en  question,  dont  b;s  asymptotes.  Infiniment  voisines, 
l’une  de  l’autre,  se  confondraient  avec  leç  prolongements 
de  //'.  En  effet,  les  points  l et  t'  sont  des  espèces  de  limites 
que  le  point  a ne  saurait  franchir,  juiisqu’il  ne  peut  jamais  en- 
trer dans  la  conique;  la  partie  (f  de  la  droite  pp'  ne  satisfaisant 
réellement  jias  à la  condition  qui  définit  les  sommets  a. 

La  construction  des  lignes  courbes  et  la  géométrie  descrip- 
tive offrent  mille  exemples  de  circonstances  semblables.  Elles 
se  reproduisent,  en  général,  toutes  les  fois  que  la  courbe  dé- 
crite par  un  point  mobile,  se  trouve  abaissée  à un  degré  infé- 
rieur par  quelque  condition  particulière. 

Propositios  I\.  — TiiÊonliMii. 

L'n' polygone,  abcd...f(Jig.  i5),  étant  inscrit  dans  une  co- 
nique, si  on  le  déforme  de  toutes  les  manières  possibles  en 


. Ki'i; . 1 .5 . 


P' 


assujettissant  à pivoter  autour  de  pôles  respectifs  p,  p' 

tous  ses  côtés  ii  l’exception  d'un  seul,  af,  qui  restera  libre,  ce 


Digitized  by  Google 


■XI  l"  CAHIER.  - l’ROl’RlÉTÉS  DESl'.RIPTIVES 

dernier  côté  roiilerii  sur  une  section  conique  tangente  en  deux 

points  à la  proposée. 

Considérons  d'abord  le  penlagoiie  abcde  formé  par  les  quatre, 
premiers  côtés  du  polygone  en  question  et  la  diagonale  aequi 
joint  son  premier  et  son  cinquième  sommet.  Par  les  pôles  p 
et  p’  faites  passer  la  droite  joignez  pareillement  les  pôles 
p"  et  p”  par  la  droite  p" p”  qui  prolongée  coupera  la  première 
en  P'.  Par  ce  point  P'  et  le  sommet  c,  faites  passer  la  droite 
P'c.r  qui  coupera  la  courbe  en  un  second  point  x,  tracez 
enfin  ax  qui  viendra  couper  pp'  en  P,  vous  formerez  le  qua- 
drilatère mobile  abex,  dont  les  trois  premiers  côtés  passeront 
par  les  trois  pôles  p,  p'  et  P'  situés  en  ligne  droite;  donc 
(Prop.  VI,  Coroll.  11)  le  quatrième  côté  ax  passera  parle  qua- 
trième pôle  fixe  P situé  sur  la  droite  pp'..  Si  vous  tracez  pa- 
reillement xe  qui  coupera  la  droite  p"p“'  en  P",  vous  formerez 
le  quadrilatère  xede  dont  les  trois  premiers  côtés  passent  par 
les  trois  pôles  P',  p"  et  p"'  situés  en  ligne  droite;  donc  le  qua- 
trième côté  mobile  xe  passe  aussi  dans  toutes  ses  positions 
par  le  pôle  P"  situé  Sur  la  droite  p"p". 

-\insi  le  cinquième  côté  ae  du  pentagone  abcde  se  confond 
constamment  avec  le  côté  libre  du  triangle  inscrit  axe  dont 
les  deux  autres  côtés  xa  et  xe  passent  par  les  pôles  respectifs  P 
et  P";  donc  le  polygone  abedef  (|ue  nous  considérons  peut  être 
remplacé  par  axef,  qui  a deux  côtés  de  moins  et  dont  tous  les 
côtés,  excepté  le  dernier  «/  qui  leur  est  commun,  tournent 
autour  de  pôles  respectifs. 

En  traitant  ce  nouveau  polygone  de  n — i côtés  et  de  « — 3 
pôles  comme  le  précédent,  on  le  remplacera  par  un  autre  de 
n — 4 côtés  et  de  n — 5 pôles,  et  en  continuant  ainsi  on  par- 
viendra à remplacer  lé  polygone  proposé  par  un  dernier  de 
trois  ou  quatre  côtés  avec  deux  ou  trois  pôles,  selon  que  le 
nombre  de  ses  côtés  sera  impair  ou  pair. 

Cette  construction  exigeant  qu'il  y ait  au  moins  quatre  pôles, 
elle  ne  pourra  pas  servir  à remplacer  le  quadrilatère  par  un 
simple  triangle.  La  suivante  remplira  ce  but  : , 

Soit  abcd  [fg.  i6)  le  quadrilatère  dont  il  .s’agit;  p,p'  et  p"  les 
pôles  de  ses  trois  premiers  côtés;  on  tracera  la  droite  pp'  pas- 
sant par  les  deux  pôles  p et  p';  on  tracera  pareillement  la  droite 
P'P"  qui  n p"  pour  pôle,  laquelle  prolongée,  rencontrera  la 
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|)remi«!r<*  en  P';  on  joindra  P'  cl  f,  ce  (|ui  donnera  x-,  enfin 
on  tracera  les  droites  xa  cl  xd  fini  coiiperont  pp'  en  P et  P' P" 
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polaire  de-/f"  en  P".  Je  dis  maintenant  que,  pour  toutes  les 
positions  possibles  du  quadrilatère  mobile  nbed,  ax  et  xd  pas- 
seront constamment  par  les  pôles  P et  P"- déterminés  comme 
on  l’a  expliqué  ci-dessus. 

En  effet,  en  considérant  le  quadrilatère  ahcx  dont  trois 
côtés  passent  par  trois  pôles  p,  /»',  P',  situés  en  ligne  droite, 
on  verra  encore  que  le  côté  librci  ax  doit  passer  constam- 
ment par  le  quatrième  pôle  fixe  P situé  sur  la  même  droite 
(Prop.  VI,  Coroll.  I).  Puis,  considérant  le  triangle  mobile  cxd, 
on  démontrera  sans  peine,  à l’aide  des  remarques  déjà  pré- 
sentées ci-dessus  (Prop.  Vil),  que  le  côté  libre  xd  de  ce  trian- 
gle doit  passer  constamment  par  le  point  P";  donc  aussi  la 
quadrilatère  mobile  abcd  peut  être  remplacé  par  le  triangle 
axd  dont  deux  côtés  ax  et  xd  passent  par  des  pôles  fixes  et 
dont  le  troisième  ad,  qui  est  resté  libre,  se  confond  avec  le 
quatrième  côté  du  quadrilatère. 

Donc  enfin,  quel  que  soit  le  polygone  considéré,  l’on  par- 
viendra toujours,  par  des  constructions  successives,  à déter- 
miner les  deux  pôles  d’un  dernier  triangle  dont  le  côté  libre 
prendra  successivement  tovites  les  positions  du  côté  libre  du 
polygone  primitif,  et  par  conséquent  (Prop.  IV),  ce  dernier 
côté  roule  sur  une  section  conique  qui  touche  la  proposée  en 
deux  points,  lesquels  se  trouveront,  comme  on  l’a  vu,  à l’in- 
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lersection  de  eevie  courbe  avec  la  droile  i|ui  joint  les  deu\ 
derniers  pôles  trouvés. 

\ oici  un  autre  théorèiue  qui  est  la  çonscquence  immédiate 
de  celui  (|ue  nous  venons  de  démontrer.  * 

l’KorOSlTIOS  \.  TllÉORtJIK. 

(Jitttnd  un  polygouf'  ABC.I) ...  a nu^nte  temps 

rireonscrit  à une  conique  (O)  et  inscrit  dons  un  polygone 
MNPQ...,  à l'exception  d'un  de  ses  sommets  a resté  libre,  si 
l'on  vient  <i  le  déformer  de  toutes  les  manières  possibles 
d'après  ces  conditions,  le  sommet  libre  ce.  parcourra  dans  ses 
diverses  positions  une  même  conique  touchant  la  proposécen  _ 
deux  de  ses  points. 

Joignant  siiccessivement  les  points  de  contact  il<‘s  côtés  du 
polygone  mobile  j>ar  des  lignes  droites  ab,  bc,  al,. ...  on  for- 
mera un  polygone  inscrit  tdicd...,  mobile  comme  le'  premier, 
et  dont  tous  les  côtés  seront  assujettis  à passer  par  autant  de 

F'il  ‘7- 


points  üXes  qui  seront  les  pôles  des  côtés  correspondants  du 
polygone  lixe  donné  MM*....,  excepté  un  dernier  côté  ae 
correspondant  au  sommet  a et  restant  libre  avec  lui.  Or,  nous 
avons  démontré  (l'rop.  I\)  que  ce  polygone  pouvait  être 
remplacé  par  un  triangle  mobile  ilont  deux  côtés  passeraient 
par  des  points  fixes  ou  pivots  faciles  à assigner,  et  dont  le 
côté  libre  se  confondrait  avec  le  dernier  côté  ne  du  polygone 
abed  ..;  donc  le  soinmei  a,  (pii  correspond  à ce  côté,  par- 
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courra  une  seclion  conique  ( Prop.  A ) loucliani  la  courbe  (O) 
en  deux  points. 

Remarque.  — Un  cas  très-remarquable  des  Propositions 
précédentes  est  cekii  oii  tous  les  points  p,  //,  p",. . sont  en 
ligne  droite.;  alors  le  polvgone  MNP. . . {Jip;.  !■;)  cesse  de  sub- 
sister, parce  que  tous  ses  cotés  directeurs  concourent  en  un 
point  unique.  lui*mèmc  évidemment  pôle  de  la  droite  pp'p"..., 
qui  renferme  les  jjivoisdu  j)olygone  inscrit  «i»ccfe...  Nous.allons 
maintenant  nous  proposer  l'examen  de  ces  circonstanceü  i>arti- 
culières. 

Pnoposmnx  XI.  — ThéorI-.'iie. 

Si  lotis  les  côtés  d’un  polygone  abed. . ,f  [JifÇ.  i8)  inscrit 
à une  conique,  pivotent  iiir  les  pôles  respectifs  p,  p’,  p’’.... ., 
situés  en-  li^ne  droite  à l’exception  du  côté  af  qui  reste  Hhre, 
ce  dernier  côté  passe  dans  toutes  ses  positions  par  un,  dernier 
pôle  situé  sur  la  droite  qui  contient  les  premiers,  quand  toute- 
fois ceux-ci  sont  en  nombre  impair. 

Considérons  pour  exemple  le  cas  particulier  de.  cinq  pôles 
p,  p',  p”,  p”,  p"  donnés  en  ligne  droite.  Soit  tracée,  la  diago- 
nale ad  (|ui  forme  avec  les  trois  premiers  côtés  le  (|juadrila- 
tère  inscrit  abcd,  les  trois  côtés  ab,  bc , cd  passant  par  des 


l ie. 


pôles  p>,  p'  et  p"  sitilés  en  ligne  droite,  il  arrivera' que  le  qua- 
trième côté  ad  passera  aussi  dans  toutes  ses'  positions  par  un 
même  pôle  P situé  sur  la  droite  pp’p"  ( Prop.  M,  Coroll.  II). 
En  considérant  le  quadrilatère  suivant  adef,\  on  prouvera  de 
même' que  son  côté  libre  «/tourne  dans  toutes  ses  positions 
autour  d'un  pôle  1*'  situé  sur  la  droite  pp'p"...,  comme  il 
s'agissait  de  le  démontrer. 

Or,  il  est.visible  que  la  même  démonstration  s’appliquera  à 
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loin  iRjlvf'oiu'  (l'un  nombre'  de  rôles  pair,  avec  un  nombre 
impair  de  pôles;  car  on  pourra  toujours  le  partager  en  plu- 
sieurs quadrilatères  par  des  diagonales  partant  du  point  a et 
qui  tourneront  dans  toutes  leurs  positions, -autour  d'autant  de 
points  fixes  situés  sur  la  droite  des  |)ôles;  donc  la  proposition 
«Mioncée  a lieu  dans  toute  sa  généralité. 

Corollaire  l.  — Dans  le  cas  où  le  nombre  des  côtés  du  poly- 
gone inscrit  serait  impair  et  oii,  par  conséquent,  celui  des 
pôles,  toujours  en  ligne  droite,  serait  pair,  le  dernier  côté  ne 
tournerait  pUis  autour  d’un  point  fixe,  mais  il  décrirait,  commi' 
dans  le  cas  général  , une  section  conique  louchant  la  pro- 
posée aux  deux  points  t et  où  celle-ci  est  rencontrée  par  la 
droite  des  pôles  /),  p’ , />",. . . 

En  effet,  si  l’on  considère  le  dernier  iriangk'  afe  formé  par 
le  côté  libre,  le  dernier  côté  fe  qui  tourne  autour  d’un  pôle 
fixe  P"  et  la  dernière  diagonMc  ne  de  ce  polygone,  il  est  évi- 
dent qu’en  retranchant  ce  triangle  du  polygone  entier,  il  res- 
tera un  polygone  qui  rentrera  dans  le  cas  précédent.  Donc  le 
dernier  côté  de  ce  polygone  ou  'la  diagonale  ae  du  proposé 
tourne  dans  toutes  ses  positions  autour  d’un  pôle  situé  sur  la 
droite  pp'p"...,  d’où  l’on  conclura  que  le  côté  libre  af  du 
triangle  aef  roule  sur  une  conique  (Prop.  IV)  louchant  la 
proposée  aux  points  t et 

L’on  voit  par  ce  que  nous  venons  de  dire,  qu’on  aura  tout 
de  suite  les  deux  pôles  du  triangle  mobile  aef  dont  le  côté  af 
engendre  la  courbe;  car  l’un  de  ces  pôles  p’’’  est  donné,  cl 
l’autre  s’obtiendra  en  prolongeant  la  diagonale  ae  jusqu’à  sa 
rencontre  avec  la  direction  pp'p".. . . 

Corollaire  //.  — Il  suit  encore  de  ce  qui  précède,  que 
toutes  les  diagonales  de  rang  pair  d’un  polygone  inscrit,  tour- 
nent par  l’effet  du  mouvement  général,  autour  d’autant  de 
pôles  situés  sur  la  direction  pp'p",  et  <}ue  toutes  celles  d’un 
rang  impair  roulent  sur  des  sections  coniques  qui  touchent 
la  proposée  aux  deux  mêmes  points  / et  /'  {*). 


(*)  Nous  avons  déjà  donni'  une  démonstr.ilion  géomélri(]ue  directe  et 
générale  de  la  Proposition  pnrédente,  ainsi  (|ue  de  celle  (jui  suit,  dans  le 
IV'  Cahier  des  anciennes  Notes  ft.  I.  p.  ao8).  (Manuscrit  ilr  1814. ) 
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Proposition  XII.  — TnÊORtME. 

Quand  lotis  les  sommets  d'un  polygone  mobile  ABCDEa 
[Jig.  19),  circonscrit  à une  conique  (0),  sont  assujettis,  sauf 
un  seul  a qui  reste  libre,  à parcourir  autant  de  droites  respec- 
tives KM,  RV,  KP,...,  concourant  toutes  en  un  même  point  K, 
le  dernier  sommet  « parcourra  lui-même  une  ligne  droite  K« 
passant  par  le  point  de  concours  K des  premières,  si  toutefois 
le  nombre  des  côtés  de  ce  polygone  est  pair,  ou  que  le  nombre  ^ 
des  directrices  KM,  KN,.. . est  impair. 

Eneffei,  formez  le  polygone  inscril  abedef,  ayanl  poursom- 
iiiets  les  jiüinis  cleconiacl  du  polygone  cirronserii,  il  ne  sera 
pas  diflicile  de  dénionlrer  que  tandis  (lu’un  soinmei  A du  po- 
lygone circonscrit  parcourra  la  directrice  KM,  le  côte  ab  du 
» * 
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polygoiie  inscril  ipii  lui  correspond  tournera  autour  d’un  point 
fixe  p;  donc  tous  les  côtés  du  polygone  inscrit  abed...,  à 
l’exception  du  côte  «/■,  resté  Ifbre  puisqu'il  correspond  à a, 
pivoteront  chacun  autour  d’un  point  fixe,  et  ces  points  seront 
évidemment  situés  sur  une  même  droite,  puisque  leurs  po- 
laires respectives  KM,  KN,...,  se  coupent  en  un  seul  et  même 
point  K;  de  plus,  il  est  visible  que  ce  dernier  point  sera  le 
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pôle  conjugué  à pp'p" ■ ■ • Donc,  puisque  le  nombre  des  pivois- 
en  ligne  droilc  du  polygone  itiseril  est  impair,  son  côté  libre 
«/■(Prop.  XI)  pivotera  dans  toutes  ses  positions  sur  un  nrjème 
point  P,  de  la  droite  li\e  pp' p" • ■ - , Hui  renferme  tous  les  au- 
tres, et  par  suite,  le  sommet  a qui  lui  cürresjiond  parcourra, 
comme  tous  les  autres  sommets  du  polygone  circonscrit,  une 
ligne  droite  Ka,  laquelle  passera  évidemment  par  le  point  K. 

Corollaire.  — Quand  le  nombre  des  côtés  du  polygone  cir- 
conscrit est  impair,  on  prouve,  à l'aide  de  la  Proposition  pré- 
cédente {(^oroll.  I),  que  le  sommet  a parcourt  une  section 
conique  touchant  Ja  courbe  (O)  aux  deux  points  de  contact 
des  tangentes  menées  du  point  K à celle  courbe. 

Hemarqtte.  — Nous  ne  nous  attacherons  pas  à démontrer 
toutes  les  conséquences  particulières  des  propositions  précé- 
ilentes,  qui  sont  aussi  intéressantes  que  multipliées,  à cause 
de  la  grande  facilité  avec  laquelle  ces  conséquences  pourraient 
se  déduire  des  propositions  générales  auxquelles  elles  cor- 
respondent; nous  nous  bornerons  à faire  observer,  que  ces 
propositions  auraient  encore  lieu  dans  le  cas  où  deux  ou  plu- 
sieurs pôles  se  réuniraient  en  un  seul  comme  dans  celui  ou 
une  ou  plusieurs  directrices  se  confondraient  en  une  seule. 

Soit,  par  exemple,  le  quadrihrtère  abcd  inscrit  dans  une  co- 
nique .(O),  fij'.  sio;  si  l’on  fait  mouvoir  ce  quadrilatère  en 

Fig  ao. 


assujéflissant  ses  côtés  opposés  ah  et  ed  à passer  constamincni 
par  le  même  point  fixe  pp",  tandis  que  le  côté  hc  est  astreint  à 
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pivoter  autour  de  p'  comme  pôle,  il  en  résultera  (|ue  le  qua- 
trième côté  ad,  resté  libre,  pivotera  aussi  autour  d’un  même 
point  placé  sur  le  prolongement  de  la  droite  p' p"  : il  est  visi- 
ble, en  effet,  que  les  pivots  des  trois  côtés  ab,  bc  et  cd  satis- 
font à la  condition  d’être  en  ligne  droite.' 

Par  la  môme  raison,  si  un  quadrilatère  abcd,  circonscrit  à 
une  conique  (O),  y/g".  21,  est  assujetti  à avoir  ses  sommets  op- 

Fig.  Ji. 


posés  a et  c sur  une  droite  KM,  tandis  que  le  troisième  b par- 
court une  autre  droite  K'M',  le  dernier  sommet  libre  d décrira 
dans  toutes  ses  positions  une  troisième  ligne  droite  Kd  pas- 
sant par  le  point  K,  où  se  coupent  les  deux  premières. 

Propositiox  XllI.  — Problème. 

Etant  donnés  une  section  conique  (O)  et  n points  situés  sur 
son  plan,  inscrire  dans  cette  courbe  un  polygone  dont  les  côtés 
pMsent  respectivement  par  les  points  donnés,  en  ne  se  savant 
que  de  la  règle  quand  la  courbe  est  décrite. 

On  pourrait  résoudre  ce  problème  en  observant  (|ue  si  l’on 
fait  abstraction,  pour  un  moment,  de  l’un  des  points  donnés,  et 
qu’on  inscrive  à volonté  dans  la  courbe  un  poljgone  dont  tous 
les  côtés,  à l’exception  d’un  dernier,  passent  par  les  points 
donnés, .le  côté  libre  (Prop.  IX),  correspondant  au  point  dont 
on  a fait  abstraction,  roule  dnns  toutes  ses  positions  sur  une 
conique  facile  à construire;  de  sorte  que,  pour  résoudre  le 
problème  proposé^  il  suffira  de  mener  à cette  dernière  courbe, 
parle  point  en  question,  une  tangente  de  laquelle  on  déduira 
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un  polygone  inscrit  dont  les  cotés  passeront  évidemment  par 
les  points  respectifs  donnés,  et  qui  sera  par  conséquent  une 
des  solutions  du  problème  proposé.  D’ailleurs,  de  ce  que  d’un 
point  donné  on  peut  mener  en  général  deux  tangentes  à une 
section  conique  et  qu’on  n’en  peut  mener  davantage,  il  résulte 
qu’on  ne  pourra  non  plus  trouver  que  deux  polygones  inscrits 
à la  courbe  proposée  et  dont  les  côtés  passent  par  des  points 
donnés. 

La  solution  précédente,  quoique  générale  et  en  apparence 
très-simple,  a l’inconvénient  d’exiger  l’emploi  du  compas 
et  de  constructions  assez  multipliées;  la  solution  Suivante 
n’a  pas  les  mêmes  désavantages. 

Soit  (0).  fi>r.  7.1,  la  conique  donnée  ; p,  p\  p", . . . , les  points 
par  lesquels  doivent  passer  les  côtés  du  polygone  cherché.  Con- 
struisez de  proche  en  proche,  en  partant  du  poin\  arbitraire  a, 
les  côtés  successifs  d’un  polygone  abed...,  passant  chacun  par 


Fig.  77. 


un  des  points  donnés;  s’il  arrivait  qu’en  traçant  le  cô\éfg  pas- 
sant par  le  dernier  pôle  p',  le  polygone  se  fermât  de  lui-même, 
c’est-à-dire  si  le  point  g se  confondait  avec  le  point  a d’où  l’on 
est  parti,  il  est  visible  que  le  polygone  abed. . .fg  (Jig.  22) 
ainsi  construit  serait  une  dès  solutions  du  problème  qui  nous 
occupe  ; mais  généralement  ce  polygone  ne  se  refermera  pas 
de  lui-même.  Soit  donc  tracé  le  dernier  côté  ag  qui  ne  passe 
par  aucun  des  points  fixes  ou  donnés,  on  formera  ainsi  un 
premier  polygone  abcd...fg  inscrit  à la  conique  proposée 
et  dont  tous  les  côtés,  à l’exception  d’un  seul  ag,  passeront 
par  les  points  p,  p',  p",-  - . , arbitrairement  donnés. 

Cela  posé,  concevons  que  l’on  fasse  varier  le  sommet  a de 
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toutes  les  manières  possibles,  le  côté  libre  ag  variera  aussi 
(Prop.  IX);  mais  il  touchera  dans  ses  positions  diverses  une 
même  section  conique;  or,  il  est  visible  que  si,  parmi  les 
positions  qu’il  peut  prendre  autour  de  cette  courbe,  il  en 
existe  pour  lesquelles  sa  longueur  ag,  comprise  dans  la  co- 
nique (O),  soit  nulle,  les  polygones  abcd...,  qui  leur  cor- 
respondent, seront  les  polygones  mêmes  demandés.  Cette 
circonstance  aura  évidemment  lieu  pour  les  deux  points  où  la 
conique  auxiliaire  décrite  j)ar  ag’ touche  la  conique  proposée; 
la  recherche  qui  nous  occupe  est  donc  finalement  ramenée 
à trouver  çes  deux  points. 

Nous  avons  démontré  (Prop.  IX)  qu’il  est  toujours  possible 
de  trouver,  par  des  constructions  successives  dépendantes  de 
la  Géométrie  de  la  règle,  les  pôles  P et  P'  de  deux  des  côtés 
d’un  triangle  inscrit  axg,  dont  le  côté  libre  ag  roule  sur  la 
même  section  conique  que  celle  qui  serait  parcourue  par  le 
côtéag^,  considéré  comme  appartenant  au  polygone  ci-dessus 
abc...ga.  Or,  nous  avons  démontré  (Prop.  IV)  que  cette 
courbe  touche  la  conique  donnée  (O)  aux  deux  points  t et  t', 
oq  cette  dernière  est  rencontrée  par  la  droite  PP'  qui  joint  les 
deux  pôles  P et  P'  du  triangle  mobile  axg;  chacun  de  ces 
points  est  donc  le  dernier  sommet  de  l’un  des  deux  polygones 
cherchés,  sommet  d’où  l’on  déduira  d’une  manière  facile  et 
par  la  règle  tous  les  autres  éléments  de  ces  polygones,  qui 
seront  ainsi  entièrement  déterminés. 

Remarque.  — D’après  cela,  le  problème  sen»  susceptible  de 
deux  solutions,  d’une  seule,  ou  sera  impossible,  selon  que  la 
droite  PP'  rencontrera  la  section  conique  donnée  en  deux 
points,  en  un  Seul,  ou  ne  la  rencontrera  pas  du  tout. 

Si  la  section  conique  (O)  n’était  donnée  que  par  cincj  (|uel- 
conques  de  ses  points,  on  trouverait  encore  par  la  règle  seule, 
les  pôles  P,  P'  : les  intersections  de  cette  courbe  avec  la  droite 
PP'  s’obtiendraient  ensuite  comme  nous  l’avons  indiqué  aux 
p.  367  et  suiv.  du  t.  1"  de  ces  Applications  ou  de  toute  autre 
manière.  Une  fols  les  points  t et  /'  connus,  on  achèverait  les 
polygones  demandés  par  des  constructions  qui  n’exigeraient 
plus  que  le  secours  de  la  règle. 

La  solution  du  problème  précédent  a occupé  un  grand 
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nombre’  de  péonièlPes  distingues;  niais  ils  no  sont  parvenus  à 
le  résoudre  (|ue  pour  le  eas  du  cerrlo  et  en  faisant  usage  du 
pompas.  On  trouve  cependant  une  solution  par  la  règle,  du  ras 
particulier  de  trois'points  et  d’un  cercle,  dans  les  Ànnnles  de 
Mailiéiimliqttes  de  jytmes  {l.  I,,i8io).  M.  Servois  (*),  en  en 
donnant  la  démonstration,  l’a  étendue  au  cas  d’une  section 
conique  quelconque  et  de'  trois  points  arbitraires.  Nous  ferons 
connaître  plus  loin  celle  qu’on  déduit,  pour  ce  cas  particu- 
lier, de  la  solution  gém’*rale  exposée  ci-dessus  : nous  en  ferons 
autant  pour  celui  où  l’on  se  donnerait  quatre  points  au  lieu 
do  trois,  parce  (|ue  la  solution  relative  à ce  cas  est  remar- 
quable par  son  extrême  simplicité. 

PrOPOSITIOX  \1V.  l’HOBr.tMl'.. 

Inscrire  3.3)  dans  une  conique  décrite  (O),  un  triangle 
dont  les  côtés  liassent  respectivement  pur  trois  points  donnés 
p,  p',  p",  en  ne  faisant  usage  que  de  la  régie.  ’ ' 

Tracez  arbitrairement  les  trois  premiers  cotés  ab,  bc  et  cd 


•\ 


d’un  (piadrilalère  inscrit  dans  la  courbe,  passant  par  les  points  " 


{*)  On  sait  que  c’p.sl  à .M.  Gergunne  et  à son  camarade  d’artillerie 
l'abbé  Servois,  mon  professeur  en  iSod  au  lycée  de  .Metz,  que  l'on  doit 
les  dénominations  de  pâte  cl  de  pitlmrc  a|)[)liqu6es  à un  point  et  à sa 
cmijuguee  Itarmaiiiipw,  dénoininatiotis  (jup  j’ai  adoplé(!S  dans  le  texte  cIt 
dessus,  d'après  l’exemple  (ju’ils  en  ont  donné  dan.s  les  t.  1,  p.  '337,  et  11,  , 
p.  *97  des  .//i/w/c.r  citées.  [Nutc  luicicune  rectifiée.) 
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donnés  p,  p',  p";  tracez  efjolement  la  droite,  P' P",  polaire  du 
point  p"-,  joignez  les  deux  autres  points  fixes  p,p'par  la  droite 
indéfinie  pp'  qui  coupe  P' P"  en  P";  tracez  de  même  P"c,  qui 
rencontre  la  courbe  en  un  second  point  x;  enfin,  tirez  ax  et 
dx,  qui  vous  donneront  les  points  P et  P'  par  leurs  inter- 
sections avec  les  droites  pp'  et  P"  P'.  Cela  posé,  les  points  t 
et  où  la  droite  PP'  ainsi  obtenue  viendra  rencontrer  la 
courbe,  indiqueront  l’un  et  l’autre  des  sommets  des  deux 
triangles  cherchés,  desquels  on  déduira  par  conséquent  la  po- 
sition même  de  chacun  de  ces  triangles. 

Cette  solution  se  simplifie  beaucoup  en  remarquant,  d’après 
la  Prop.  VII,  que  les  points  P',  P"  et  p"  sont  tels,  que  l’un  quel- 
conque d’entre  eux  est  le  pôle  de  la  droite  qui  joint  les  deux 
autres.  Ainsi  P'  (Jlfr.  3.4)  fist  le  pôle  de  la  droite  p"P"  conte- 


nant le  pôlejneonnu  P",  et  par  conséquent  toute  droite  P' p' p 
émanwnt  do  ce  point  P',  coupera  la  courbe  en  deux  points  T,  T, 
tels,  que  les  tangentes  TA  et  T'A,  qui  leur  correspondent,  se 
rencontrent  en  un  point  A de  la  droite  p"P".  Or  ce  point  est 
évidemment  celui  où  se  coupent  les  deux  droites  AB  et  .\C, 
qui  ont  respectivement  p et  />'  pour  pôles;  donc,  pour  trou- 
ver P",  il  suffit  de  joindre  le  point  A avec  p",  par  une  droite 
indéfinie  \p",  qui  par  son  intersection  avec  BC,  polaire  de  p", 
donnera  le  point  demandé. 

II.  .3 
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Maintenanl,  faisoïis  allciilioii  (|ue  si,  au  lieu  de  jtp'  passant 
par  les  pôles  p eip',  ou  eût  trace  la  droUe  des  pôles  p'  et  p"  et 
qu’on  lui  eût  ap|)liqué  les  constructions  indiquées  pour  pp’ , 
sur  la  23  ci-dessus,  on  aurait  obtenu,  au  lieu  des  points 
P et  P'  qui  déteruiinent  la  droite  cherchée  U',  deux  autres  que 
' je  nommerai  t:,  tt",  appartenant  à la  même  droite,  en  sorte  i|ue 
deux  de  ces  quatre  points,  P"  et  Je  suppose,  suriisent  pour 
la  déterminer  complètement.  Mais  le  pôle  -if  en  particulier 
{Jig.  24),  s’obtient  par  une  construction  tout  aussi  simple  (|üe 
celle  du  point  P",  en  Joignant  par  une  droite  le  pôle  p opposé 
à p' p",  et  le  point  C où  se  coupent  AC  et  polaires  de p'elp"; 
car,  si  on  prolonge  celte  droite,  elle  coupera  AB,  polaire  de 
p,  au  point  r"  demandé.  On  peut  donc  construire  avec  la  règle 
seule,  la  droite  r."V  qui  donnera,  par  ses  intersections  en  t 
et  t'  avec  la  courbe  (O),  les  sommets  de  deux  triangles  inscrits 
dont  les  côtés  passent  par  les  points  p,  ‘p',  p"- 

Remarque.  — Cette  solution  revient  à celle  exposée  par 
M.  Servois,  à l’endroit  cité  plus  haut  des  Ànnales  de  ,\fmes; 
nous  avons  voulu  montrer  comment  elle  peut  se  déduire  de 
notre  solution  générale  déjà  exposée  ci-dessus.  Au  reste,  elle 
se  démontrerait  à priori  par  nos  Principes  de  projection. 

Proposition  XV.  — Problème. 

Inscrire  dans  une  conique  donnée  (O),  Jig.  25,  un  quadri- 
latère dont  les  côtés  passent  par  les  quatre  points  également 
donnés  p,  p' , p"  et  p'“. 

Tracez  les  deux  droites  pp',  p" p"'  que  vous  prolongerez 
Fig.  35. 


jusqu’à  leur  rencontre  en  P';  tracez  également  un  pentagone 
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quelfonquo  abcrle  inscrit  dans  la  courbe,  et  dont  les  quatre 
premiers  côtés  passent  par  les  points  donnés;  joignez  le  troi- 
sième sommet  <•  avec  I*'  par  la  droite  P'c  qui,  prolongée,  cou- 
pera la  coinque  en  un  second  point  x ; tracez  enfin  ax  et  ex 
qui  couperont  respectivement  pp'  et  p" p'"  en  P et  P";  la 
droite  PP"  coupera  la  courbe  en  deux  points  l et  /'qui  appar- 
tiendront respectivement  aussi  aux  quadrilatères  cherchés; 
c’est-à-dire  ([u’ils  en  seront  l’un  et  l’autre  les  derniers  som- 
mets, d’où  l’on  déduira  par  conséquent  tous  les  antres  au 
moyen  des  pôles  ou  points  donnés  p,  p',  p", 

PROPOSITIOX  XVI.  — PnOBLl'.ME. 

Circonscrire  à une  conique  (O),  Ji^.  t.6,  un  polygone  ABCU..., 
qui  soit  en  même  temps  inscrit^  dans  un  polygone  donné 
MNPQ...,  c'est-à-dire  dont  les  sommets  soient  sur  les  côtés  res- 
pectifs de  ce  dernier  polygone  ; en  ne  se  sen'nnt  que  de  la  règle, 
quand  la  conique  est  décrite. 

D’après  la  Proposition  X,  si  on  laissait  libre  le  dernier 
sommet  E dq  polygone  cherché  en  faisant  abstraction  pour  un 
instant,  du  côté  MK  qui  lui  correspond  dans  le  polygone  donné, 
et  qu’on  déformât  ce  polygone  de  toutes  les  manières  possibles, 

Fi|j.  îfi 


le  sommet  libre  E parcourrait  une  section  conique;  donc  les 
points  où  cette  section  conique  rencontrerait  le  côté  MU,  dont 
on  a fait  d’abord  abstraction,  indiqueraient  la  position  des  der- 

3. 


Digllized  by  Google 


Hü  I"  CAHIER.  - PROPRIÉTÉS  DESCRIPTIVES 

niers  sommeis  des  polygones  chercliés.  Mais,  comme  la  sec- 
lion  conique  parcourue  par  E n’est  pas  décrite,  la  solution 
précédente  exigerait  l’emploi  du  compas.  Pour  ne  pas  y avoir 
recours  on  ramènera  le  problème  à celui  de  la  Proposition  XIll, 
ainsi  qu’il  suit  : 

On  déterminera  les  pôles  p,  p',p”...,  des  côtés  respectifs 
MN,  NP,...,  du  |)olygone  donné,  ce  qui  s’exécutera  parla  rèçle 
seule;  on  construira  ensuite  (Prop.  XIIl)  un  des  deux  poly- 
gones ahed...  inscrits  dans  la  courbe  (0),  et  dont  les  côtés 
passent  respectivement  par  les  points  p,  />',  p",...,  trouvés 
ci-dessus;  il  est  visible  que  si  l’on  circonscrit  enfin  à cette 
conique,  un  polygone  dont  les  côtés  respectifs  la  touchent 
aux  sommets  du  précédent  abed...,  ce  polygone  sera  en  môme 
temps  inscrit" dans  le  polygone  donné  MNPQ. . . • 


Remarque.  — Si  l’on  trouvait  la  solution  précédente  trop 
pénible  à cause  du  grand  nombre  de  lignes  à tracer,  on  ferait 
usage  de  la  suivante,  qui  n’a  pas  le  même  inconvénient,  mais 
qui  est  aussi  moins  directe. 

Soit  circonscrit  à la  conique  donnée  {0),Jig.  3.7,  un  poly- 
gone arbitraire  E.VBC...  a dont  tous  les  sommets,  à l’excep- 
tion d’un  seul  a,  se  trouvent  situés  sur  les  côtés  du  polygone 
MNP...;  il  aura  ainsi  évidemment  un  sommet  de  plus  que 


Fig.  37 
V t 
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le  polygone  cherché;  mais  si,  parmi  le  nombre  infini  de  poly- 
gones analogues  à EAB ...  a,  il  s’en  trouve  un  ou  plusieurs 
pour  lesqtiels  les  côtés  Ea  et  Da  se  confondent  en  une  seule 
et  môme  droite,  ces  polygones  seront  évidemment  les  poly- 
gones demandés.  Or  on  sait  (Prop.  X)  que  tous  les  sommets  a 
sont  situés  sur  une  même  section  conique  tangente  en  deux 
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poiiiis  à la  proposée  (O);  done  il  existe  en  effet  deux  posi- 
tions du  polygone  aEAB. . . a,  pour  lesquelles  le  point  a se 
trouve  sur  la  courbe  (O),  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  sans  que 
les  côtés  Ea  et  l)a  se  confondent  en  un  seul  tangent  à la 
courbe  en  ce  point.  On  obtiendra  donc  l’un  des  côtés  du  po- 
lygone cherché  en  menant  à la  conique  (O)  une  tangente  com- 
prise entre  les  côtés  MB  et  BQ,  en  l’un  des  points  où  cette 
courbe  est  touchée  par  celle  que  jiarcourt  le  sommet  libre  a : 
c’est  donc  à la  recherche  de  ces  deux  points  de  contact  que 
SC  réduit  le  problème  proposé.  Pour  y parvenir,  on  choisira 
trois  positions  arbitraires  du  sommet  a,  et  la  question  se  trou- 
vera ramenée  à la  suivante,  beaucoup  plus  simple. 

Etant  donnés  arbitrairement  trois  points  sur  le  plan  d'une 
section  conique  décrite,  déterminer,  par  la  rép^le  seule,  la 
droite  qui  contient  ceux  Oà  cette  courbe  serait  doublement 
tangente  à une  autre  conique  passant  par  les  points  don- 
nés {*). 

Nous  nous  bornerons  à indiquer  ici  la  construction,  en  elle- 
même  extrêmement  simple,  et  dont  on  trouvera  la  démons- 
tration dans  un  autre  Cahier  ( **  ). 


(*)  En  d’autres  termes,.  « par  trois  points  donnés  sur  le  plan  d’une 
conique  décrite,  lui  mener  une  autre  conique  doublement  tangente  » ; ce 
qui  su  réduit  proprement  à déterminer  la  position  de  la  sécante  indéfinie 
de  contact,  commune  aux  deux  courbes,  toujours  réelle,  mais  purement 
idéale  quand  le  contact  est  imaginaire.  La  solution  indiquée  dans  le  texte 
dérive  évidemment  des  données  et  théorèmes  exposés  p.  268  et  suiv.  du 
t.  I"  de  ces  .-tpptientions ; or  M.  Moutard  me  fait  observer  que  cette  so- 
lution étant  quadruple  , elle  donne  lieu  à une  incertitude  relative  au 
choix  de  la  sécante  inconnue  de  contact,  tandis  qu'il  n’existe  en  réalité 
iiu’une  seule  courbe  des  sommets  a et  une  seule  sécante  contenant  les 
sommets  inconnus  des  polygones  cherchés.  Cotte  observation  est  parfai- 
tement exacte;  mais  on  doit  considérer  qu’il  s’agit  ici  de  simples  tenta- 
tives de  solutions,  d’un  acheminement  vers  les  élégantes  et  faciles  con- 
structions linéaires,  énoncées  dans  le  t.  VllI  des  Jnnales  rte  Muthèma- 
tiques,  sous  la  date  d’octobre  1847.  {Voir  le  VI' Cahier  à la  fin  du  présent 
volume.) 

(**)  Ce  Cahier  contenait  un  grand  nombre  de  lemmes,  de  théorèmes  ou 
de  problèmes  suivis  de  notes  détachées,  sans  lien  nécessaire  et  en  ma- 
jeure partie  résumés  dans  le  Traité  des  Propriétés  projectives , dont  j’ai 
l’intention  de  publier  procliainemênt  une  nouvelle  édition.  Ca?s  fragments 
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Soient  a,  b deux  des  trois  points  donnés;  de  chacun- de  ces 
points  on  mènera  deux  tangentes  à la  courbe  proposée  (0), 
fia-  28,  ce  qui  déterminera  les  points  de  contact  T,  T', 
0,  0';  on  joindra  les  deux  points  0 et  T qui  correspondent  aux 

tic.  iH. 


/ 


tangentes  extérieures  Ou  et  T b,  par  une  droite  OT  qui,  étant 
prolongée,  ira  couper  celle  ab  des  points  donnés  en  un  autre 
point  Tï;  ce,  point  sera  l’un  de  ceux  de  la  corde  cherchée. 

En  effectuant  une  construction  semhlahle  pour  les  points  b 
et  c,  on  obtiendra  sur  bc  un  second  point  r.'  appartenant  aussi  * 
à la  corde  cherchée;  donc  zr.'  sera  celte  corde.  Si  l’on  avait 
combiné  directement  le  point  a avec  c,'on  aurait  obtenu  un 
troisième  point  tt",  non  indiqué,  qui  se  serait  trouvé,  sur  la 
même  ligne  droite  que  les  deux  premiers. 

Remnrque.  — Il  n’est  pas  nécessaire  de  tracer  les  tangentes 
«0,  «0','  etc.,  dont  il  a été  question  ci-dessus;  il  suffira  de 
déterminer  les  deux  points  où  elles  touchent  la  courbe  (O)  : 
ces  points  s’obtiendront  facilement  en  construisant  les  droites 
00'  et  TT'  polaires  des.  points  a et  b.  Il  est  visible  aussi  qu’on 
aurait  encore  obUmu  le  point  k,  si  au  lieu  de  joindre  0 et  T 
on  eût  joint  0'  et  T' qui  appartiennent  aux  tangentes  aO'  et  èT'. 


ont  d’ailleurs  servi  de  base  à divers  articles  imprimés  en  1817  dans  le' 
JiHinml  de  üergonne,  et  que  Je  reproduis  textuellement  dans  le  VI'  Cahier 
de  ce  volume,  à cause  de  leur  intérêt  historique  et  de  la  rareté  de  la 
('.ollccliun. 
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Je  vais  mainlenanl  nYocniper  du  cas  particulier  où  les  points 
ilonnés  sont  en  ligne  droite  et  de  celui  où  tous  les  côtés  du 
polygone  MM*...  concourent  en  un  nièine  point;  ce.  qui 
ilonnera  lieu  à plusieurs  remarques  intéressantes. 

Pkoi'ositio.v  W'II.  — l‘n()iiL(’>iE. 

/nscrirK.  ilanx  une  conique  dunnee  un  polyf'one  don!  les 
côtés  pussent  par  des  points  en  nombre  quelconque,  ranf'és  sur 
une  même  ligne  droite. 

il  y a deux  cas  à distinguer  ■ celui  où  le  nombre  des  points 
donnés  est  impair,  et  celui  où  il  est  pair. 

I"  Cas.  — Imaginez  [Jig.  2<))  (ju’on  inscrive  au  hasard  dans 
la  courbe,  un  polygone  nhcd  dont  tous  les  côtés,  sauf  le  der- 
nier ad,^  passent  par  les  points  donnés p,  p',  p",.  ■ . supposés 
en  nombre  impair;  ce  polygcjiie  ayant  ainsi  un  nombre  pair 


•■'C  29- 


de  côtés;  si  (l’rop.  \I)  on  le  défomn*  arbitniireinent,  le  der- 
nier côté  libre  passera  toujours  par  un  même  point  l’  situé  sur 
la  direction  de  pp' . Donc  etilin,  si  l’on  mène  par  1*  une  tan- 
gente l’Tà  la  conique,  et  que  l’on  construise  le  polygone  cor-, 
respondant,  ce  sera  un  des  polygones  demandés,  puisque  le 
côté  libre  ad  sera  réduit  à zéro,  les  points  a et  d se  trouvant 
réunis  en  un  seul. 

On  obtiendrait  l’autre  solution  du  problème  en  menant  par 
le  point  P une  secomle  tangente  PT'  .à  la  courbe;  mais  aujieii 
de  tracer  les  tangentes  elles-mêmes,  ce  <iui  est  inutile,  on 
ilétermiuera  par  mie  construction  très-simple  la  droite  TT'  (|ui 
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a P pour  pôle  cl  qui  coiiUcni  les  derniers  sommets  T et  T'  des 
deux  polygones  clieiThés. 

Il'  Cas.  — Quand  le  nombre  des  points  donnés  p,  . . P • 
situés  sur  une  même  ligne  droite  si>ra  pair,  il  résulte  de  la 
Proposition \1  (|ue  si  le  problème  admet  une  seule  solution, 
il  y en  aura  par  là  même  une  inlinilé  ; car  en  faisant  pour  un 
instant  abstraction  de  l’un  de  ces  points  et  laissant  libre  le 
côté  correspondant,  si  l’on  déforme  le  polygone  de  toutes  les 
manières  possibles,  le  côté  libre  passera,  dans  loulesses  posi- 
tions, par  un  point  de  la  droite  des  pôles.  Or  ce  point  est  né- 
cessairement le  même  que  celui  dont  on  a fait  abstraction,  puis- 
que le  côté  libre  y passe  par  hypothèse,  au  moins  dans  une  de 
ses  positions;  donc  il  ne  peut  exister  (pie  l’une  de  ces  circon- 
stances : ou  le  problème  est  comjiléleineni  impossible,  ou  il 
admet  une  inlinilé  de  solutions. 

On  s’assurera  que  l’un  ou  l’autre  de  ces  deux  cas  se  iirésenie, 
en  inscrivant  à volonté  dans  la  conique  un  polygone  dont 
les  côtés  respectifs  passent  par  les  points  donnés  : s’il  reste 
ouvert,  il  n’y  aura  jias  lieu  à solution;  dans  le  cas  contraire, 
tous  les  polygones  traces  d’après  les  mêmes  conditions  que 
. le  premier,  se  refermeront  d’eux-mêmes,  et  seront  par  coh- 
séquenl  autant  de  solutions  du  problème  proposé. 

Remarque.  — Tout  ce  cpie  nous  venons  de  dire  subsisterait 
encore  dans  le  cas  où  deux  ou  plusieurs  des  points  donnés  se 
confondraient  en  un  seul. 

l’iloroSITlO.N  Wlll. pHOBLÈtlE. 

(’inoiiscrire  à une  conique  ilonnée  {(}),  Jig.  io,  un  poljr^^ne 
dont  les  sommets  soient  situés  sur  des  droites  aussi  données 
MK,  NK concourant  toutes  en  un  même  point  K. 

I"  Cas.  — Quand  le  nombre  des  droites  données  sera  im- 
pair, on  circonscrira  à la  courbe  (ü)  un  polygone  quelconque 
ABC. . . a dont  les  sommets  soient  sur  les  droites  données,  à 
l’exception  d’un  seul  x;  on  joindra  le  dernier  sommet  ainsi 
obtenu  au  point  K par  la  droite  K a,  qui  coupera  la  courbe  eu 
deux  points  5 et  V indiquant  respeclivemeiU  le  point  de  con- 
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tact  du  dernier  côté  de  chacun  des  polygones  cherchés,  d’où 
l’on  déduira  tous  les  autres  côtés  par  des  constructions  fort 

Fig . 3o . 


simples,  en  n’cmployaiu  que  la  règle.  Celle  solution  trouve  sa 
dcmoiisiralion  dans  la  Proposition  XII. 

II'  Cas.  — Quand  les  droites  données  MK,  NK,  etc.,  sont  en 
nombre  pair,  il  arrivera,  comme  dans  le  deuxième  cas  de  la 
Proposition  XVII,  que  le  problème  proposé,  ou  sera  entière- 
ment impossible,  ou  qu’il  admettra  une  infinité  de  solutions, 
ce  qu’on  reconnaîtra  en  circonscrivant  à celle  même  courbe 
un  polygone  quelconque  dont  les  sommets  se  trouvent  sur  les 
droites  données  : si  le  polygone  ainsi  formé  au  hasard  remplit 
les  cofidilions  du  problème,  il  y en  aura  une  infinité  d’autres 
semblables  ; dans  le  cas  contraire,  il  n’y  en  aura  aucun. 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  (jue  les  solutions  exposées 
( Prop.  Xlll  et  XVI)  deviennent  d’une  simplicité  extrême  dans 
les  cas  particuliers  qui  viennent  d’être  examinés;  elles  n’exi- 
gent r|ue  l’emploi  de  la  règle  et  le  tracé  de  hwourbe  donnée; 
or  il  me  semble  qu’elles  seraient  difficilement  obtenues  d’une 
manière  plus  simple  ou  à l’aide  d’un  moindre  nombre  de  li- 
gnes. Il  en  est  ainsi  encore  des  solutions  générales  déjà  expo- 
sées ci-dessus  (Prop.  Xlll  et  XVI). 

Avant  de  quitter  ce  sujet  intéressant,  nous  allons  déduire 
des  deux  derniers  problèmes  la  proposition  suivante,  qui  pa- 
rait digne  de  remarque. 
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PROPOSITtOM  \l\.  THÉORf.MK. 

Si  deux  polygones  d’un  nombre  impair  de  câlés  inserits 
dans  une  même  seelion  conique,  sont  tels,  que  leurs  côtés  pris 
deux  à deux  se  coupent  respectivement  en  des  points  situés 
en  li"ne  droite,  les  droites  joignant  deux  à deux  les  sommets 
de  ces  polygones  respectivement  opposés  aux  côtés  qui  con- 
courent, iront  toutes  passer  par  un  même  point,  pôle  conju- 
gué à la  droite  oit  convergent  les  côtés  Iwmologues. 

Considérons  en  particulier  (fig.  3i)  le  cas  de  deux  triangles; 
la  démonstration  s’appliquera  facilement  à deux  polygones 
d’un  nombre  de  côtés  quelconque. 

Supposons  donc  que  l’on  connaisse  les  trois  points  p,  p'  cl  p", 
et  (|u’il  s’agisse  d’inscrire  dans  la  coni(|u,e  (0)  un  triangle  dont 
les  côtés  passent  respectivement  par  ces  trois  points;  on 
pourra  regarder  comme  inconnu  l’un  ou  l’autre  des  trois  som- 

t'C-  3i-  \ , 


"p"  p'  ' ' ? ' , 

mets  A,  H,  (]  de  ce  triangle;  or,  d’après  la  Proposition  W II, 
chacun  de  ces  sommets  est  déterminé  par  riniersection  de  la 
courbe  avec  une  droite,  polaire  conjuguée  de  l’un  des  points 
de  la  droite  pp' p" les  sommets  de  nos  deux  triangles  sont 
donc  deux  à deux  sur  des  droites  ayant  leurs  pôles  situés  sur 
pp' p"  ; Cl  partant,  d'après  la  propriété  connue  des  pôles  et 
polaires  conjugués,  toutes  les  droiti's  en  question  se  coupent 
en  un  même  point,  lui-même  pôle  de  la  droite  pp' p". 

De  celle  ilémonstration  découle  encore  la  proposition  sui- 
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vante  ; « Si  deux  polygones  d’ui)  nombre  impair  de  côtés  cir- 
« conscrits  à une  même  section  conique,  sont  tels,  que  leurs 
» sommets  soient  deux  à deux  situés  sur  des  droites  concou- 
>1  rant  toutes  en  un  même  point,  les  droites  qui  joindront 
» deux  à deux  les  points  de  contact  des  côtés  opposés  aux 
Il  sommets  situés  en  ligne  droite,  concourront  aussi  toutes  en 
Il  uu  seul  et  même  point,  confondu  avec  celui  où  concourent 
Il  les  droites  qui  joignent  deux  à deux  les  sommets  opposés.  » 


Proposition  XX.  — Théorème. 

Etant  donnée  une  section  conique  quelconque,  si  l'on  trace 
à volonté  un  polygone  dont  tous  les  sommets,  un  seul  excepté, 
soient  situés  sur  la  courbe  ; puis  qu’on  prenne  pour  pôles  les 
points  de  rencontre  de  chacun  des  côtés  avec  une  droite  fixe; 
quenfiin  on  déforme  ce  polygone  en  faisant  pivoter  chaque 
côté  autour  de  son  pôle  et  en  faisant  glisser  sur  la  section  co- 
nique les  Sommets  qui  s’y  trouvent  ; le  dernier  sommet  resté 
libre,  décrira  une  courbe  du  deuxième  degré. 

Si  l’on  joint  par  une  ligne  droite  les  points  où  les  côtés  du 
dernier  angle  non  inscrit  dans  la  conique  rencontrent  de  nou- 
veau cette  courbe,  on  formera  un  second  polygone  qui  lui  sera 
entièrement  inscrit  et  dont  tous  les  côtés,  à l’exception  du 
dernier  resté  libre,  pivoteront  autour  des  pôles  donnés  en 
ligne  droite;  ce  dernier  côté  ( Prop.  XI)  tournera  donc  sur  un 
nouveau  point  fixe  de  cette  droite,  ou  roulera  sur  une  section 
conique  tangente  à la  proposée,  selon  (]ue  le  nombre  des 
pôles  donnés  sera  impair  ou  pair.  Supposons  maintenant  que 
l’on  mette  la  figure  en  projection,  de  manière  que  la  courbe 
devienne  un  cercle  et 'que  la  droite  des  pôles  passe  à l’in- 
fini, il  arrivera,  dans  le  premier  cas,  que  le  côté  libre  du  se- 
cond polygone,  devenu  une  corde  du  cercle,  se  mouvra  tou- 
jours parallèlement  à lui-même,  et,  dans  le  second  cas,  que 
ce  même  côté  roulera  sur  un  cercle  concentrique  au  pre- 
mier. La  démonstration  de  la  proposition  que  nous  ayons  en 
vue  se  réduira  donc  à prouver  l’une  et  l’autre  de  celles  qui 
suivent. 

I”  Si  un  triangle  mobile  est  assujetti  ii  avoir  ses  côtés  con- 
stamment parallèles  à eux-mêmes  et  deux  de  ses  sommets  si- 
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lues  sur  la  circonl'érence  d’un  cercle,  le  Iroisiènie  sommet 

resté  libre  décrira  une  section  conique. 

2“  Si  un  triangle  mobile  est  assujetti  à avoir  deux  de  ses 
côtés  constamment  parallèles  à eux-mêmes  et  le  troisième  à 
toucher  un 'cercle  donné,  et  si,  en  même  temps,  les  deux  som- 
mets situés  sur  ce  dernier  côté  doivent  parcourir  une  circon- 
férence de  cercle  concentrique  à la  première,  le  troisième 
sommet  resté  libre  parcourra  encore  une  section  conique. 

On  voit  d’abord  que  la  dernière  proposition  se  ramène  à la 
première.  En  effet,  soit  abx  (/ig'.  3a)  le  triangle  mobile  dont 
les  côtés  ax  et  bx  restent  parallèles  à des  droites  données,  et 
le  dernier  ub,  langent  à une  circonférence  de  cercle  (C),  tandis 


l-'ii;.  3^. 


que  les  sommets  a et  b sont  assujettis  à parcourir  la  circonfé- 
rence abc  concentrique  à la  première;  soit  prolongé  le  côté  bx 
jusqu’à  sa  nouvelle  rencontre  en  c avec  le  cercle  abc\  soit  tra- 
cée la  corde  ac  ; puisque  le  côté  ab  est  constant,  l’angle  acb  est 
aussi  constant,  mais  la  droite  bc  reste  parallèle  à elle-même 
dans  le  mouvement  du  triangle  abx\  donc  le  côté  ac  du  triangle 
aex  reste  aussi  parallèle  à lui-même,  cl  par  conséquent  le 
sommet  libre  x du  triangle  mobile  abx  est  aussi  celui  d’un 
autre  triangle  aex  dont  les  côtés  restent  parallèles  à eux- 


( 
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mêmes,  et  dont  deux  sommets  « et  r {{lissent  sur  un  cerrle 
donné.  ^ 

Maintenant,  pour  démontrer  que  le  sommet  a:  parcourt  une 
section  conique,  soit  tracé  le  diamètre  AB  qui  divise  en  deux 
parties  égales  au  point  i le  côté  ac  dans  toutes  ses  positions  pa- 
rallèles; soit  tracée  ensuite,  pour  clia((ue  triangle  cax,  la  droite 
ix,  tous  ces  triangles  aex  eVeeux  qui,  tels  (pie  c/x,.leur  cor- 
respondent seront  respectivement  semblables;  donc  les  carrés 
des  droites  parallèles  ix  seront  entre  eux  comme  les  carrés  des 
demi-cordes  ai.  Or,  ai  étant  perpendiculaire  .à  AB,  on  a 

ai  =A/X«B; 

donc  le  carré  de  la  droite  ix  sera  au  rectangle  Ai'x  iB  dans 
un  rapport  constant  pour  chacun  des  points  x de  la  courbe,  et 
par  conséquent  cette  dernière  est  une  ellipse  ayant  AB  pour 
l’un  de  ses  diamètres,  et  les  parallèles  ix  pour  ordonnées 
obliques. 

Remarque. — Il  n’est  pas  difficile  de  voir  que  l’ellipse  décrite 
par  le  point  x est  corteentrique  au  cercle  proposé  et  qu’elle  a 
pour  diamètre  conjugué  à AB  une  droite  menée  du  centre  C 
parallèlement  à ix,  et  doiH  on  aura  la  longueur  en  faisant  pas- 
ser la  corde  ac  par  ce  même  centre  ; car  la  droite  correspon- 
dante ix  sent  évidemment  la  moitié  du  diamètre  cherché.  On 
peut  d’ailleurs  remarquer  que  les  deux  autres  points  de  ren- 
contre de  l’ellipse  et  du  cercle  ahc  sont  sur  un  autre  diamètre 
de  cette  ellipse. 

Corollaire.  — En  s’appuyant  sur  ce  qui  précède  et  sur  la 
Proposition  \1,  on  peut  énoncer  plus  généralement  le  théo- 
rème dont  nous  venons  de  nous  occuper,  ainsi  qu’il  suit: 

« Si  un  polygone  d’un  nombre  quelconque  de  côtés  est  in- 
» scrit  dans  une  section  conique,  ef  qu’ayant  pris  sur  la  di- 
» reclion  de  chacun  de  ses  côtés  un  pôle  fixe  placé  à la  ren- 
» contre  de  ce  côté  avec  une  droite  donnée,  on  déforme  ce 
» polygone  en  l’assujettissant  toujours  aux  memes  conditions, 
» ce  qui  est  possible  (Prop.  XI),  les  points  d’intersection  des 
» côtés  et  des  diagonales  qui  joignent  des  sommets  de  rang 
» pair,  décriront  chacun  en  particulier,  et  en  vertu  du  niouve- 
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» inciil  général,  iino  scclion  conique  qii4  sera  différente  pour 
))  chaque  intersection  distincte.  » 

Hemai^ue.  — Dans  le  cas  où  les  pôles  des  côtés  mobiles  ne 
seraient  pas  situés  en  ligne  droite,  le  dernier  sommet  libre  a' 
ne  parcourrait  plus  en  général  une  conique,  mais  une  courbe 
du  quatrième  degré  (t.  I,  p.  9.22).  Cette  courbe,  s’abaisse  encore 


Kig,  33. 


au  second  degré,  quand  les  pôles  /)  et  p'  {Jig-  33)  des  côtés  de 
l’angle  hxf  correspondant  au  sommet  libre  a sont  sur  la  droite 
qui  passe  par  les  deux  points  où  la  conique  (O)  est  touchée 
par  celle  qu’enveloppe  le  côté  libre  ag. 

En  effet,  nous  avons  démontré  { l'rop.  IX)  qu’on  peut  trou- 
ver avec  la  règle  seule,  les  pôles  l’ et  l*'  des  côtés  ax,  gx  d’un 
triangle  inscrit  agx  dont  le  côté  libre,  confondu  dans  toutes  ses 
positions  avec  le  côté  ag  du  polygone  inscrit  abc.  ..g,  roule 
par  conséquent  sur  la  même  section  conique;  en  sorte' qu’on 
peut  substituer  .à  ce  polygone  abc. . .g\a  triangle  agx.  Or  on 
formera  ainsi  un  quadrilatère  axgaa  dont  le  sommet  libre  a. 
parcourra  là  inèine  courbe  que  celui  du  polygone  général 
abc. . .fx,  c’est-à-dire  une. section  conique  (Prop.  XX)  quand 
les  quatre  pôles  P,  P',  p,  p'  seront  en  ligne  droite;  les  pôles 
p et  p’  des  côtés  b a et  fx  de  l’angle  étant  alors  situés  sur  la 
droite  PP',  qui  renferme  (Prop.  IV)  les  deux  points  où  la  co- 
nique (O)  est  touchée  par  celle  sur  laquelle  roule  le  côté  mo- 
bile ag.  ■ . 
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Coniine  il  est  ladic  de  trouver  P et  P',  ou  voit  (lu’il  sera 
aussi  très-facile  de  reconnaître  les  cas  où  le  soinniet  * par- 
court une  section  coniijue. 

[Remarque  générale. 

On  pourrait  déduire  de  tout  ce  qui  précède  divers  corollaires 
en  particularisant  convenablement  les  données  générales  : en 
voici  un  exemple  très-simple. 

Nous  avons  vu  entre  autres,  que  si  un  triangle  variable  aex 
a scs  cotés  constamment  parallèles  et  ses  sommets  a et  c sur 
un  cercle,  le  troisième  sommet  atlécrit  une  ellipse  qui  a .\I5 
pour  un  de  sesvdiamètres  conjngués,  l’autre  étant  parallèle  aux 


Fig.  3'|. 


droites  xi,  a'i'.  Soient  a et  x'  deux  points  de  cette  ellipse;  xnc, 
xa'c'  les  triangles  qui  leur  répondent  : puisque  ces  triangles 
ont  leurs  côtés  respectivement  parallèles,  les  trois  droites  aa‘, 
xx'  et  cc’  qui  joignent  deux  à deux  leurs  sommets  homologues 
se  coupent  en  un  même  point  situé  sur  le  diamètre  ,\B  pro- 
longé. Quand  les  deux  triangles  se  rapprochent  indéfiniment, 
les  droites  ci-dessus  deviennent  respectivement  tangentes  au 
cercle  et  à l'ellipse;  donc  un  diamètre  AB  de  cette  ellipse,  la 
direction  xi  do  son  conjugué  et  ruii  x de  ses  points  étant 
donnés,  on  pourra  mener  facilement  une  tangente  à la  courbe 
en  ce  point,  ainsi  qu’il  suit  : 

Tracez  sur  .AB,  comme'  diamètre,  une  circonférence  de  cer- 
cle; menez  par  x une  ordonnée  a/  parallèle  au  conjugué  de  AB, 
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ce  qui  vous  donnera  le  point  i;  élevez  l’ordonnée  ai  perpen- 
diculaire à AB,  vous  obtiendrez  le  point  a par  lequel  vous  mè- 
nerez la  tangente  aO  au  cercle,  et  le  point  O où  elle  coupera 
AB  prolongée  appartiendra  à la  tangente  chercliée,  en  sorte 
que  Oa  sera  celte  tangente. 

DES  POLYGONES  SIMULTANÉMENT  INSCRITS  A UNE  CONIQUE  ET 

CIRQINSCRITS  A UNE  OU  PLUSIEURS' AUTRES  SUR  UN  PLAN. 

Avant  de  parvenir  à la  démonstration  de  la  Proposition  XIX 
donnée  plus  haut,  nous  démontrions  le  théorème  qui  fait  le 
sujet  de  celte  pro|>osilion,  à l’aide  du  letnme  suivant  qu’il  ne 
sera  pas  inutile  de  rapporter  ici.  On  en  sentira  facilement  l’ap- 
plication à la  proposition  dont  il  s’agit. 

Proposition  XXI.  Lemmr. 

Soient  35)  les  coniques  (O)  et  (o)  se  touchant  en  deux 
points  réels  ou  imaginaires;  a/>c  un  triangle  inscrit  dans  la 
courbe  (0),  dont  im  des  côtés  l>c  touche  (o)  et  dont  l’autre  ha 
passe  par  un  point  fixe  p : quand  on  déformera  ce  triangle 


Fi{î.  35. 


en  l’assujettissant  toujours  aux  mêmes  conditions,  le  côté 
libre  ac  roulera  dans  toutes  ses  positions  sur  une  troisième 
conique  louchant  aussi  (0)  en  deux  points. 

Deux  sections  coniques,  qui  se  louchent  en  deux  points, 
pouvant  être  regardées  en  général  comme  la  perspective  de 


Digilized  by  Google 


UES  POLYGONES  VARIABLES  QUELCONOUKS.  4ç, 

deux  cercles  coiicenlriqties,  il  suffira  de  déinoiilrer  la  propo- 
silioti  pour  ce  dernier  cas. 

(Ü)  et  (o),  Jig.  36,  étant  les  deux  cercles  en  question,  ahc 
le  tridnfjle  mobile  inscrit  dans  le  cercle  (O);  soit  menée  la 
droite  Op  qui  joint  le  centre  commun  avec  le  pôle  p,  et  par 
le  point  b une  perpendiculaire  bb'  à Op  coupant  (0)  en  un  se- 

Fif».  !ïft. 


I 


rond  point  b';  soit  enfin  formé  le  triangle  ab'c.  Pendant  que 
le  triangle  abc  se  mouvra,  l’autre  nb'c  se,  mouvra  aussi;  or,  je 
dis  d’abord  que  son  côté  b'c  restera  constamment  parallèle  à 
lui-inème.  En  effet,  l'angle  cb'b  sera  constant,  puisqu’il  aura 
toujours  pour  mesure  un  arc  constant  ôBc;  mais  le  côté  bb' 
de  cet  angle  reste  parallèle  à lui-même,  donc  il  en  sera  ainsi 
de  l’autre  côté  b'c  de  cet  angle  (*). 

En  second  lieu,  je  dis  que  le  côté  ub'  du  triangle  mobile 
ab'c  passera  toujours  par  un  même  point  P situé  sur  la  droite 


(*)  On  remarquera  que  c’est  accidentellement  que  sur  la  3<j,  la 
corde  AB  est  tangente  au  cercle  (o).  r 


j • 
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O^.  En  effet,  menez  aa'  parallèlement  à bl>',  tracez  ensuite  a'b' 
et  a'b,  il  est  visible  qu’à  cause  de  la  symétrie  a'b'  passera  par 
le  point  P et  a' 6 par  P.  Or,  en  considérant  le  Irapèze  inscrit 
aa'bb',  il  n’est  pas  difficile  de  prouver  que  quand  on  fait  varier 
la  diagonale  ab  autour  du  pôle  p,  les  côtés  bb' , an'  restant  con- 
stamment perpendiculaires  à ()p,  les  deux  autres  côtés  ab'  et 
a'b  de  ce  trapèze  se  couperont  aussi  toujours  en  un  même 
point  P ( Prop.  Il);  donc,  puisque  le  triangle  inscrit  ab’ c a 
deux  de  ses  côtés  assujettis  à tourner  autour  de  pôles  fixes, 
le  côté  libre  rtc  ( Prop.  IV)  se  mouvra,  sur  une  conique  dou- 
blement tangente  au  cercle  (O). 

Remarque.  — Soient  menées  au  cercle  intérieur(o)  les  tan- 
gentes/?A  et  />B  qui  rencontrent  respectivement  le  cercle  (O) 
en  Aft  D,  B et  C;  soient  joinus  .\  et  C par  une  ligne  droite  : il 
est  facile  devoir,  i"  que  .AC  sera  la  corde  de  contact  de  la  sec- 
tion conique  avec  le  cercle  (Ô);  2“  que  celte  corde  passe  par  le 
point  P;  3"  qu’elle  est  parallèle  à cb'.  On  peut  remarquer  aussi 
que  les  trois  droites  AB,  tt',  CI)  sont  parallèles  entre  elles,  et 
qu’ainsi  elles  vont  concourir  à l’infini  sur  la  corde  commune 
aux  deux  cercles  concentriques  (O)  cl  (o)  [Principes  de  pro- 
jection, t.  I);  donc,  si  l'on  trace  les  droites  qui  leur  corres- 
pondent dans  la  projection  centrale  de  celle-ci,  ces 

droites,  qui  ne  sont  pjus  parallèles,  iront  se  croiser  en  un 
même  point  h situé  sur  la  corde  de  contact  TT'  commune  aux 
courbes  (O)  et  (o).  Ceci  démontre  très-simplement  l'exacti- 
tude de  la  construction  employée  à la  fin  de  la  Prop.  XV  I; 
car  C et  D peuvent  être  considérés  comme  deux  points  don- 
nés sur  la  conique  (O)  doublement  tangente  à la  .courbe  (o) 
censée  décrite.  On  voit,  en  outre,  que  si  le  jtoinl  p au  lieu 
d’être  intérieur  à la  courbe  (O)  lui  était  extérieur,  on  parvien- 
drait à des  consé(]uences  analogues.  Enfin,  il  est  à remarquer 
qu’en  raison  de  la  symétrie  qui  existe  dans  la  Jig.  36,  ou,  plus 
généralement,  à cause  de  la  possibilité  de  mener  du  sommet  b 
une  seconde  tangente  distincte  de  ba  au  cercle  ou  à la  conique 
(O),  il  existe  nécessairement  une  autre  section  conique  en- 
veloppe, tangente  à (O)  en  1)  et  B. 

Ces  dernières  remarques  permettraient  aussi  de  trouver  la 
corde  de  contact  idéale  de  deux  sections  coniques  décrites 
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quand  elles  n’onl  aucun  point  commun,  et  cela  en  n’employant 
que  la  règle  seule;  la  construction  servirait  en  même  temps  à 
faire  connaître  si  deux  courbes  données  se  touchent  réelle- 
ment, ou  imaginairement  en  conservant  néanmoins  une  sé-  , 
cante  commune  idéale  de  double  conlaci. 

, PropositkA'  WII.  — TiiËnRt.ME. 

Si  deux  coniques  {O)  et  (o),  Jig.  3j,  ont  un  contact  double, 
réel  ou  imaginaire,  et  qu'ayant  inscrit  dans  l’une  (O),  un  po- 
lygone abcd...,  dont  tous  les  côtés,  à l’exception  d’un  seul 
ad,  touchent  l’autre  conique  (o),  on  vienne  à déformer  ce 
polygone  de  toutes  les  manières  possibles  en  l’assujettissant 
aux  mêmes  conditions,  le  dernier  côté  ad,  demeuré  libre,  en- 
veloppera dans  toutes  ses  positions  une  troisième  section  co- 
nique qui  touchera  les  premières  précisément  aux  deux  points 
où  elles  se  touchent  entre  elles,  c’est-à-dire  ayant  avec  elles 
même  corde  de  contact  réelle  ou  imaginaire. 

En  effet,  les  deux  courbes  (0)  et  (o)  peuvent  être  regardées 
comme  les  perspectives  de  deux  cercles  concentriques  : or,  il 
est  visible  que  dans  ce  cas  le  dernier  côté,  perspective  de  ad, 
roule  sur  un  troisième'cercle  concentrique  aux  deux  premiers  ; 


Fig.  37. 


donc  la  proposition  énoncée  se  trouve  éuiblie,  puisque  tout 
système  de  cercles  concentriques  est  la  perspective  d’un  sys- 
tème de  coniques  tangentes  aux  deux  mêmes  points. 


/ 

(• 
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iXotr  /K'niliinl  l' impression.  \ 

Les  évùnements  politiques  et  militaires  du  printemps  do  i8i5  m’ont 
contraint  d’interrompre  ici  !a  rédaction  do  cette  partie  du  I"  Cahier.  Je 
ne  me  rap|)elle  pas  si;  à cotte  époque,  j'étais  réellement  en  mesure  de 
(wursuivre,  sous  um*  forme  synthétique,  la  démonstration  des  théorèmes 
concernant  l'inscription  et  la  circonscription  simultanée  dos  polygones 
aux  sections  coniques  décrites  sur  un  plan.  Dans  le  fait,  c'est  seulement 
nu  n"  d'octobre  iSiy  des  Annales  de  Mathcnmlupies  de  Montpellier 
que,  dans  un  article  de  Philosophie  ninlhèinatique,  je  me  crus,  en  droit 
d’appeler  l’attention  du  public  sur  ce  problème  général  et  sur  divers 
autres  résultats  qui  font  l’objet  des  Cahiers  ci-après,'  auxquels  j’étais  dès 
lors  parvenu  à l'aide  de  procédés  trcs-distincts  de  ceux  jusque-là  pré- 
conisés par  M.  Gergonne.  Néanmoins,  dans  cet  article,  textuellement  re- 
produit parmi  ceux  du  VI' Cahier  de  ce  volume,  il  n’est  fait  aucune  men- 
tion explicite  des  tentatives  par  lesquelles,  durant  les  loisirs  qui,  pour  moi, 
ont  succédé  aux  fatales  catastrophes  de  i8i5,  je  me  suis  efforcé  d’étendre 
les  spéculations  relatives  à l’inscription  ou  à la  circonscription  des  po- 
lygones aux  courbes  géométriques  en  général.  Or,  en  m’occupant  de  ce  ^ 
dernier  objet,  je  ne  tardai  pas  à me, convaincre  que  la  question  était  d’un 
tout  autre  ordre,  et  c'est  pourquoi,  dans  le  paragraphe  ci-après,  j’ai  eu 
recours  tout  d’abord  à la  méthode  analytique  dont  je  m’étais  dt^à  servi 
à Saratolf  pour  les  courbes  simples  du  i”  deferé,  en  essayant  de  géné- ' 
raliser  les  recherches  faites  en  1733  par  Braikenridge  sur  le  degré  des 
lignes  décrites  par  « le  sommet  libre  d’un  polygone  dont  les  côtés  pivotent 
» autour  de  pôles  fixes,  tandis  que  les  autres  sommets  sont  assujettis  à 
» demeurer  sur  des  courbes  géomélri(]ues  do  degrés  donnés  dans  son 
i>  plan.  » Mais  j’ai  bientôt,  comme  on  le  verra,  abandonné  cette  route 
laborieuse  et  pour  moi  infertile,  afin  d’y  substituer  des  méthodes  pure- 
ment géométriques  fondées  sur  le  principe  do  continuité,  et  dont  on  voit 
le  résumé  rapide  dans  le  Chapitre  111,  Sect.  iv,  du  Traité  des  Propriétés 

proiectives  des  fleures.  - , 


SL'K  LES  TOLYGONES  MOBILES  INSCRITS  AUX  COURBES 
GÉOMÉTRIQUES  PLANES.  DE  DEGRÉS  QUELCONQUES. 

Pnoi’üsiTio.N  \X111.  — T11ËURË.VK. 

Soient  décrits  sur  un  plan  une  çourhe  du  degré  in  et  un  po- 
lygone  dont  Ions  les  sommets,  un  seul  e.vcepté,  sont  assujettis 
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à rester  sur  la  courbe,  tandis  que  ses  divers  côtés  pivotent  sur  des  pôles  fixes  situés  en  Jiffiie  droite  ; le 
sommet  libre  at  de  ce  polygone  parcourra  une  courbe  du  degré  m (m  — •)*“'»  ” étant  le  nombre  des  som- 
mets mobiles  surja  courbe  [m). 
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Supposons  qu’on  parte  d’un  point  quelconque  x'  de  la 
courbe  (w),  et  que  par  ce  point  on  mène  le  côté  x' x"  paral- 
lèlement à la  droite  lixe  correspondante,  il  est  visible  que 
cette  droite  rencontrera  la  courbe  (/w)  en  m — i points  x"  dif- 


KiU.  38. 


férCMits  de  x'.  L’équation  qui  donnera  les  abscisses  x'  dé  ces 
points  en  fonctioji  de  x'  ety  ne  sera  donc  que  du  degré  ni  — i 
en  x";  mais  (*)  je  dis  de  plus  que,  dans  le  cas  actuel  où  la 
droite  x'x"  doit  être  parallèle  à une  direction  Hxe,  ce  qui  rend 
(/,)  linéaire,  l’équation  dont  il  s’agit  en  x',  r'  et  x"  combinés, 
ne  mont(;  en  effet  qu’au  degré  m — i au  lieu  de  2(/«  — i), 
c’est-à-dire  que,  ilans  tous  les  termes  où  ces  coordonnées 
entrent,  la  somme  de  leurs  exposants  n’est  jamais  supérieure 
au  nombre  m — i . 

Pour  le  prouver  commençons  par  tirer/"  de  l’é(|uation  (/,) 
de  la  droite  x'x"  : on  aura 

/"=/'  — y,  (x'  — x"); 


{■)  Je  suppriiJio  ici  tout  un  passage  dans  kKjnel  je  cherchais  à faire 
pressentir  à l’avance  les  résultats  du  calcul  algébrique  par  des  yaisonne- 
ments  à priori,  fondés  sur  des  considérations  analytiques  analogues  à celles 
qui  m’avaient  guidé  dans  les  IIP  et  IV'  Cahiers  du  précédent  volume  pour 
le  cas  simple  des  directrices  coniipies.  Mais  ces  raisonnements  généraux, 
par  là  même  vagues  et  obwiirs,  ne  pouvaient  expliquer  comment,  dans 
le  cas  de  pèles  quelcumiucs  où  les  équations  (/)  cessent  d'étre  linéaires, 
le  ilegré  des  courbes  engendrées  par  le  sommet  libre  a du  polygone  mo- 
bile se  trouvait  généralement  doublé. 
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slibsliluant  dans  l’équalion  (c,)  et  développant,  il  vient 
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(Quation  dont  le  degré  est  visiblement  m — i,  au  plus,  en  x' 
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Il  ii'esl  point  necessaire  de  développer  les  calculs  ainsi  que 
je  viens  de  le  faire}  car  on  voit  tout  de  suite  que  réqiiation  (/,) 
étant  linéaire,  la  substitution  de  y"  dans  (c,)  doil  donner  une 
équation  seulement  du  dc}trc  ni  en  .v",  x'  et  7 ' à la  fois,  laquelle 
retranchée  de  (c,)  du  même  dcuré  en  x',  y,  donnera  encore 
une  équation  du  degré  m en  x",  x'  et  7*';  c’csl-à-dirc  que, 
dans  aucun  terme,  la  somme  des  exposants  de  .r',  y'  et  x" 
ne  pourra  surpasser  ni.  Or,  le  développement  de  chacune  des 
puissances  de  l’expression  de  v"  tirée  de  l’équation  (/,)  se 
compose  de  deux  parties,  dont  l’une,  le  premier  terme,  est  la 
meme  puissance  de_j'',  et  dont  l’autre  est  divisible  par  jc' — x" ; 
considérant  donc  à part  le  résultat  de  la  substitution  des  pre- 
miers termes  et  les  retranchant  respectivement  de  ceux  de  l’é- 
quation (Ci),  le  terme  en  ,v''"  disparaîtra  aussi  bien  que  by'"-'  B, 
etc.,  et  tous  les  autres  fourniront  des  différences 
divisibles  par  x'  — x".  (iomme  la  deuxième  partie  du  déve- 
loppement de  l’équation  ainsi  obtenue  par  soustraction  sera 
elle-même  divisible  par  x'  — x",  en  supprimant  ce  facteur,  on 
aura  en  dénnitivc  en  x",  x'  et  y',  une  équation  qui  ne  sera 
que  du  degré  ni  — 1 par  rapport  à ces  quantités. 

En  traitant  dé  même  les  trois  équations  (c, ),  (Cj)  et  (/,),  011 
en  tirera  une  éiiuation  en  x" , y"  et  x'"  du  degré  «It—i  seule- 
ment, et  en  continuant  ainsi  pour  les  autres  équations  qui 
appartiennent  aux  côtés  successifs  du  polygone  variable,  on 
parviendra  à remplacer  les  « — i dernières  équations  (c)  par 
n — I autres  équations  complètes  du  degré  ni  — 1 seulement 
par  rapport  aux  coordonnées  qui  y entrent;  en  y joignant  la 
première  du  degré  ni  et  conservant  les  n 1 équations  du 

premier  degré  (fi),(/,) (/(,+,)),  éliminant  ensuite  toutes  les 

inconnues  x',  y',  x",  y",...,  excepté  a et  [3,  on  sait,  d’après  la 
théorie  de  l’élimination,  que  le  degré  de  l’équation  linale  en  x 
et  P ne  montiTa  pas  au-dessus  du  produit  des  exposants  de 
chacune  de  ces  équations.  Or  les  « — 1 équation!!  du  degré 
ni  — I donnent  pour  produit  de  leurs  exposants  (ni  — 1 le 
produit  des  exposants  des  «-I-1  équations  linéaires  (/)  est 
i.i...,=  i;  donc  celui  de  l’équation  (a,)  étant  ni,  le  produit 
de  tous  les  exposants  ou  le  degré  de  l’équation  linale  en  x 
et  p,  et  par  conséquent  celui  de  la  courbe  a,  sera 
^ ■ i.ni.(ni — I = /;i  ( ;;i — c.  y.  f.-p. 
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Remarque.  — Quand  les  pôles  donnés  ne  sont  pas  situes  en 
ligne  droite,  la  démonstration  aîial^tique  d(;vient  pour  ainsi 
dire  impossible  à cause  des  diflicultés  que  présentent  les 
théories  de  l’élimination.  On  ne  peut  donc  plus  savoir  par  ce 
nioven  quel  est  le  degré  de  l’équation  linale,  c’est-à-dire  le 
degré  de  la  courbe  engendrée  par  le  mouvement  du  point  «. 

géométrie  intuitive,  combinée  avec  les  considérations  gé- 
nérales do  l’analyse,  parvient  pourtant  à ce  but  d’une  manière 
assez  simple.  Nous  allons,  par  ce  moj  en,  démontrer  une  suite 
de  théorèmes  sur  la  description  des  courbes,  qu’on  pourra  re- 
garder comme  l’extertsion  de  ceux  qu’on  trouve  dans  l’ouvrage 
de  Bi'aikenridge  intitulé  ; De  descriptione  linearum  curva- 

/•««I  ( 1733)  ( ' ). 

PfioeosiTios  WIV.  — Lemme  démo.mré  p.  1". 

Si  un  polygone  est  assujetti  à avoir  tous  ses  sommets,  à 
l'exception  d’un  seul,  situés  sur  autant  de  droites  données  dans 
son  plan;  que,  de  plus,  chacun  de  ses  côtés  passant  constam- 
ment par  un  pôle  fixe,  l'on  vienne  à déformer  ce  polygone  de 
toutes  les  manières  possibles,  le  dernier  sommet  libre  par- 
courra une  ligne  du  second  degré. 

Remarque.  — Quand  tous  les  pôles  sont  situés  sur  une 
même  ligne  droite,  le  sommet  libre  décrit  une  autre  droite 
au  lieu  d’une  section  coni(|ue. (*) 


(*)  L’ouvrage  de  Braikenridgo,  dont  les  citations  de  MM.  Servois  e.l 
Brianchon  m’ont  donné  la  première  connaissance,  et  qui,  rédigé  d’une 
manière  plulùt  algébrique  que  géométrique,  est  par  là  même  très-pé- 
nible à lire,  no  concerne  guère  que  la  description  des  courbes  géomé- 
triques au  moyen  du  triangle  mobile  autour  de  trois  jx’iles  fixes  : cette  des- 
cription toute  linéaire  n’exige  que  le  tracé  de  simples  lignes  droites  quand 
les  directrices  curvilignes  sont  données;  mais,  par  cela  même  que  les 
courbes  décrites  ont  pour  points  multiples  les  pôles  adjacents  au  sommet 
descripteur  du  triangle  mobile,  elle  ne  s’applique  qu’à  une  classe  particu- 
lière de  lignes  géométriques;  ce  qui  a contribué,  sans  doute,  à en  dimi- 
nuer beaucoup  l’intérêt  aux  yeux  des  géomètres,  indépendamment  de 
quelques  erreurs  échappées  à Braikenridge  et  do  lu  revendication  faite  (wr 
Maclaurin  dans  les  Transactions  plàtosophirpu's  de  la  .Société  royalmdr 
Ijondrcs  (année  1735,  p.  i5a  à 17.},  lu  en  173^),  revendication  qui  re- 
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1’hoi*(isitioj(  \\V.  — Théorème  oè>èral. 

.Si  l'on  déforme  un  polyf'one  quelconque  en  assujettissant 
tous  ses  côtés  à tourner  respectivement  autour  de  pôles  fixes 
dans  son  plan,  et  chacun  de  ses  sommets,  un  seul  x excepté, 
•<<  parcourir  des  lignes  quelconques  de  degrés  respectifs  m,  n, 
p,  q,  r,...,  le  dernier  sommet  libre  parcourra  une  courbe  qui 
sera  en  général  et  au  plus,  du  degré  i mnpq.... 

D'abord,  c'cUe  proposition  a lieu  (p.  i)  pour  le  cas  où  les 
directrices  sont  des  lignes  droites;  car  alors  m = i,  n = i,...; 

FiR.  39. 


c 


a 


je  dis,  en  outre,  qu’elle  aura  ogalenient  lieu  si  l’on  substitue 
{fig.  3g)  une  courbe  du  degré  m à l’une  quelconque  de  ces 


monte  ù l'époque  de  172'j,  lors  du  séjour  de  Maclaurin  à Narici  (Nancy, 
en  France,  |M-ut-étn-?).  Mais  le  fond  do  cette  revendication  portait  prin- 
cipalement sur  la  description  linéaire  des  courbes  du  second  degré  par 
[joints  au  moyen  de  deux,  de  trois,  ou  d’un  nombre  quelconque  do  direc- 
trices rectilignes  et  do  pôles  arbitraires,  conformément  à un  théorème  qui, 
bien  que  facile  à déduire  de  V/i<’.riigrii/iiimm  mysticum  de  Pascal,  n’en 
appartient  pas  moins  à Maclaurin,  auquel  on  doit  également  d’avoir  géné- 
ralisé la  description  organi([ue  de  c(«  courbes  due  à Newton,  au  moyen 
d’angles  constants  mobiles  autour  de  pôles  fixés  quelconques  sur  un  plan  ; 
cette  description  com[irenant  1a  précédente,  relative  au  cas  où  les  angles 
sont  nuis  ou  do  deux  droits.  Toutefois,  aucune  de  ces  intéressantes  s|>é- 
culations  (géométriques  n’a  trait  aux  théorèmes  qui  concernent  l’enveloppe 
du  dernier  côté  libre  di*s  polygones  mobiles,  et  dont  le  véritable  point 
d^éparl  se  trouve  dans  le  théorème  original  et  fécond  de  Brianchon  sur 
I hexagoue  circonscrit  à une  conique, 
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lignes  droites,  par  exemple  bc;  c’est-à-dire  que,  dans  ce  cas,  le 

• point  a parcourt  une  courbe  du  degré  2 m.  Cette  proposition 
sera  démontrée  si  l’on  prouve  que  la  courbe  (a)  ne  peut  ren- 
contrer une  ligne  droite  quelconque  XY  tracée  dans  son  plan 
qu’en  2/n  points  seulement. 

Qu’on  rende  en  effet  lé  sommet  x'  libre  et  que,  tout  restant 
comme  auparavant,  on  oblige,  à l’inverse,  le  sommet  « à par- 
courir la  droite  XY;  d’après  le  lemme  qui  précède,  toutes  les  di- 
rectrices étant  de  simples  lignes  droites,  le  sommets'  devenu 
libre,  parcourra  une  courbe  du  second  degré;  mais,  cette  courbe 
étant  indépendante  de  celle  {ni}  qui  est  donnée,  la  coupera  en 
général  en  2///  points,  lesquels  correspondront  à ini  positions 
de  a sur  la  droite  XY.  D’ailleurs,  ces  derniers  points  appar- 
tiennent visiblement  à la  ligne  décrite  par  a libre,  quand  le 
• sommet  x'  est  assujetti  à rester  sur  la  courbe  donnée  {ni);  de 
plus,  il  est  visible  encore  qu’il  ne  saurait  y avoir  sur  XY  d’autres 
points  qui  lui  soient  communs  avec  la  courbe  (a),  car  le  point 
correspondante'  devant  être  situé  à la  fois  sur  la  conique  ci- 
dessus  et  sur  la  courbe  [m],  serait  nécessairement  l’un  des  2//t 
points  de  leur  intersection  commune.  Donc  enfin  la  courbe 
des  a ne  saurait  rencontrer  une  droite  XY,  tracée  arbitraire- 
ment dans  son  plan,  en  plus  de  2 //t  points;  donc  elle  est,  au 
plus,  du  degré  2//1. 

La  proposition  étant  établie  pour  le  cas  où  l’on  substitue 
une  courbe  de  degré  ni  à l’une  des  directrices  droites  du  po- 

• lygone  mobile,  on  pourra  démontrer  de  la  même  manière 
qu’elle  a lieu  pour  le  cas  où  l’on  remplacerait  deux  directrices 
droites  par  deux  courbes  de  degré  ni  et  n. 

En  effet,  soit  tracée  {Jig.  3c(),  comme  ci-dessus,  une  droite 
quelconque  XY  dans  le  plan  de  la  courbe  des  sommets  a,  et 
cherchons  de  même  quel  sera  fe  nombre  de  points  (jui  lui  sont 
communs  avec  la  courbe,  et  par  conséquent  quel  sera  le  degré 
de  cette  courbe.  Si,  au  lieu  d’astreindre  le  sommet  x'  à parcou- 
rir la  Courbe  (//),  on  le  rend  libre  tandis  qu’au  contraire  on 
forte  le  sommet  a à parcourir  la  droite  XY',  il  est  visible,  d'a- 
près ce  qui  précède,  que  le  point  x' , devenu  mobile,  par- 
• courra  une  ligne  du  degré  ini  coupant,  d’après  un  théorème 
bien  connu,  la  courbe  (/t)  qui  en  est  généralement  indépen- 
dante en  mm  points.  Donc  le  sommel  libre  a,  parmi  toutes 


Digilized  by  Google 


6o 


I"  CAlllI'K.  - l’IlOHUÈTfô  üliSCKlPTlVKS 
les  posilioiis  (ju'il  peut  prendre,  en  a ^mn  pour  lesquelles  il 
esi  situé  sur  la  droite  W.  Donc  le  degré  de  la  courbe  qu’il 
parcourt  est  en  général  imn. 

Le  même  raisonnement  servirait  à démontrer  que  la  propo- 
sition est  vraie  quand,  à la  place  des  directrices  droites  du 
lemme  ci-dessus,  on  substitue  successivement  trois  courbes, 
(|uatre  courbes,  etc.  ; donc  elle  est  vraie  en  général  pour  des 
directrices  courbes  géométriques,  en  nombre  quelconque. 

^ y.  F.  D. 

Proposition  WVl.  — Sur  les  points  multiples  polaires. 

Les  pôles  extrêmes  p et  p"  [Jig.  ^o),  qui  répondent  aux 
deux  derniers  côtés  adjacents  au  sommet  libre  a.  du  polygone 
mobile  dont  il  vient  d'être  parlé  (Prop.  XXV  ),  appartiennent 
l’un  et  Vautre  à la  courbe  (a:);  de  plus,  ils  en  sont  des  points 
multiples. 

Effectivement,  à mesure  que  le  côté  xa,  jiar  exemple,  s’ap- 
|>roche  de  la  droite  indéfinie  pp'’’  qui  passe  par  ces  pôles,  le 
point  a doit  se  rapprocher  du  pôle  p'^  et  finir  par  se  confondre 
avec  lui  ; la  même  chose  a lieu  pour  le  pyle  p quand  c’est  le 

Fig.  4o. 


côté  x“ p"  c|ui  tend  à se  confondre  avec  pp" en  outre,  il  est 
facile  de  reconnaître  que  ces  mêmes  points  sont  des  points 
multiples;  c’est-à-dire  ipi’il  y passe  à la  fois  plusieurs  bran- 
ches distinctes  de  (a).  Pour  le  prouver  d’une  manière  claire 
et  en  même  temps  pour  découvrir  le  degré  de  multiplicité  de 
ces  points  ou  le  nombre  des  branches  qui  y passent  respecti- 
vement, nous  considérerons  le  cas  particulier  de  quatre  direc-  , 
triccs  données  de  degrés  m,  n,  p et  qi 
Cela  posé,  concevons  que  l’on  ait  tracé  l’une  quelconque  xat 
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J*‘s  génératrices  passant  par  le  pôle  p,  et  qn’on  deinande  de 
trouver  les  points  tels  que  x qui  lui  correspondent  : d’après 
l’énoncé  du  théorème  général  qui  liiit  l’ohjet  de  la  Propo- 
sition II,  on  devra  chercher  le  point  inconnu  x,  où  cette 
génératrice  rencontre  la  courhe  (m),  puis  tracer  la  généra- 
trice consécutive  xp'  qui  passe  par  le  second  pôle  />'  et  le 
point  X ainsi  obtenu,  chercher  derechef  le  point  x'  où  cette 
génératrice  rencôntrc  la  courbe  (ty),  et  ainsi  de  suite  jusqu’à 
ce  qu’on  arrive  à un  dernier  point  x”  situé  sur  la  courhe  (ra), 
voisine  de  x ou  p".  Joignant  alors  ce  point  x'"  au  pôle  adja- 
cent p",  par  la  droite  le  i)oint  a oii  celle-ci  coupera  la 

première  des  génératrices  du  polygone  px,  sera  le  point  de- 
mandé de  la  courbe  des  x qui  correspond  à la  jtosition  parti- 
culière de  cette  génératrice.  Or,  si  l’on  liùt  attention  que  la 
génératrice  px  ne  rencontre  pas  la  courbe  (m)  en  un  seul 
point  X,  mais  encore  en  m — i autres  points  distincts  de  x, 
et  qu’il  n’y  a pas  de  raison  pour  se  servir  de  la  première  de 
ces  intersections  plutôt  que  de  l’une  quelconque  des  autres, 
on  en  conclura  que,  à une  même  direction  xx,  correspon- 
dent m autres  droites  xp'. 

Pareillement,  chacune  de  celles-ci  rencontrant  la  courbe  (ry) 
en  q points  x',  il  y aura  q génératrices  x' p"  (pu  répondront  à « 
une  même  direction  xp',  et  par  conséquent  niq  de  ces  direc- 
tions correspondront  à la  génératrice  <le  départ  px.  En  allant 
ainsi  de  proche  en  proche,  on  voit  enfin  qu’on  trouvera  mqpn 
dernières  génératrices  x"'p'''  correspondantes  à xp,  lesquelles 
donneront  avec  celle-ci  un  même  nombre  de  points  d’intersec- 
tion appartenant  tous  à la  courbe  ( a ) : car  il  n’y  a pas  de  raison 
de  choisir  l’un  plutôt  que  l’autre  de  ces  points,  puisqu’ils  dé- 
rivent de  la  même  loi.  ' 

Ainsi  donc,  à une  même  génératrice  xp  correspondent 
mnpq  points  appartenant  à la  courhe  inconnue  (a) ; or  il 'est 
visible  que,  quand  cette  génératrice  viendra  à prendre  la  po- 
sition pp" , les  mnpq  autres  génératrices  (pii  lui  corres- 
pondent, et  qui  en  général  ne  se  confondent  pas  avec  elle, 
la  couperont  précisément  en  ce  point  y>”;  et  comme,  avant 
et  après  ce  même  point,  les  sommets  x de  la  courbe  situés 
smxp  sont.cn  nombre  mnpq,  il  est  évident  qu’il  y aura  au- 
tant de  branches  passant  par  le  pôle  />■’;  donc  enfin  ce  pôle 


Digitized  by  Google 


Gi  r CAHIER.  - PROPRIÉTÉS  DESCRIPTIVES 

est  un  point  multiple  de  l’ordre  mnpq.  L(>  même  raisonne- 
ment s’appliquant  à la  droite  x"" p"  en  la  considérant  comme 
génératrice  de  départ,  on  doit  en  conclure  que  le  pftie  p est 
aussi  un  point  multiple  de  l’ordre  nmpq  de  la  courbe  (a). 
Enfin  la  droite  pp"  ne  renferme  évidemment  aucun  autre 
point  de  la  même  courbe,  car  elle  ne  peut  être  coupée  qu’en 
mnpq mnpq  = 9 nt . n . P . q points,  au  plus. 


Profosition  — Tracé  des  tuny^cnles. 

Pour  trouver  les  mnpq  tangentes  à la  courbe  (a)  en  p ou 
par  exemple  en  p",  on  considérera  la  droite  xp  parvenue  à 
la  position  pp",  et  ayant  recherché  par  la  loi  intliquée  ci- 
dessus  tous  les  points  x,  x',  x",...,  qui  lui  correspondent, 
on  mènera  en  ces  points  les  tangentes  aux  courbes  respectives 
(m),  (n),  [p),... 

Considérons  à part  l’un  des  polygones  analogues  à celui 
(xxx’x"x"  de  la  ft".  4«,  ainsi  que  les  tangentes  aux  courbes 
(m),  [q),...  («)  répondant  aux  sommets  x,  x',  x",  x'",  et  sup- 
|)Osons  que  l’on  vienne  à déformer  ce  polygone  en  obligeant 
ses  sommets  à parcourir  les  tangentes  respectives  qui  leur 
correspondent,  et  scs  côtés  consécutifs  à tourner  autour  des 
pôles  adjacents />,  p',...  p",  il  est  visible,  d’après  la  Prop.WlV, 
que  le  sommet  a précédemment  confondu  avec  le  pôle  p", 
s’en  détachant  pour  devenir  libre,  parcourra  une  section  co- 
nique passant  aussi  par  les  points  p et  p";  or,  cette  conique 
aura  au  pôle  p"  un  élément  en  commun  avec  l’une  des  bran- 
ches de  la  courbe  des  a qui  passe  en  ce  point. 

En  effet,  pour  deux  positions  infiniment  voisines,  les  som- 
mets X,  x',  x",...  sont  situés  à la  fols  sur  les  tangentes  et  les 
directrices  (ni),  (</),...(«)  auxquelles  elles  appartiennent 
n‘spectivement;  et  par  conséquent  les  deux  positions  infini- 
ment voisines  du  point  générateur  a qui  leur  correspondent, 
et  dont  l’une  est  p",  appartiennent  à la  fois,  et  à la  conique 
dont  il  s’agit,  et  à la  courbe  des  a;  donc  ces  courbes  ont  un»> 
tangente  commune  en  p",  facile  à obtenir  i>ar  la  règle  seule 
(t.  l",  p.  i38),  en  prenant  avec  les  pôles  extrêmes  p et  p"'. 
Dois  autn*s  points  quelcompies  de  la  conique. 

Un  autre  polygone  distinct  du  préctulenl  {xx' . . . x“p"). 
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donnerait  une  nouvelle  tangente  à la  courbe  (a)  en  />”,  puis  par 
une  méthode  toute  semblable,  on  obtiendrait  les  Uingentes  aux 
mnpq  branches  qui  passent  par  l’autre  point  multiple p de  cette 
même  courbe  des  a. 

Remarque.  — En  généra),  le  même  procédé  donnera  la  tan- 
gente en  un  point  quelconque  de  cette  courbe,  dès  qu’on 
saura  mener  une  Umgente  aux  directrices  (wt),  { «),  (q).  \ous 
chercherons  par  la  suite  (*)  à mener  directement  la  tangente 
à une  courbe  géométrique  quelconque,  du  degré  m,  décrite 
sur  un  plan,  en  ne  se  servant  que  de  la  règle  seule. 

Pour  le  moment,  nous  allons  nous  occiipér  des  différents  cas 
où  le  degré  de  la  courbe  ci-dessus  s’abaisse  d’une  ou  de  plu- 
sieurs unités.  Et  d’abord,  commençons  par  examiner  les  cas 
où  les  p(Mes  donnés  p,  />'».■•  sont  tous  ou  en  partie,  rangés 
sur  une  même  ligne  droite. 

Propositiox  XXVIII.  — TiiéobLme. 

Si  tous  les  sommets  d’un  polygone  mobile,  un  seul  excepté, 
sont  assujettis  à parcourir  autant  de  courbes  géométriques  de 
degrés  m,  n,  p,...  situées  dans  le  même  plan,  et  qu’en  même 
temps  tous  les  côtés  de  ce  polygone  soient  astreints  à pivoter 
constamment  autour  d’autant  de-  pôlej  fixes  situés  en  ligne 
droite,  le  dernier  sommet  demeuré  libre,  décrira  par  le  même 
mouvement  une  courbe  de  degré  mnp.... 

On  démontrera  facilement  celte  proposition  en  appliquant  à 
ce  cas  particulier  le  raisonnement  du  théorème  général,  p.  58, 
et  en  s’appuyant  sur  la  remarque  de  la  Proposition  XXIV. 
Car,  par  exemple,  si,  dans  le  cas  où  toutes  les  directrices 


(*)  f'oir  le  Cahier  suivant  où  la  théorie  des  transversales  est  appli- 
quée à la  recherche  des  osculalrices  coniques  en  des  points  donnés  quel- 
conques. Quant  au  tracé  des  tangentes  par  la  précédente  méthode, 
M.  Moutard  me  fait  observer  qu’elle  n’a  d’intérét  que  s’il  s’agit  d’un 
point  a quelconque  de  la  courbe;  car  les  considérations  géométriques 
mêmes  du  texte  prouvent  qu’en  un  point  multiple  tel  que  p,  par  exem- 
ple, les  tangentes  ne  sont  autres  que  les  imi/xi  directions  de  la  généra- 
trice x”’/)'’,  qui  correspondent  à xp  (]uand  celle-ci  vient  à se  confondre 
avpc  pp'^ . 
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élanl  (lu  prcmic’r  dfjgn;,  la  roiirbi!  des  a est  elle-même  de 
ec  degré,  on  remplace  l’une  (]uelcon(iue  de  ces  direclrices 
droites  par  une  ligne  (]uelcon(|ue  du  degré  ni,  on  prouvera  ai- 
sément (]tie  la  courbe  engendrée  par  le  sommet  a sera  elle- 
même  du  degré  m.  Hn  effet,  si  Ton  trace  une  transversale 
droite XV  arbitraire,  dans  le  plan  de  la  Ji^.  4i,  et  (|u’on  assu- 


' Ej|!-  D' 


\ 


jettisse  le  sommet  a à rester  sur  cette  droite  en  rendant  au 
contraire  libre  le  sommet  x,  (|ui  d’abord  parcourait  la  courbe, 
alors  il  arrivera,  en  vertu  du  lemme  cité,  que  ce  sommet  dé- 
crira une  dernière  ligne  droite  rencontrant  la  courbe  (m)  en  m 
points  auxquels  en  correspondront  m autres  a situés  sur  \Y, 
et  qui  appartiendront  à la  courbe  décrite  par  le  sommet  a, 
supposé  libre  selon  notre  primitive  byitoibèse.  Or,  il  ne  saurait 
yen  avoir,  sur  la  transversale  \V,  d’autres  qui  appartiennent 
en  même  temps  à la  courbe  des  a;  donc  celte  courbe' ne  ren- 
contre une  droite  arbitraire  menée  dans  son  plan  (|u’en  m 
points;  donc  elle  est  en  général  et  au  plus  du  degré  m.  En  pour- 
suivant ce  raisonnement  de  proche  en  proche  pour  les,direc- 
trices  courbes  [p),  [<]]...,  substituées  à des  directrices  recti- 
lignes, on  arrivera  enfin  à la  démonstration  du  théorèn>e  ci- 
dessus  énoncé. 

Rrmarque  concernant  la  niiilliplicité  des  points  polaires.  — 
Dans  le  cas  particulier  considéré  où  tous  les  pôles  sont  en 
ligne  droite,  on  ne  peut  plus  conclure  (|u’aucun  d’entre  eux 
appartienne  à la  courbe  et  soit  un  point  multiple.  En  effet, 
eptand  la  génératrice  rectiligne  xp,  par  exemple,  vient,  à.  s(( 
confondre  avec  la  direction  pp",  toutes  les  autres  génératrices 
polygonales  mobiles,  y comiiris  la  dernière  r"'/»"',  tendent  à se 


Digilized  by  Google 


DES  POLYGONES  VARIABLES  QL’EIXONQUES.  65 

confondre  avec  la  même  droite;  donc  alors  les  points  x,  rela- 
tifs à ce  cas,  ne  sont  plus  distincts  comn>e  dans  l’hypothèse 
générale,  et  il  est  impossible  d’affirmer  t|u’ils  se  confondent 
avec  P ou  p’’’.  Il  y a plus,  on  peut  se  convaincre  par  des 
exemples  que  cela  n’a  pas  lieu  en  général. 

En  particulier,  quand  toutes  les  directrices  des  sommets  sont 
rectilignes,  on  sait  que  le  sommet  libre  x paréourt  lui-même 
une  ligne  droite;  or,  cette  ligne  droite  ne  saurait  évidemment 
passer  par  les  pôles  p el  p"',  puisqu’elle  serait  déterminée  indé- 
pendamment de  toutes  les  autres  données  du  problème  dont 
elle  dépend  essentiellement;  ce  (lui  est  absurde.  Toutefois,  on 
ne  doit  pas  inférer  de  là  que  la  courbe  des  a ne  rencontre  en 
aticun  point  la  droite  des  pôles  pp",  mais  seulement  que  la 
position  de  ces  points  n’est  pas  immédiatement  déterminée 
par  la  supposition  actuelle. 

Cette  circonstance  nous  rappelle  d'autre  part  que  toute  fonc- 
tion algébrique  qui  prend  la  forme  change  nécessairement 

de  nature.  Or,  dans  le  cas  général  où  les  pôles  ont  une  position 
quelconque,  l’équation  de  la  courbe  des  a,  dont  les  coeffi- 
cients sont  des  fonctions  des  coordonnées  constantes.qui  dé- 
terminent là  position  de  ces  pôles,  peut  être  telle,  qu'en  y sub- 
stituant à la  place  de  l’abscisse  x,  celle  de  l’un  quelconque  des 
points  p ou  />”,  le  résultat,  par  suite  de  réductions,  soit  décom- 
posable  en  deux  facteurs  de  même  degré  mnpq,  et  dont  l’uii 
soit  de  la  forme  (j  — ô)"»»  par  exemple,  ce  qui  annonce 
que  la  courbe  passe  mpqn^o'xs  par  le  pôle  correspondant.  On 
conçoit  encore  qu’il  puisse  arriver  que  l’équation  primitive 
de  la  courbe  des  a soit  telle,  qu’en  y introduisant  la  condition 
des  pôles  en  ligne  droite,_  il  s’évanouisse  quelques  termes,  et 
qu’elle  s’abaisse  au  degré  mnpq,  après  avoir  été  délivrée  du 
facteur  qui  l’embarrasse  nécessairement,  facteur  de  la  forme 
même  de  l’équation  de  la  droite  pp'’’,  c’est-à-dire 


ou 

[(6  — ô').v — {«  — a')x  -h  flb'  — ôrt']""/’»; 

l’autre  facteur  pouvant  ne  plus  s’évanouir  par  la  substitution  des 
coordonnées  des  points  p et  />■’,  etc. 

U.  ' 5 
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Nous  avons  vu  (Prop.  IV)  ijuc,  dans  le  cas  général,  les  pôles 
P ei  /;■' étaient  des  points  multiples  de  l’ordre  mnp...  de 
la  courbe  lies  ot,  elle-même  du  degré  imnp...;  mais  cet  ordre 
peut  varier  ijuand  il  arrive  que  trois  ou  plusieurs  pôles  parmi 
lesquels  se  trouvent  p et p”,  sont  situés  en  ligne  droite;  le 
raisonnement  déjà  employé  ci-dessus,  étant  appliqué  à chaque 
cas  particulier,  fera  connaître  la  nature  de  ces  points  multi- 
ples, et  je  crois  inutile  d’en  dire  davantage. 

Nous  allons  maintenant  passer  au  cas  où  un  ou  plusieurs 
pôles  se  trouvent  sur  des  courbes  directrices;  ce  qui  pro- 
duit un  abai.ssement  du  degré  de  la  courbe  des  sommets  li- 
bres a,  comme  Braikenridge  l’a  démontré  analytiquement  pour 
quelques  cas  particuliers  relatifs  aux  triangles  mobiles. 


• Note  iiendnril  t’inijjressioit. 

J’ai  déjà  prévenu,  vers  la  fin  de  la  note  de  la  page  Sa,  que  les  propo- 
sitions du  précédent  paragraphe,  relatives  aux  polygones  mobiles  inscrits 
aux  courbes  géométriques  planes,  se  trouvaient  rtsuimées  dans  le  cha- 
pitre III,  section  IV,  du  Trnitc  tirs  Pmprwtés  projectives.  Je  dois  ajouter 
ici  que  le  surplus  des  propositions,  en  grand  nombre,  qui  devaient  suivre 
lu  proposition  VI  (Jîg.  40  ci-dessus,  a été  omis,  non  parce  que  la  dé- 
monstration, purement  géométrique  et  élémentaire,  en  eût  été  sans  inté- 
rêt pour  beaucoup  de  lecteurs,  majs  parce  ipie  la  rédaction  à l'état  do 
simple  ébauche  et  compo.sée  do  notes,  de  croquis  épars,  aurait  exigé  un 
remaniement  et  des  additions  qui  eu.ss8iit  fait  perdre  à rensemblo  le 
cacbet  d'ancienneté  que  je  prétends  conserver  au  corps  de  cet  ouvrage. 


DEIMÈME  CVIIIER. 

MÉTHODE  DES  TRANSVERSALES  APPLIQUÉE  A LA  RE- 
CHERCHE ET  A LA  DÉMONSTRATION  DES  PROPRIÉTÉS 
DES  LIGNES  ET  SURFACES  GÉOMÉTRIQUES  (‘). 


I. 

I)KS  tyi  ATIONS  A KKIX  TERMES  E>TRE  LES  SEti.MENTS  ülïTERMIKË.S  PAR 
I NF.  COI  RRE  C.ÉOMtTRiyi  E PLANE,  SLR  I.ES  CÙTÉS  d’lN  TRIANIII.E 
ARBITRAIRE. 

.Afin  de  miircluT  du  simple  au  composé,  du  parliculier  au 
général,  selon  l’ordre  logique  des  idées,  qui  offre  aussi  le  plus 
de  facilité  pour  l’étude  et  de  chance  de  réussite  dans  la  re- 
cherche des  vérités  nouvelles,  nous  débutons  ici  par  des  con- 
sidérations géométr’ujues  tout  a fait  élémentaires. 


(*)  Lorsque,  dans  l'hiver  de  i8i  5 à i8iG,  apres  la  funeste  calaslroplie  do 
Waterloo,  profilant  des  tristes  loisirs  de  la  paix,  j'essayai  d’appliquer  la 
théorie  des  transversales  aux  courbes  géométriques  décrites  sur  un  plan, 
quelques  savants  bien  connus  avaient  déjà  mis  en  usage,  mais  transitoire- 
ment,‘les  relations  à deux  termes  de  cette  théorie  pour  démontrer  di- 
verses propositions  isolées  sur  les  lignes  ou  surfaces  du  second  degré.  Je 
me  proposais  dès  lors  d'ouvrir  une  voie  beaucoup  plus  largo  et  toute 
nouvelle  d'investigations  relatives  à des  courbes  géométriques  d'ordre  quel- 
conque, voie  dans  laquelle  personne  n’est  entré  si  je  ne  me  trompe,  même 
depuis  la  présimtation  à l’Institut  do  mon  Mémoire  de  i83o,  sur  \' Àrm- 
lysr  des  Transversales.  En  effet,  CO  n’est  qu’incidemment  dans  une  courte 
Note  au  bas  de  la  p.  173  du  t.  X\1I  des  Annales  de  Montpellier,  que 
Sturm  indique  comment  le  théorème  de  Carnot  peut  s<‘rvir  à démontrer 
la  propriété  de  l'hexagramme  de  Pascal,  Telative  aux  coniques;  le  surplus 
de  son  intéressante  étude,  postérieure  de  dix  ans  à l'époque  ou  ce  Cahier 
a été  écrit,  est  fondé  sur  de  tout  autres  considérations  géométriques  ou 
analytiques;  notamment  sur  la  méthode  dos  Midiipliraienrs  indéterminés 
do  M.  Lamé,  que  Sturm  a eu,  comme  tant  d'autres,  le  grand  tort  de  ne 
pas  citer,  et  dont  j’ai  dit  quelques  mots  à la  p.  4B9  du  précédent  vo- 
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Exposé  préliminaire,  relatif  aux  simples  coniques,  du  procédé 
. général  d'élimination  et  de  réduction  des  éléments  géomé- 
triques divers  d'une  figure  coupée  par  des  transversales. 

Théorème  fondamental.  — Si  les  côtés  d'un  triangle  abc 
{fig.  4'*  )>  rencontrent  une  section  conique  -quelconque  en 

Fig.  l^1. 


X ' 

trois  couples  de  points  p et  p',  q et  q',  r et  on  aura,  entre 
les  segments  formés  par  la  courbe,  sur  les  côtés  prolongés  du 
triangle  abc,  la  relation  , 

ap  . ap' . br.  br' . cq  . cq'  = ar.  ar' . bq  . bq' . cp . cp' 

que  nous  érrirons  simplemeni  ainsi 

(«)  {(tp){br){cq]:=(ar)(bq){cp). 

lume.  Ceci  n'ôle  rien  d'ailleurs  an  mérite  de  sa  belle  découverte  relative 
aux  intersections,  par  une  transversale  arbitraire,  de  trois  sections  coni- 
ques ayant  en  commun  les  mêmes  quatre  points;  découverte  qui  est  l’ex- 
tension do  celles  dont  les  Anciens,  Desargues,  Pascal  vers  1640,  et  en 
dernier  lieu  Hrianchon  en  1817,  s’étaient  déjà  occupés,  pour  le  cas  simple 
il  est  vrai,  du  quadrilatère  inscrit  à une  section  conique. 
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En  effet,  celle  relation  esl  projective  (*).  Donc,  si  l’on  prouve 
qu’elle  esl  vraie  pour  le  cas  du  cercle,  elle  aura  lieu  pour  les 
coniques  en  général.  Or,  elle  esl  évidente  par  la  propriété 
connue  des  sécantes  intérieures  ou  extérieures  au  cercle,  dans 
lequel  on  a ^ 

ap.ap'  ou  i(tp)  =(ar),  (br)  = (bq),  {cq)  = (cp); 

car  en  multipliant  ces  équations'incmbre  à membre,  on  obtient 
la  relation  («)  énoncée. 

U esl  visible  d’ailleurs  que  si,  au  triangle  transversal  ci-des-  ' 
sus,  on  substitue  un  polygone  quelconque,  la  proposition  sera  • 
susceptible  de  s’étendre  à ce  cas  général. 

Prenuères  conséquences.  — Tracez  les  cordes  pq  et  p'q' 
jusqu’à  leurs  rencontres  en  A et  avec  le  côté  «A  du  triangle, 
qui  esl  indé|>endant  de  ces  cordes  et  peut  être  regardé  comme 
une  transversale  quelconque  ab,  coupant  les  prolongements 
des  côtés  du  quadrilatère  inscrit  pqq' p'  en  A , A',  a,  b et  la 
courbe  en  rei  r';  puisque  les  droites  pqb  et  p'q' b'  sont  aussi 
■transversales  du  triangle  abc,  on  aura  ^ 

cp.bq.  ah  =ap.cq.  bh, 
cp' . bq'  .ait'  = np'  .cq'  .bh'  ; 

niais  on  a,  d’autre  part,  l’équation  («)  ou 

{ap)(br}(cq)  = {ar](bq)(cp);  ■ 


(*)  Ceci  suppose  la  démonstration  des  théorèmes  ou  principes  fonda- 
mentaux des  pages  6 et  suivantes  du  Traité  tle.t  Pmpricté.s  pmjcrtives, 
publié  seulement  en  i8aa,  démonstration  dont  je  ne  possède  plus  les 
notes  originales,  mais  qui  doit  remonter  au  printemps  de  1814,  où,  à Sa- 
ratoff,  je  m’occupais  des  conditions  générales  de  projectivité. des  relations 
métriques  et  descriptives  des  figures.  Il  me  suffira  ici  de  rappeler,  d'après 
les  n“  9 et  suiv.,  que  cette  démonstration  résulte  d'une  considération  aussi 
simple  qu'élémentaire,  relative  au  triangle  qui  a pour  base  l'un  quelcon- 
que des  segments  à projeter,  et  pour  côtés  adjacents  les  projetantes  des 
deux  extrémités  de  cette  base.  Toutefois„il  se  peut  que  je  me  fusse  con- 
tenté, en  1814,  de  la  preuve,  à posteriori,  résultant  de  ce  que  la  relation 
fondamentale  [a)  conduit  à des  constructions  linéaires  elles-mêmes  essen- 
tiellement projectives. 
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iiiultiplianl  par  ordre  ccs  Irois  équations  entre  elles,  il  vien- 
dra, en  supprimant  les  facteurs  communs  aux  deux  membres, 

br.  br’ . ah .ak'  — ar.  ar’ . bh . bh', 
ou 

{b)  (br)\ah)  = iar){bh). 

Kn  traçant  (y/g'.  ^2)  les  diagonales  p'(j  et  pq',  nommant  O, 
O'  leurs  intersections  avec  ab  et  prenant  leur  système  pour 
transversal  du  triangle  abc,  on  obtiendrait  de  même  la  relation 

(c)  (è/  ) (uO)  ={«r)  (èO), 

analogue  à la  jirécédenle  ; puis,  en  multipliant  en  croix  ces 
deux  dernières  équations,  on  en  déduit  sur-le-champ  cette 
troisième  non  moins  remarquable 

{aO)(bh)  = (hO)(ah)i 

relation  connue  pour  le  quadrilatère  simple  à doux  diagonales, 
mais  qui  s’étend,  comme  les  précédentes,  au  cas  où  lés  couples 
de  côtés  opposés  et  des  diagonales  sont  remplacés  par  des  co- 
niques quelcoii(|ues  passant  par  les  sommets  p,  p',  q' , q de  ce 
quadrilatère  simple 

Si  l’on  considère  le  triangle  \hh'  au  lieu  de  abc,  et  qu’on 
regarde  pp'  et  qq'  comme  des  transversales,  la  relation  ana- 
logue à (è)  et  (c)  deviendra 

(c/)  . [kr)  h' a.h' b = {h' r)ka.hb. 

Celle-ci,  combinée  avec  [b),  donne  les  suivantes  : 

(kr)(br)ak!  = {k' r)  ^ar)  bk  , 

{kr){ar)bk'  = {h' r){br)  ak  ; 

(*)  On  reconnaît  dans  [b),  {c),  (d),  trois  des  relations  nommées  i/im- 
lutions  de  six  points  d’après  Desargues,  complétées  au  nombre  de  sept 
par  Brianebon,  et  dont  j’ai  rai>pelé  le  nom  original  et  véritable  dans  le 
Traité  des  Propriétés  projectives.  Mais  on  remarquera  que,  à l'époque 
de  1816  où  j’écrivais,  le  Mémoire  de  Brianebon  sur  tes  lignes  du  a'  onlre 
n’avait  point  encore  paru,  et  que  déjà  j’avais  étendu  ce  genre  de  rela- 
tions métriques  aux  lignes  géométriques  d’ordre  quelconque,  comme  on 
le  'verra  d’ailleurs  ci-après.  ' • ■ 
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d’où  l’on  déduirait,  par  voie  de  mulliplicalion  ou  de  division, 
beaucoup  d’autres  qui  ont,  je  le  répète,  leurs  analogues  quand 
on  remplace  le  système  des  diagonales,  ou  ceux  des  couples  de 
côtés  opposés  du  quadrilatère,  par  de  nouvelles  sections  co- 
niques transversales  de  la  première. 

Mais  je  ne  m’étendrai  pas  davantage  sur  ce  sujet. 

Hexagramme  de  Pascal.  — r D’après  le  Ihéorènie  fondaiiien- 
tal,  nous  avons  (yîg-.  43  ) 

{ap)(br){cq)=  (ar)  {hq)  {cp); 

or,  les  transversales />g/r,  p'Or,  Lq'P,  donnent,  pour  le  trian- 
gle quelcüii(|ue  abc, 

(pq)  ' cp.bq.  ah  = ap . cq  ■ bh, 

ip'r)  cp' .ar.bO  = ap' .br.cO, 

(q'r)  . bq'.aP.cL  = cq'  .br'  .ah. 

Multipliant  ces  quatre  équations  membre  à membre  et  sup- 
Fig.  43. 


primant  les  facteurs  égaux  (o/j){/»c){c(/)  ci  (ar){bq){  cp).  il 
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vÛMidra  la  relation  très-simple, 

fl/r.i»().cL  = bk 

Donc  les  trois  points  k,  O,  L,  situés  en  nombre  impair  sur  les 
prolongemenls  des  côtés  du  triangle  transversal  abc,  sont  en 
ligne  droite;  or,  ce  sont  là  précisément  les  trois  points  de  con- 
cours respectifs  des  côtés  opposés  de  l'hexagone  pqq' r' rp' p; 
ce  qui  constitue  le  théorème  de  •Pascal. 

Remarque  générale. — Si  l’on  remplace  la  section  conique 
par  le  système  de  deux  droites,  la  démonstration  est  la  même 
mot  pour  mot. 

Le  théorème  d’où  nous  sommes  partis,  et  qui,  d’après  Car- 
not, peut  s’étendre  à toutes  les  courbes  géométriques  décrites 
sur  un  plan,  caractérise  très-bien,  comme  on  le  voit,  la  sec- 
tion conique  en  particulier,  puisqu’on  retombe,  sans  effort, 
sur  le  théorème  de  Pascal  relatif  à V hexagone  inscrit,  le  plus 
général  qpe  l’on  connaisse  sur  ces  courbes.  On  va  voir  que  la 
relation  métrique  elle-même  suffit  pour  décrire  une  section 
conifiue  par  points,  quand  on  en  a cinq  de  donnés  à priori. 

Tracé  des  coniques  par  points.  — Soit  abc  (Jig.  44  ) f •'  triangle 
transversal  quelconque  d’une  section  conique  ; on  a,  d’après 
l’équation  fondamentale  (a), 

{e)  (ap){br)  cq'  .cQ  = {ar).bq'  .bQ.[cp), 

ou,  ce  tpii  revient  au  même, 

ap.ap'  bq' .bQ  cp .cp' 

ar.ar'  cq'  .cO.br.br' 

Supposons  (jue  les  cin(j  points  />,  p\  r,  r'  et  O étant  don- 


Fic.  44. 


nés,  on  trace  pp',  rr'  et  qu’autour  du  point  Q on  fasse  tourner 
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Qg'  ou  bf,  on  connaîtra  pour  chaque  position  de  celle  droite, 
les  valeurs  de  cp.cp',  br.hr',  bQ  et  cQ,  el  la  relation  ci-des- 
stis  donnera  bg'  par  une  équation  du  premier  degré,  puisque 
cg'  z=  bg' — bc;  par  consécpienl  le  point  de  la  conique,  situé 
sur  la  direction  de  bc,  qui  pivote  autour  de  Q comme  pôle, 
sera  lui-  même  donné  par  une  construction  linéaire. 

On  déterminera  plus  facilement  le 'point  générateur  g',  si 
l’on  construit  la  position  correspondante  de  la  sécante  indéfi- 
nie pq';  il' suffira,  en  effet,  de  trouver  pour  chacune  des  po-' 
silions  de  Qg',  ce|le  du -point  tel  que  /r,  où  pg'  rencontre  la 
direction  rr’  du  côté  fixe  ba  du  triangle  abc;  or,  ce  triangle, 
coupé  par  la  transversale  rectiligne  pg'/f,  donne 

cp . bg' . ak  = up . cq'  ,bk; 

multipliant  celte  équation  par  celle  ci-dessus  (e),  il  viendra 
simplement 

ap'  ,cQ.(br),nk  =■  (ar).cp'  .bQ.bk, 

d’où  l’on  tirera  ak  et  bk,  puisque  bk::^'ak  -h  bk. 

Cette  équation  ne  change  pas  de  forme  quand  la  droite  Qç' 
vient  à passer  par  />  ; on  a alors 

ap' .pQ.(br).ak  ~ {ar'^.pp'  .bQ.bk  ; 

ce  qui  permet  de  construire,  de  déterminer  la  position  d(> 
la  tangente  au  point  p. 

Cette  même  équation  peut  se  simplifier  davantage  encore  en  • 
considérant  la  direction  indéfinie  de  rQO  comme  transversale 
du  triangle  abc,  ce  qui  donne 

• bQ. ar. ci)  — cQ.br. aO, 

•'Mjudlion  (|ui,  inullii)liée  par  la  précédente,  devient 
ap'  .br' . £,'(  ) . ak  — .pp'  .ai'  .ai),  bk, 
et  (|u’on  pourrait  simplifier  à son  tour. 

Cas  particulier  de  tangence.  — Quand  l’un  des  côtés  du 
triangle  transvers;il  abc,  ac  par  excnnple  ( /ig'.  45),  est  langent  à 
la  conique,  l’équation  («)  devient 

ap  (ô;  )(cQj  = (<(/)  {/»Q)  rp  ., 
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Par  conséquent,  si  l’on  connaît  les  ([uatre  points  <J,  r,  r',  Q'  et 
la  position  de  la  tangcnD*  ne,  on  trouvera  par  l'équation  ci- 
dessus  la  position  du  point  de  contact  p ; cette  équation  du 
2'  degré,  indique  qu’il  v a deux  coui(|ues  qui  remplissent  la 


t'ig.  /,5. 


condition.  Le'  point  de  contact  p une  fois  obtenu,  on  pourra 
trouver  autant  de  points  Q'  de  la  courbe  (]uc  l’on  voudra,  eu 
faisant  varier  QQ'  autour  de  Q;  on  déterminera  ircs-facile- 
ment  ensuite  et  à priori  la  tangente  en  l’un  (|uelcomjue  de  ces 
points,  Q',  par  exemple. 

Pour  cela,  il  suflil  de  tracer  la  transversale  Q' r,  et  de  suppo- 
ser que  la  droite  rr'  tourne  autour  de  r'  jusqu’à  se  confondre 
avec  r'Q'.  On  aura  en  effet,  par  le  procédé  ci-dessus,  Ir  étant 
le  point  (u'ola  tangente  en  (J'  rencontre  ne,  et  A celui  où  r'Q' 
rencontre  la  même  droite. 

A p . Q'  »•' . c Q . hc  = cp.Xr' . Q'  Q . h A ; 

et,  comme  /rc^/r.A  — Ac,  on  obtiendra  la  valeur  de  /rA  par 
une  équation  du  i"  degré  seulement. 

f'ns  particuliers  où  des  sommets  ilu  triangle  transversal 
sont  sur  la  conique. — Premièrement,  si  le  sommet  c du  trian- 
gle abc  [Jig.  4^)  se  trouve  seul  sur  la  conique,  les  points  c,  p, 
Q'  se  confondent  tous  trois  en  Q',  />Q'  devient  tangent  à la 
courbe  en  ce  même  point,  et  alors  on  a,  en  remplaçant  les 
notations  de  la  Jig.  44  psT  celles  de  la  fig.  46. 

ap'AHy.{br)  aW  — (ar).  p'  (V . I>() . hK. 
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En  second  lieu,  qu’on  prolonge  rQ  jusqu’en  O,  sur  nQ', 
' ■'  Fig-  46. 


Qr  iransversale  par  rapport  au  triangle  abc  donne  incontinent, 
bQ.ar.OQ'=zQQ'.rb.Oa; 
multipliant  parla  précédente  équation,  on  obtient 
ap' . br' . a K . OQ'  = ar'  .p'  Q'  .bK.Oa; 

Pt  si,  en  outre,  Qc devient  tangent  à la  conicjue  en  Q {fig.  4-j), 

Fig-  47- 


L 


le  sommet  b s’y  confondra  aussi,  de  sorte  qu’on  aura 
ap' . 0 /■'  • « K . ( 1 0'  = Cl  ' //  0' . QK . ( ) rt  ; 
relation  à remarquer  en  passant. 
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Considérons  enfin  la  droite  p'  r'  de  la  Jig.  4^,  comme  Irans- 
vcrside  du  triangle  «QQ',  qui  coupe  QQ'  en  L,  on  aura 

Q'/>'.QL  nr'—tip'.Q'L.Qr', 

et.  en  mullipliant  avec  ré(]uation  précédente, 

. MK.QL.t)y'  = aO.QK.Q'L; 

par  conséquent,  si  p'  r'  devient  à son  tour  tangent  en  1*  à la 
conique  (Jig.  4^)>  c’est-à-dire  quand  le  sommet  a du  triangle 


Tic-  4»- 


transversal  primitif  s’y  confond  avec  //  et  /■',  on  a la  nouvelle 
relation 

1»K.OL.OQ'=PO.QK.Q'L, 

qui  prouve  (|ue  les  trois  points  K,  O,  L sont  en  ligne  droite 
( théorème  connu  ). 

Avant  de  quitter  ce  sujet,  je  donnerai  deux  exemples  de 
l’application  du  théorème  fondamental  (p.  G8)  aux  propriétés 
des  systèmes  de  coniques,  qu’il  serait  facile,  d’étendre  aux 
courbes  de  degré  pair  en  général. 

TiifioHÈMK. — Si  l'on  fait  varier  une  conique  quelconque,  en 
rassu/ellissanl  à passer  toujours  (Jig.  {9)  pttf  quatre  points 
fixes  P',  0',  K,  K',  la  corde  PQ,  déterminée  par  ses  nouvelles 
rencontres  avec  les  droites  également  Jixes  P'Ptfl,  (J'Qèc, 
pivotera  sans  cesse  autour  d’un  dernier  point  invariable  K,  de 
la  direction  \\'\{. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  évidente  de  ce  qui  pré- 
cédé; mais  on  peut  le  démontrer  dirc'ctement.  Ainsi,  qu’on 
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prolonge  la  corde  P'Q'  jusqu’à  sa  renconlre  K'  avec  RU',  il 
en  résultera  un  quadrilatère  inscrit  PQ  Q'P'  coupé  parla  trans- 

P‘B-  'Î9- 


versale  K'R'Rac,  et,  d’après  ce  qui  a été  tout  d’abord  démon- 
tré, on  a la  relation 

«R.aR'.cK.cK'=  cR.cR'  aK.ctK'. 

Or,  dans  cette  équation  tout  est  constant,  excepté  «K  et  cK; 
de  plus  cK  = «K-f-«c,  et  comme  ac  est  aussi  constant,  on 
en  conclut  que  aK  conserve  la  même  valeur  pour  toutes  les 
coniques  qui  passent  par  P',  Q',  R',  R. 

La  proposition  analogue  a lieu  pour  le  cas  d’une  courbe 
géométrique  quelconque  de  degré  pair. 

Problèue. — 'Trois points  p,  q,  q'  {Jig.  5o),  communs  à deux 
coniques,  étant  donnés,  trouver  le  quatrième  (p'),  en  supposant 
connues  les  intersections  r',  R,  R'  de  ces  coniques,  par  une. 
transversale  arbitraire  ber'. 

La  direction  de  ebri,  celle  de  qq'  et  de  pp'  formeront,  par 
leurs  rencontres  mutuelles,  un  triangle  afcc  qui,  étant  consi- 
déré comme  transversal  par  rapport  aux  deux  courbes,  don- 
nera respectivement 

{ap){cr)[bq)  = {aq)[br){cp), 

{aq){bR]{cp)  = {ap){cR){hq); 
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mulliplianl  rcs  t‘(|ualions  par  ordre,  on  oblieni  lu  relation 
très-simple,  déjà  remarquée  ei-dessus  (p.  ’jo), 

(er)(èK)=(è/-)(eH): 

on  trouvera  le  point  c,  seul  inconnu  sur  br',  avec  une  simple 
règle,  en  formant  à volonté  un  (piadrilatère  dont  les  côtés 


Fi(».  5o. 


b 


opposés  s’appuient  respectivement  sur  les  couples  de  points  r 
et  r',  R et  H';  tandis  que  l'une  de  ses  diagonales  passe  par  le 
sommet  b,  l’autre  ira  déterminer  r sur  br’,  ce  qui  fera  con- 
naître p'  sur  la  direction  de  cp. 

.■ipplication  de  la  méthode  aux  courbes  géométriques  d'ordre 
quelconque,  coupées  par  trois  droites  arbitraires  ; construc- 
tion de  l'une  des  intersections  par  les  autres  successivement 
réduites  à trois  points  en  ligne  droite. 

Procédé  général  d’élimination  des  segments,  applicable  aux 
cas  de  tangence  (p.  73  à 76).  — Soient  une  courbe  géomé- 
trique plane  de  degré  quelconque  m (Jig.  5i);  oèc  un  triangle 
dont  les  côtés  rencontrent  les  diverses  branches  de  cette  courbe 
en  3ni  points  : on  aura,  d’après  le  théorème  généraJ  de  Carnot, 

( ap ) (br)  (cq)  = ( ar)  (bq){ cp ). 

An  moyen*  de  cette  équation,  3m—  i points  de  la  courbe. 
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/''>  - ; (/.  <]',  q",---,  r,  /•',  (*U»nl  connus,  on 

déierininera  lincairomcnt  le  demicr,  /•"  par  exemple.  A cet 

Fi(j.  5i . 


effet,  soit  tracée  la  droite  indéfinie  h"q"  qui  rencontre  le  pro- 
longement du  côté  ac  du  triangle  abc  en  A ; ert  la  considérant 
comme  transversale  de  ce  même  triangle,  on  aura 

ar" . hq"  cl,'  = br" . cq" . ah. 

Multipliant  la  précédente  é(|uation  par  eclle-ci,  il  viendra 

(ap).  br.  br' . cq  . cq' . ch  = ar. ar' . bq . bq'  .(cp). ah. 

Cette  équation  ne  renfermant  plus  bq"  ni  br",  sert  à déterminer 
la  position  de  h linéairement,  comme  on  le  verra  ci-après. 

Supposez  maintenant  que  la  ligne  droite  cq"  vienne  à tour- 
ner autour  du  sommet  c jusqu’à  passer  par  r";  dans  ce  cas  les 
points  b et  q"  se  confondront  avec  r",  et  la  rélatioji  ci-dessus" 
ne  cliangcant  point  de  forme,  donnera  encore  la  position  du 
point  /i  ; mais  la  droite  q"  r"  devient  évidemment  tangente  à 
la  courbe  ; donc  ce  procédé  donnera  la  tangente  en  un  point 
quelconque  d’une  ligne  géométrique  tracée  dans  un  plan. 

Cas  des  courbes  de  def'ré  pair. — Pour  éviter  que  la  figure 
ne  soit  trop  confuse,  Je  suppose  qu’une  courbe  du  4'  degré 
soit  décrite  sur  un  plan  ; ce  que  nous  allons  dire  de  cette 
courbe  particulière  s’appliquera  à toutes  celles  de  degré  pair. 
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Soit  tracé  (|uelque  pari,  sur  le  plan  de  la  courbe  non  repré- 
sentée (Jig.  5a),  un  triangle  transversal  abc  dont  le  côté  ch- 
iasse par  l’un  des  points  donnés  r"  de  la  courbe,  auquel  on  veut 
mener  une  tangente,  etc.;  sup|iose/  d'ailleurs  que  chacun  des 

l'ie. 


/ 


ciHés  de  ce  triangle  rencontre  la  courbe  en  autant  de  points 
qu’il  est  marqué  par  son  degré  : le  côu'“  ch,  par  exemple,  aux 
quatre  points  r,  r',  le  côté  ah  en  p,  p' , p",  p'",  enfin  le 

côté  ac  aux  quatre  points  7,  7'.  7",  7''.  On  pourra  joindre  ces 
points  deux  à deux,  par  plusieurs  manières  différentes,  de 
lacon  à former  autant  de  polygones  distincts,  chacun  de  douze 
côtés  et  tels  noutmmenl  que  le  dodécagone,  de  forme  tonte 
particulière, 

(l'"  r'”  r" p" p ij  <l'  r r' p' p"i/"(f  ou  1 2 3 4 5 6 7 8 y 10  i i 1 2 1 , 

inscrit  dans  la  courbe,  et  dont  tous  les  côtés  de  rang  pair 
2.3,  4 5,  etc.,  se  confondent  en  direction  avec  ceux  du  trian- 
gle abc,  comme  le  montre  la  fig.  52  ci-dessus. 
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(;ela  posé,  on  a l’équaVion 

[ap)  [br){cq)  ■=z[aq){hp)  (rr]  ; 

le  côlén  .a,  ou  non  cunfondii  avec  un  côté  du  triangle, 
et  qui  joint  deux  points  q"  el  situés  l’un  sur  ac  et  l'autre 
sur  bc,  rencontrera  le  3'  côté  ab  de  ce  triangle  en  un  point  P. 
Pareillement,  le  côté  3-4  ou  r" p"  coupera  le  côté  ac  en  Q, 
et  en  considérant  de  même  tous  les  côtés  de  rang  impair  Jus- 
qu’au dernier  1 1 . la  ou  p''q",  qui  coupe  cb  en  R',  on  obtien- 
dra six  nouveaux  points,  P et  P',  Q et  Q',  R et  R',  situés  deux 
à deux  sur  les  côtés  prolongés  du  triangle  abc  ; ces  six  points 
.correspondent  respectivement  aux  six  côtés  de  rang  impair 
du  polygone  en  question,  lesquels 'pris  successivement  pour 
transversales  du  triangle  abc,  donnent  : 


transversale  (pçR), 
» {p''q"\V), 

..  [rq'V), 

» (r"’</”'P), 

» (/>'QV). 


aq . bp . c R = cq.ap.  b R, 
aq" . bp" . c R'  = cq" . ap" . A R', 
aq' . cr.  b P'  = cq' . br.  «P', 
aq"" . cr'" . A P = cq'" , br'" . a P, 
cr'.bp'.aQ'  = br'  .ap'  .cQ', 
cr" .bp'”  .aQ  = br" .ap'" ,cQ. 


Multipliant  ces  équations  entre  elles  dans  l’ordre  où  elles  se 
présentent,  il  viendra,  toutes  réductions  faites. 


cR.cR'.AP.AP'.rtQ.rtQ'=  AR.AR'.aP.aP'.cQ.cQ'. 

Donc  (p.  70)  les  points  P,  P',  Q,  Q',  R,  R',  obtenus  par 
la  règle  seule,  sont  situés  sur  une  môme  courbe  du  a'  degré; 
c’est-à-dire,  en  général,  sur  une  courbe  d’un  degré  moitié  ou 
sous-double  de  celui  de  la  courbe  primitive,  puisque  les  rai- 
sonnements précédents  sont  applicables  à une  courbe  quel- 
conque d’un  degré  pair,  dont  les  intersections  avec  les  côtés 
du  triangle  transversal,  satisfont  aux  conditions  géométriques 
du  principe  de  continuité  (*). 


(*)  Foir,  dans  les  premières  parties  du  Cahier  ci-après,  ce  qui  con- 
cerne les  équations  à deux  termes,  dont  les  conséquences  relatives  au 
triangle  transversal  des  courbes  géométriques,  particulièrement  déve- 
loppées aux  n°"  i48,  149,  <66  de  Vj^nalyxe  des  Transversales  publiée  dans 

II.  ()  . 
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Si,  à leur  lonr,  on  irailaii  les  six  poinls  ainsi  ol)tenus„de 
la  même  manière  el  comme  on  l’a  l'ail  nolammeiit  p.  71,  011 
ironveraii  trois  derniers  points  (|iii  appartiendraient  à une 
même  ligne  droite. 

En  général,  les  poinls  P,  P',  (J,  11,  H'  étant  sur  une 

ligne  continue,  il  existe  entre  eux  une  dépendance  telle  que, 
tous  moins  un  seul  étant  donnés,  le  dernier  peut  se  déterminer 
avec  la  règle;  ce  <|ui^  suppose  évidemment  une  dépendance 
analogue  entre  les  3 ni  premiers  poinls  p,  p' , p", Conce- 

vons, en  particulier,  que  le  point  r”  reste  inconnu,  tous  les 
autres  étant  donnés,  le  point  P sera  aiissi^incpnnu  puisqu’il 
.se  trouve  sur  r^ç",  mais  les  cinq  autres  P',  Q,  Q',  R,  R'  éunl 
donnés  immédiatement,  P pourra  (p.  71)  se  dtvlerminer  par 
leur  moyen  avec  la  règle  seule,  puisqu’il  est  sur  Ip  même  co- 
ni(|ue;  donc  aussi  le  point  /•"'sera  constructible  avec  la  règle 
seule.  . ■ " 

Reniarqiu^.  Pans  le  cas  oii  le  degré  de  la  courbe  décrite 
serait  une  puissance  quelconque  de  2,  on  trouverait  par  des 
opérations  successives  qui  s’effectueraient  avec  la  règle  seule, 
sur  les  côtés  du  triangle,  tie  nouveaux  points  appartenant  à 
des  courbes  d’un  degré  successivement  sous-doûhlç,  el  l’on 
parviendrait  définitivement  à assigner  trois  derniers  poinls  qui 
devraient  être  en  ligne  droite.  Si  donc  l’un  des  3«t  premiers 
poinls  appartenant  aux  trois  côtés  du  triangle  «èc  était  in- 
connu, il  pourrait  se  déterminer  par  la  connaissance  des  au- 
tres; car  il  est  visible  que  les  constructions  précédentes,  étant 
appliquées  aux  poinls  connus,  donneront  deux  derniers  points 
aussi  connus  de  position,  lesquels  en  détefmineroiii  à leur 
tour  un  troisième,  d’où  dépendra,  j>ar  des  constructions  abso- 
lument inverses,  le  i)oinl  cherché  de  la  courbe.  On  conçoit 
au  reste,  que,  dès  qu’à  un  point  primitif,  il  ne  correspond 
qu’un  seul  côté  inconnu  du  premier  pohgone,  il  n’y  aura  aussi, 
dans  chacune  des  constructions  successives,  qu’un  seul  point 


le  tome  VHl  du  Jonnml  <lr  Cirllr,  consistent  en  ce  qne  les  poinls  d'itv- 
lerseclion  mutuelle  doivent  être  en  nombre  pair  ou  zéro  sur  les  proloii-  • 
gemenis  des  côlé.s  dû  triangle  ; la  relation  à deux  termes  entre  les  segments 
ne  comportant  explicitement  aucun  signe  algébrique.  ' . 
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qui  reste  inconnu;  donc,  quand  la  série  des  trois  derniers 
])oints  viendra  à être  déterminée,  toutes  les  autres  séries  de 
points  le  seront  simultanément. 

D’ailleurs  ces  constructions  faciles,  quoique  multiples,  étant’ 
absolument  indépendantes  des  sommets  a,  h,  c du  triangle. 


Fig,  53. 


elles  ne  cesseront  pas  d’être  exécutables,  c’est-à-dire  qu’elles 
ne  deviendront  pas  illusoires,  quand  abc  s’évanouira;  donc, 
par  la  loi  de^  continuité,  elles  devront  encore  déterminer  le 
•dernier  point  demandé.  Cette  observation  s’applique  aussi  à la 
recherche  de  la  tangente  en  un  point  donné.  ^ 

Cas  des  courbes  de  degré  impair. — Passons  maintenant  aux 
lignes  géométriques  d'un'degré  quelconque  impair,  et,  comme 
ci-dessus,  supposons-les,  pour  plus  de  facilité,  du  troisième 
degré.  Ce  que  nous  dirons  de  celles-ci  s’étendra  facilement  à 
toutes  les  courbes  d’un  degré  donné  impair  (*). 


(*■)  M.  Mannheim  me  fait  observer,  avec  raison,  que  l’on  peut  toujours 
•_  ramener  ce  dentier  cas  au  précédent  par  l’addition  d’une  droite  quelcon- 
que transversale  du  triangle  abc\  ce  que  j’ai  fait  en  d’autres  occasions, 
• ■ . ^ . 6.  ' . 
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Dans  rc  ras  il  sr  irauve  trois  points  pj»' i>",  rr'  r"  sur 

chacun  des  côtés  du  triangle  i joignez  alternativement  deu^ 
points  p"  cl  q"  pris  sur  les  côtés  «6  et  bc,  puis  deux  points  q' 
et  r"  pris  sur  les  côtés  hc  et  ne,  et  ainsi  de  suite,  il  ne  vous 
restera  pjiis  à la  fin  qu’un  seul  point  r,  quelle  que  soit  la 
courbe  : en  prenant  successivement  ces  droites  pour  des 
transversales  du  triangle  nhe,  il  viendra  comme  ci-dessus. 


transversale  p"  q"  H' 
» r"q'\‘’ 


» p'  Q'  r' 

I)  pq  R 


bf/'..  C(/" . rt  R'  = ap"  .bq''.cW, 
ar" . cq' . bV  =■  cr"  bq' . a P', 
bp'  .ar' .cQ'  = ap' .cr' .bQ', 
bp.rq  .ail  = ap  .bq.cW, 


d'ailleurs,  on  a par  définition. 


[ap]  [bq)  [vr)  = [bp)  [cq)  [ar);  - 
multipliant  et  réduisant,  on  obtient 


cr.aR'.ôP'.cQ'.aR  = nr.cR.  cR'.rt  P'.ôQ'. 

Par  le  point  restant  r,  soit  menée  à volonté  une  transversale 
rQP  dans  le  triangle  abc,  elle  donnera 


ar.cQ.bP  = cr.bQ.aP  ; 

multipliant  à son  tour  la  précédente  équation  par  çello-ci,  il 
vient  , 

aR.«R'.ôP.6P'.cO  cQ'=cR.cR'.rtP.flP'.ÔQ.ÔQ'. 

Les  six  points  P,  Q,  P',  Q',  R,  R'  sont  donc  sur  une  même 
section  conique,  ou  en  général  sur  une  courbe  du  degré 

- [m  -H  i)t  ni  elanl  impair. 

Remarque.  — On  voit,  par  cette  discussion,  qu'on  pourrait 
prendre  le  point  Q ou  P à volonté;  d’après  cela,  il  semble 
qu’il  n’y  ait  aucune  liaison  nécessaire  ejilre  les  points  P',  R', 


en  la  conduisant  toutefois  par  l’une  des  intersections  à considérer;  mais 
cette  addition  constituerait  une  complication  et  un  changement  de  mé- 
thode que  j’ai  voulu  éviter  dans  c.es  premières  tentatives  de  générali- 
sation. 
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R,  Q'  et  r qui  sont  les  derniers  points  obtenus;  niais  il  est 
visible  que  le  point  r est  déterminé  avec  la  condition  que,  Si 
par  ce  point  on  mène  à volonté  une  droite  rQP,  les  six  points 
P,  P',  Q,Q',  R,  R'  soient  toujours  sur  une  section  conique.  Or, 
cette  seule  condition  suffit  pour  déterminer  la  position  de  r; 
en  effet,  qu’on  prenne  Q à volonté,  on  trouvera  ensuite,  avec 
la  règle  seule,  le  sixième  point  P qui,  avec  les  cinq  autres  Q, 
P',  Q',  R,  R',  doit  être  sur  une  même  conique;  traçant  enfin 
PQ,  le  point  r où  cette  droite  coupera  le  côté  ac,  sera  le 
point  demandé,  etc.  D’après  ce  qui  précède,  ce  point  restera 
le  même,  quel  que  soit  le  point  Q qu’on  ait  choisi. 

Pour  compléter  la  solution  du  problème,  on  construira,  à 
l’aide  des  6 points  dont  on  vient  de  parler  et  par  la  règle 
seule,  3 nouveaux  points  qui  seront  Situés  en  ligne  droite. 
Par  conséquent  l’un  de  ces  points-se  déterminera  au  moyen 
de  2. autres:  en  remontant  ensuite  aux  6 points  précédents, 
on  obtiendra  celui  de  ces  points  qui  se  trouve  seul  inconnu; 
ce  dernier  enfin  fera  connaître  celui  qu’on  cherche  parmi  les 
y points,  p,. . . q,. . ■ r,  dont  8 sont  donnés  à priori. 

Si  la  courbe  était  du  7*  degré,  on  aurait  21  points  d’intersec- 
tion sur  les  côtés  du  triangle  abc,  7 sur  cbacuîi  d’eux;  en 
laissant  à part  l’un  de  ces  21  points,  on  en  conclurait  d’abord^ 
comme  ci-dessus,  10  autres;  si,  par  le  point  restant,  on  mène 
enfin  une  droite  arbitraire  qui  coupe  les  deux  côtés  du 
triangle  abc  distincts  de  ce  point,  en  de  nouveaux  points,  on 
aura  en  tout  12  points  qui  devront  appartenir  à une  courbe  du 
4*  degré;  l’un  des  21  premiers  points  étant  donc  inconnu,  il  y 
en  existe  un  parmi  les  12  nouveaux  qui  le  sera  aussi,  et  il  n’y 
en  aura  qu’un  seul.  En  traitant  ces  12  nouveaux  points  appar- 
tenant à une  courbe  du  4*  degré  comme  nous  l’avons  fait  ci- 
dessus,  on  en  trouvera  6 autres,  situés  sur  une  conique,  puis 
en  remontant,  on  arrivera  au  point  censé  inconnu. 

On  saura  donc  déterminer  le  dernier  point  d’intersection 
d’une  courbe  du  degré  m avec  un  système  de  trois  droites 
données  de  position,  quand  on  connaîtra  les  3w—  i autres 
intersections  appartenant  à ces  droites. 

• 

Tracé  des  luiigcnles. — De  ce  qui  précède  et  en  se  rappelant 
ce  qui  a été  dit  primitivement  sur  la  manière  do  mener  une 
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tangenie  en  un  point  quelconque  d’une  courbe  géométrique 
donnée,  on  en  conclura  facilement  le  moyen  de  tracer  celle 
tangente  avec  la  règle  seule.  Il  suffira,  pour  cela,  de  décrire  un 
triangle  dont  un  des  sommets  soit  en  ce  point,  et  dont  chaque 
côté  coupe  du  reste  la  courbe  en  autant  de  points  qu’il  y a 
d’unités  dans  son  degré;  de  remarquer  qu’alors  il  y a deux 
points  sur  les  côtés  .adjacents  à ce  sommet,  qui  se  sont  con- 
fondus en  un  seul  avec  lui,  en  sorte  que  la  droite  qui  les  joint 
est  urte  tangente  à la  courbe.  Le  point  où  celle  tangente  ren- 
contre le  côté  opposé  du  triangle  sera  déterminé  par  les  raôtnes 
opérations  que  ci-dessus,  et  il  n’y  aura  rien  à changer  ni  aux 
constructions,  ni  aux  raisonnements. 

Si  le  point  -auquel  on  veut  mener  une  tangente  était  à l'in- 
fini, au(|uel  cas  les  côtés  adjacents  du  triangle  deviendraient 
parallèles  entre  eux,  la  construction  sérail  encore  applicable; 
car  étant  indépendante  des  sommets  du  triangle,  elle  donne- 
rait ainsi  la  position  même  de  l’asymptote  correspondante  de  . 
la  courbe;  mais  on  voit  qu’il  faudrait  en  connaître  nécessaire- 
ment la  direction. 

Remarque  spéciale.  — Une  courbe  géométrique  plane  étant 
du  degré  ni,  si  l’on  en  connaît  à priori  un  point  multiple  de 
l’ordre  m — i,  on  pourra  la  décrire  par  points  avec  la  règle 
seule,  tracer  ses  tangentes,  etc.  (*). 

Détermination  et  tracé  des  coniques  çsculatrices  en  un  point 
donné  d'une  courbe  géométrique, 

I’roblèsie  I.  — Une  courbe  géométrique  étant  décrite  .sur 
un  plan,  déterminer  pour  un  point  quelconque  de  son  péri- 
mètre, la  conique  osculatrice  du  second  ordre  en  ce  point,  as- 
sujettie à satisfaire,  en  outre,  à d’autres  coiuUiions. 

Considérons  un  triangle  quelconque  abc,  situe  sur  le  plan  de 
la  courbe  pqp' if  g-  54),  comme  transversal  par  rapport  à 


(’)  Foir  V A naljr.fc - <le.s  'l'raitsi’crsntes,  citée  dans  la  précétlente  note 
(l™  partie,  § IV,  n“  198  et  suivants);  cette  analyse  coiilient  le  dévelop- 
pement de  ces  premières  idées.  ... 
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Tflle  courbe  que  nous  supposerons,  pour  plus  de  siiiiplicile, 
du  3'  degré  seulemenl;  on  a,  comme  on  sait, 

Utp)  ih)  (<■•'■)  = («'•)  U>p)- 

Menons  par  les  trois  points  p' , />"  et  q"  une  section  coniiine 
(juclcoiique  : elle  renconuéra  les  côtés  du  triangle-«6c  proion 


Fig.  54. 


gés,  en.  trois  autres  points  R,H',  Q,  cl  l’on  aura  celle  rtonvelle 
relation  métrique 

aR.oR'^  çq" .cQ. bp' .bp"  = ap' . ap" . bq" . tQ.c  R.cR'. 
Multipliant  ces  deux  équations  membre  à membre,  il  vient 
( 1 ) ap.bq.  bq' . {cr)  .aR.aW  .cQ  = bp  .<;q . cq' . [ar) . cR  • c R' . ôQ. 

Supposon.s,  en  premier  lieu,  que  la  transversale  abp"  de- 
vienne tangente  à la  courbe  donnée,  c’est-à-dire  que  les 
points  p'  él  p"  se  réunissent  en  un  seul  : la  conique  deviendra 
elle-même  tangente  à la  courbe  en  ce  point,  et  la  relation  ci- 
dessus  ne  renfermarn  ni  p'  ni  p",  subsistera  toujours  et  donnera 
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par  là  loul  ce  qui  peut  concerner  le  système  «le  la  courbe 

proposée  cl  de  la  coniiiuc  tangente. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à rechercher  les  propriétés 
qui  résultent  de  cet  état  particulier  du  système,  et  nous  pas- 
serons loul  de  suite  au  contact  du  second  ordre. 

Supposons  donc,  en  second  lieu,  que  la  transversale  bc  se 
meuve  en  se  rapprochant  du  point  de  contact  ci-dessus  repré- 
senté par  (p'  p”),  le  point  q"  se  rapprochera  pareillement  de  ce 
point  et  se  confondra  avec  lui  en  même  temps  que  le  sommet 
b du  triangle  transversal  abc  (Jîg.  55).  Mais  alors,  en  appe- 
lant b le  point  de  contact,  la  relation  ci-dessus,  conservant  la 
même  forme  et  demeurant  toujours  applicable,  servira  à dé- 
. crire  la  section  conique  qui  a au  point  b trois  points  réunis 
en  un  seul  commun  avec  la  proposée;  c’est-à-dire  que  la  co- 
nique sera  osculatrice  à cette  même  courbe  en  ce  point  de- 
V(>nu  le  sommet  du  triangle  abc,  et  de  plus  elle  passera  par 
deux  points  R,  R'  donnés  à volonté  sur  le  plan  de  cette  courbe. 

Tracé  de  l'oscitlalrice  à l’aide  du  calcul  ('). — On  trouvera, 
par  la  règle  seule  ( fig.  55  ),  la  tangente  au  point  b de  la  courbe 
proposée,  ce  (|ui  donnera  le  point  p\  on  tracera  la  droite  indé- 
lînie  RR' qui  coupera  la  courbe  proposée  aux  points  /■,  r,  r"  dès 
lors  connus;  enfin,  par  le  pointé  on  mènera  une  transversale 
arbitraire  bc,  et  l’on  obtiendra  les  points  q et  q'.  Tout  ce  qui 
entre  dans  la  relation  (i)  sera  donc  entièrement  connu,  sauf 
les  segments  éQ  et  cQ,  relatifs  au  point  Q où  la  transversale 
arbitraire  cb,  rencontre  la  section  conique.  Celle  relation 


(*)  Ce  titre  de  subdivision  s’adresse  aux  ingénieurs  divers  qui  ont  be- 
soin de  tracer  à l’échelle,  des  courbes  et  des  figures  quelconques  de 
grandes  dimensions  soit  sur  le  terrain,  soit  sur  des  épures  ou  patrons  pré- 
parés à cet  effet  et  pour  lesquels  les  ressources 'graphiques  manquent  abso- 
lument. Officier  du  génie,  je  ne  pouvais  pas  dédaigner  l'iililité  do  l’aiipli- 
calion  du  calcul  aux  arts,  beaucoup  trop  négligée  de  nos  jours  dans  les 
Écoles  d’enseignement  préparatoire.  Écrivant  à la  hâte  ces  notes  manus- 
crites en  vue  du  Traite  des  Pm/>riétês  projectives,  j'ai  dé  n’en  pas  oublier 
le  but  essentiel,  inspiré  par  les  remarquables  travaux  des  Lamliert,  des 
Mascheroni,  des  Servois,  des  Brianchon,  des  Prony,  etc.  Peut-être,  celte 
tendance  de  mes  idées  géométriques  a-t-elle  pu  me  nuire,  plus  lard,  dans 
re.spril  des  savants  de  profession  trop  exclusifs*' 
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pourra  donc  servir  à délerminer  le  point  Q,  puisque  d'ailleurs 

cQ=^bc  — bQ. 

On  déduira  facilement  de  l’équation  (i)  le  rapport  de  cQ  à bQ 

Fig.  i5. 


par  les  tables  de  logarithmes,  puis  appelant  If  le  nombre  cor- 
respondant, on  posera 

cQ= /r./>Q  — 6c  — bQ,  d’où  bQ  = — • 

I -I-  /r 

Ainsi,  rien  n’est  plus  facile  que  de  délerminer  par  points 
l’osculalrice  à l’aide  du  calcul.  Mainieiianl  occupons-nous  de 
la  recherche  d’une  construction  graphique  qui  n’exige  que 
l’emploi  de  la  règle  ou  d’alignements  sur  le  terrain,  etc. 

On  y parviendra  sans  peine  en  se  rappelant  le  procécTé  em- 
ployé ci-dessus  pour  trouver  la  tangente  en  un  point  donné 
de  la  courbe. 

Trficé  purement  linéaire.  — Oii’on  décrive  en  eflel  les  trois 
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sécanlos  /'q'K,  r'K'  q,  prQ',  et  qu’on  les  prolonge  jusqu’à 
leur  nouvelle  renconlrc  avec  les  côU's  respeciifs  du  irian- 
gle  abc,  elles  donneronl  respeciiveineni,  en  les  considérant 
comme  des  transversales  par  rapport  à ce  triangle  ; 

1“  cq‘.ar"  bK  = bq'.ct"  aK, 

2°  {prQ')  bp.ar.cQ'  — ap.cr.bQ', 

. 3"  (K'r'q)  cq.nr'  bK'  = bq .cr'  .aK'. 

On  a d’ailleurs  la  relation  (i)  ci-dessus,  c’est-à-dire  : 

ap.bq  bq'  .{cr).aK.a]V  .cQ=  bp.cq  .cq'  .{ai).clK.cl{'  .b  O . 

» 

Multipliant  ces  quatre  équations  membre  à melnlire,  et  effaçant 
, les  termes  qui  se  détruisent,  il  viendra 

/>  K . A K'  X c Q . c Q'  X « H . rt  H ' - « K . fl  K'  X 60 . <>  Q'  X c K . c K' , 

. relation  qui  prouve  que  les  six  points  K,  K',  Q,  Q',  R,  R',  situes 
deux  à deux  sur  les  côtés  du  triangle  abc,  doivent  appartenir 
* à une  seule  et  même  conique.  Or,  cimj  de  ces  points  sont 
connus  et  donnés  par  la  construction  précédente,  et  il  n’y  a 
(|ue  le  point  Q qui  ne  le  soit  pas;  mais  comme  il  doit  se  trou- 
ver, sur  'une  droite  donnée  bq'c  passant  par  l’un  0*  tics  cinq 
points  appartenant  à la  section  conique  dont  il  s’agit,  on  le 
déduira  .sans  peine,  au  moyen  de  l’hexagone  de  Pascal  et  avec 
la  règle  seule,  des  cinq  autres  points  déjà  obtenus. 

Si  la  courbe  donnée,  au  lieu  d’être  du  3"  degré,  était  d’un 
degré  plus  élevé,  on  ramènerait  par  le  même  procédé,  et  en 
ayant  égard  à ce  qui  a été  dit  précédemment,  la  recherche  du 
point  inconnu  Q à celle  du  point  d’intersection  d’unç  section 
conique  donnée  par  cinq  points  quelconques,  avec  une  droite 
donnée  également  quelconque,  passant  par  l’un  de  ces  ciiuj 
points.  Je  pense,  d’ailleurs,  que,  après  tout  ce  qui  a été. 
dit  (p.  86)  du  procédé  pour  mener  une  tangente  en  un  point 
'quelconque  d’une,  courbe  géométrique,  il  devient  inutile 
d’examiner  en  détail  les  deux  cas  distincts  où  la  courbe  pro- 
posée est  de  degré  pair  ou  impair. 

Remarque  l.  — Dans  le  problème  qui  précède,  au  lieu  de 
tracer  la  conique  osculatrice  par  points  à l’aide  du  procéiie 
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d’abord  indiqué,  on  pourra  se  bot'ner  à rechercher  un  seul  de 
ses  points;  on  tracera  ensuite  cette  conique  par  les  méthodes 
connues  (t.  I,  p.  i38  et  i5o),  puisque  deux  autres  points  R, 
R'  de  cette  courbe,  la  tangente  bp  et  son  point  de  contact  sont 
donnés. 

• On  pourra  d’ailleurs,  en  décrivant  un  seul  cercle- tangent 
en  b,  trouver  par  nos  procédés  (*),  le  centre,  les  axes,  etc.,  de 
l'osculatrice  aVec  la  règle  seule,  et  ainsi  le  problème  sera  com- 
plètement résolu.,  ' • 

Remarque  II.  — Lorsque  les  points  R et  R'  de  l’osculatrice 
passent  à l’infini,  la  courbe  devient  une  hyperbole  pu  une 
parabole  selon  les  cas;  enfin  les  mêmes  points  R et  R'  pour- 
ront être  pris  sur  la  courbe  proposée  sans  que  les  construc- 
tions en  éprouvent  de  modifications  essentielles. 

Remarque  III.  — Si  la  conique  osculatrice,  au  lieu  de  passer 
par  deux  points  donnés  sur  le  plan  de  la  courbe,  devait  être 
simplement  une  circonférence  de  cercle,  les  deux  points  de- 
viendraient superflus,  car  le  cercle  oscillateur  est  entière- 
ment déterminé  par  son  point  de  contact;  tnais  la  construction 
qui  vient  de  nous  occuper  cesserait  d’être  applicable,  et  il  con- 
viendrait d’avoir  recours  pour  ce  cas  particulier  à un  procédé 
direct,  par  exemple  à celui  indiqué  ci-après. 

On  peut  cependant  suivre  une  marche  tout  à fait  simple  en 
observant'qué,  lorsque  deux  courbes  sont  osculatrices  entre 
elles,  elles  ont  nécessairement  au  point  de  tangence,  même 
cercle  oscillateur,  car  il  résulte  de  là  qu’on  pourrait  déter- 
miner comme,  ci-dessus,  une  conique  quelconque  osculatrice 
de  la  pressée,  et  tracer  ensuite  le  cercle  oscillateur  de  cette 
conique  ; ce  qui  s'exécutera  facilement  et  avec  la  règle  seule 
(Rem.  J),  en  se  servant  d’un  cercle  auxiliaire  quelconque 
tangent  en  b a bp  [fig.  55). 

(*)  Voir  l’art.  II,  p.  26a  et  suiv.  du  précédent  volume  où  se  trouvent 
exposées  les  propriétés  générales  du  système  de  deux  coniques  par  rap- 
port au  point  de  concours  des  tangentes  communes,  véritable  centre  i{e 
projection  mutuelle  des  deux  courbes,  nommé  centre. d’/ioninlogie  dans  lo 
Troitè  des.  Propriétés  projectives  : les  nombreuses  conséquences  de  cm 
propriétés  faisaient  partie  d’un  (allier  manuscrit,  que  j’ai  dû  supprimer 
dans  cette  publication. 
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Remarque  !F.  — Sans  soriir  des  considérations  qui  pré- 
cèdent, on  peut  démontrer  aiséjnent  et  à posteriori,  que  la 
conique  osciilalricc  et  la  courbe  proposée  ont  même  cercle 
osculateur  en  leur  point  de  contact. 

En  effet,  représentons  par  p la  corde  interceptée  par  la  sé- 
cante arbitraire  qbq'  dans  le  cercle  osculateur  en  6 à la  courbe 
géométrique  proposée,  et  par  p'  celle  qu’intercepte  sur  la 
môme  droite,  le  cercle  osculateur  de  la  conique  osculalrice 
qui  passe  par  les  points  R et  R'. 

On  aura,  pour  déterminer  p ( p.  68),  la  relation 

— J f 

ap.bq .hq' .{cr).ab  = bp.cb.cq  .cq' . {ar).ç>.  ‘ 

Mais  on  a aussi,  pour  déterminer  le  point  Q de  l’osculalrice, 
l’équation  ( i ) ci-dessus, 

bp.cq.  cq'  .{ar){cl{).bQ  = ap.bq . bq' . { cr  ) ( a R ) . cQ. 

Multipliant  ces  équations  membre  à membre  et  par  ordre,  il 
\iendra  finalement, 

ab.  (cR).èO  = bc.{a R).cQ.  p. 

Maintenant  on  aurait  évidemment  aussi,  pour  déterminer  le  p' 
correspondant  au  cercle  oscillateur  de  la  conic^ue,  cette  se- 
conde relation  semblable  à la  précédente 

(tb  .(cR).fty  = 6c.(rtR).c0.p', 

donc  p = p';  et,  comme  il  en  serait  de  môme  de  toute  autre 
sécante,  il  est  visible  que  les  points  des  deux  cercles  oscula- 
teurs  se  confondent  deux  à deux.  Ainsi,  comme  il  s’agissait 
de  le  démontrer,  le  cercle  osculateur  est  le  môme  pour  la 
courbe  et  pour  la  conique  osculatrice. 

Cas  des  simples  coniques.  — Examinons  en  particulier  le 
cas  où  la  courbe  à laquelle  il  s’agit  de  mener  une  osculatrice 
du  second  ordre,  est  elle-même  une  conique  quelconque  : 
on  a alors,  pour  déterminer  le  point  (j, 

{')•  cq  {fti){r\{).b()  = bq  .{er){fil\].cQ. 
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Pour  (lôduire  de  celle  équaiion  une  solulion  graphique, 
iracez  <//■'  (Jifi-  5ü),  qui  coupera  la  langenie  ba  en  K,  puis  KR', 


Fi(;.  56. 


sidérani  chacune  de  ces  droiles  comme  iransversale  du  irian- 
gle  ubc,  on  aura 

pour^r'K  bq .cr' .aK.  = cq ,ar' .bK, 

pour  KR'm  mc.rtR'. AK  = mfc.cU'. «K, 
pour  W/-X  inb.cr.a\=.  mc.ar.bX. 

Mulliplianl  ces  équalions  par  ordre  cl  par  l’équalion  (1)  ci- 
dessus,  il  vienl  immédialemenl 

cR.  AQ.rtX  = «R.cQ.  AX, 

nouvelle  équaiion  qui  apprend  que  les  irois  poinis  R,  Xel  Q 
doivenl  êlre  en  ligne  droile;  mais  le  point  R est  donné  el  le 
poinl  X est  délerminc  par  la  con.siruclion  qui  précède;  donc 
le  point  0 est  aussi  connu. 

Remarque  I.  — Si  l’un  des  poinis  donnés,  R,  par  exemple, 
se  trouvait  sur  la  courbe  à laquelle  on  veut  mener  l’oscula- 
irice,  la  construction  deviendrait  encore  plus  simple,  car  alors 
le  point  Q serait  le  point  m lui-même,  el  il  suffirait  de  tracer- 
bq,  qr'  el  KR'.  Ainsi,  dans  le  mouvemenlde  la  figure  çK/nXQ 
et  pour,  le  cas  général  qui  précède,  le  poinl  m décrit  aussi 
une  osculalrice  en  A,  passant  par  R'  el  r. 

Remarque  II.  — Supposez  qu’onJrace  AR'  jusqu’à  sa  ren- 
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contre  en  p avec  la  conique  donnée  et  qu’on  mène  pq,  je  dis 
que  celle  droite  ira  renconlrer  wU'  en  un  point  de  br.  En  ef- 
fet, la  figure  brr'qpb  forme  un  pentagone  inscrit  à la  conique 
donnée  et  ab  est  la  tangente  en  l’un  b de  ses  sommets;  eu 
regardant  donc  celte  tangente  comme  un  sixième  côté  nul,  et 
se  rappelant  que  les  côtés  oppost's  doivent  se  couper  en  trois 
points  situés  en  ligne  droite, on  en  conclura  sans  peine  la  pro- 
position énoncée. 

De  cette  remarque  on  peut  aisément  conclure  aussi  que,  si 
l’on  trace  la  corde  QR'  correspondant  à qp,  ces  deux  droites  se 
rencontreront  en  un  point  » qui  demeurera  sans  cesse  sur  une 
troisième  passant  par  b,  corde  commune  à la  conique  cher- 
chée et  à la  conique  donnée,  conformément  aux  considéra- 
tions générales  ci-dessus  rapportées.  Mais  nous  n’üisisterons 
pas  davantage  sur  ce  cas  particulier,  et  nous  allons  passer  à 
l’examen  des  contacts  du  3'  orilre.  ' 

K 

I’rubi.èmk  II.  — En  un  point  donné  b (Ji^.  ^•])  d' Une  courbe 
géométrique  quelconque,  mener  une  r.oniquè  oscidatriee  du 
3'  ordre,  passant  en  outre  par  un  autre  point  donn^  R. 

Supposons  tpie,  dans  le,  problème  »|ui  nous  a précédem- 
ment occupé  {_/ip;.  55)  et  où  il  s’agissait  de  trouver  l’osculatrice 

. \ 

Fie-  S?-  ■' 


en  b,  passant  par  R et  R',  le  point  donné  R'  soit  précisé- 
ment un  dos  points  de  la  courbe  géométrique  proposée,  et 
qu’d  se  confonde  par  conséquent  avec  l’un  des  points  r,  r',  r". 


' Dlgitized  by  CoogI( 


APPLIQUÉE  AUX  COURBES  GÉOMÉTRIQUES.  g5 

avec  r“  par  overnpie:  Téqualion  ( i ) qui  sert  à déterminer  le  » 
point  Q deviendra  alors,  puisttue  ar"  = «K',  cr"  = cR', 

' ap . tuf . hq'  .cr  cr'  .aK  cQ  = bp.  cq . cq‘ . ar.ar' . e R . i Q). 

Pour  déterminer  ÿ'raplii(iuenient  le  jioint  Q au  moyen  de 
reitc  é(|uation,  soit  menée  par  les  points  R et  (J  la  corde  RQ 
qui  renconlre  en  K le  troisième  cèlé  ab  du  triaiifile  abc\  en 
la  ej)nsidérant  comme  transversale  par  rajiport  à ce  triangle,  on 
aura  • 

CR./ïK  .<>Q  = aR./<K.cQ;  - 

multipliant  ea>s  deux  équations  par  ordre,  il  viendra- 
\ 

' ap.aK.bq.bq' . cr.cr' — bp.bK.cq.cq' .ar.ar', 

relation  qui  apprend  (lue  les  six  points  q,  q',  r,  r',  p et  K sont' 
situés  sur  une  seule  et  même  section  conique.  Or,  parmi  ces 
six  points,  un  seul  K est  inconnu  ; de  plus,  ce  point  est  situé 
sur  une  droite  (lonnée  ba  passant  par  l’un  p des  cinq  autres; 
donc  on  obtiendra  ce  point  par  la  règle  ^ule,  au  moyen  de 
l’hexagramme  mystique  do  Pascal.  Traçant  ensuite  KR,  cette 
droite  coupera  bq'c  au  point  Q qui  appartient  à la  conique 
osculatrice  cherchée. 

Nous  avons  supposé  ici  que  la  courbe  donnée  fût  du  3"  de- 
gré, mais,  en  se  rappelant  ce  qui  a été  exposé  (p.  86)  dans  la 
recherche  de  la  tangente  en  un  point  donné  d’une  courbe 
géométrique,  on  voit  sans  peine  comment  il  faudrait  agir  si  le 
degré  de  cette  courbe  était  plus  élevé;  car,  en  traçant  toujours 
RQ,  on  obtiendrait  en  général  3 (ni  — i)  points  situés  m — i 
à ni  — I sur  chacun  des  cotés  du  triangle  abc,  et  appartenant  à 
une  courbe  d’un  degré  moindre  d’une  unité  que  celui  de  la 
proposée  supposée  du  degré  ni:  parmi  ces  3 (ni  — i)  points, 
il  y en  aurait  3 (ni  — i) — T de  connus  et  un  seul  K d’inconnu. 

On  parviendrait  donc  sans  peine,  par  nos  procédés  (p. 
et  suiv.),  à assigner  six  points,  dont  K ferait  partie,  situés  deux 
à deux  sur  les  cêtés  du  triangle  abc  cl  devant  tous  être  pla'cés 
sur  une  même  section  conique;  ce  qui  ramènerait  le  problème 
à celui  qui  précède. 

' Cas  la  courbe  donnee  est  iin'e  conique.  — .Avant- de  . 
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passer  aux  conséqueiK’es  générales,  examinons  le  eas  pariicti- 
liér  où  la  courbe  donnée  esl  elle-même  du  second  degré. 
Alors  (fis-  58),  la  dernière  des  relations  ci-dessus  devient 

aK.bq  ,cr=  bK.vq  .ar; 

ce  qui  indique  que  les  trois  points  K,  g,  r,  doivent  être  en 
ligne  droite.  Or  nous  soinmes'déjà  parvenus  à ce  résultat  par 

Fig.  58. 


/ 

/ 


la  méthode  des  pages  76  à 77,  et  nous  savons  d’ailleurs  que  le 
théorème  de  cet  endroit  conduit  immédiatement  aux  pro- 
priétés connues  du  système  de  deux  coniques  qui  ont  un  con- 
tact du  2'  ordre.  D’autre  part,  en  supposant  que  R'  se  con- 
fonde avec  le  point  b,  il  donne  immédiatement  la  conique 
osculatrice  du  3'  ordre  en  ce  point,  qui  contient  R. 

Passons  maintenant  au  contact  du  3*  ordre  relatif  aux  cour-' 
bes  de  degré  quelconque  et  qui  est  une  conséquence  bien 
simple  de  ce  qui  précède. 

Cfis  général.  — Nous  avons  vu  (fig.  57,  p.  94)  que  les  six 
points  q,  q',  r,  r\  />  et  K devaient,  dans  le  cas  d'une  courbe 
du  3'  degré,  être  situés  Sur  une  seule  et  même  ligne  du 
2'  degré  afin  que  la  conique  QR6  fût  osculatrice  du  second 
ordre  à la  courbe  donnée,  et  eût  le  point  r"  ou  R'  en  commun 
avec  elle. 
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Supposons  aciuellenient  que  la  sécante  ac  (même  figure) 
se  rapproche  sans  cesse  du  point  b en  tournant  autour  du  point 
donné  R,  les  six  poinls  ci-dessus  devront  toujours  apparie-  ' 
nirà  une  même  conique,  pour  qu’à  son  tour  le  point  Q appar- 
tienne à la  conique  osculairice  en  b.  Si  donc  on  suppose  que 
la  sécante  dont  il  s'agit  pa.sse  enfin  par  le  point  b,  le  point  K' 
ou  r"  s’élinl  réuni  au  point  b,  la  courbe  sera  devenue  oscula- 
trice  du  3'  ordre  avee  la  première;  or  les  cinq  poinls  (/, 
r,  r'  et  P conservant  leur  existence  géométrique,  en  recher- 
chant le  sixième  point  K d’après  la  condition  (pi’il  soit  avec 
eux,  sur  une  même  coniipie,  on  en  déduira  (/'g'-  5ij)  le 
point  Q qui  aiqiarlieni  à la  section  conique  osculalrice  du 
3'  ordre  au  point  b avec  la  première. 

Celle  conséquence  résulte  immédiatement  de  la  loi  de  con-  ' 
linuilé;  car,  puisque  la  construction  de  Q subsiste,  elle  doit 


toujours  donner  des  poinls  qui  appartiennent  à une  conique 
passant  par  U et  par  R',  désormais  confondu  avec  b,  tout  en 
conservant  un  contact  du  a" ordre  au  même  point  b avec  la  pro- 
posée, c’est-à-dire  qu’elle  doit  avoir  (lualre  points  réunis  en 
un  seul  en  b. 


* 

Solution  définitive. — Les  six  poitits  q.  q',  r,  r',  p et  K,  étant, 
dans  le  cas  actuel  (fg.  5y),  situés  deux  à deux  sur  trois  droi- 
tes qui  passent  par  le  même  point,  il  est  aisé  de  construire  l’un 
. n.  7 
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quelconque  K d’enire  eux  au  mojcn  des  cinq  autres,  sans 
môme  recourir  à l’hexaf^ramme  de  Pascal. 

En  effet,  soient  (//".  6o)  q,  r,  p,  q',  le,  six  points  quel- 
conques d’une  section  conique,  placés  deux  à deux  sur  trois 
droites  qq',  rr',  pie  passant  par  un  même  point  h.  Achevons 
le  quadrilatère  inscrit  q'rqr'  dont  rr'  et  qq'  sont  les  diagp- 


Fi(T.  6o. 


nales;  les  côtés  opposés  concourront  respectivement  en  deux 
points  L 01  P situés  sur  la  polaire  PL  du  point  b;  or  il  en 
serait  de  même  du  quadrilatère  pqkq'  si  l’on  conitaissait  le 
point  /r;  donc  si  l’on  détermine  le  point  N où  le  côté  connu 
pq  de  ce  quadrilatère  rencontre  la  polaire  PL,  et  qu’on  joigne 
le  point  N ainsi  trouvé  au  point  q'  par  la  droite  Nç',  celle-ci 
coupera  la  direction  de  la  diagonale. /iô  au  sixième  point  k 
demandé  : ainsi  la  recherche  de  ce  point  n’éxigera  seulement 
que  le  tracé  de  sept  lignes  droites. 

Hemarque.  — D’après  la  remarque  déjà  faite  plus  haut,  la 
solution  précédente  s’étend  à toutes  les  courbes  géométriques 
possibles,  décrites  surtin  plan  : pour  éviter  les  erreurs,  il  con- 
vient de  s’occuper  d’abord  des  constructions  à effectuer  dans 
le  cas  (Jif;.  54,  p.  87,  et  55,  p.  89)  où  le  jtoint  U'  n’est  pas 
censé  confondu  avec  b,  et  où  la  conique  doit  être  seulement 
osculatrice  du  2'  ordre  avec  la  proposée;  puis  de  les  appli- 
quer au  cas  où  le  point  K'  est  confondu  avec  b,  et  où  par  con- 
séquent la  sccaikte  ac  correspondante,  jiassant  par  ce.  même 
point,  le  triangle  eibc  s’évanouit:  car  touU's  ces  constructions 
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resieronl  applicables  sans  aucune  modification  au  it*acé  fie,.  • 
l’osculatricc  du  3'  6i*dre. 

La  solution  qui  précède  peut  nous  conduire  encore  à celle 
de  celte  autre  question  d’un  ordre  plus  élevé,  mais  dépendant 
loufours  de  la  géométrie  de  la  règle  : 

/* 

« 

- Problème  111.  — En  un  point  donné  b {Jig.  61  ) d’une  courbe’  ■ 
géométrique  quelconque mener  la  conique  osculafrice  du 
ordre  en  ce  poinù 

Supposons,  dans  le  problème  ci-dessus,  que  le  pomt  R, 
donné  à priori,  soit  précisément  sur  la  courbe  proposée  et 
se  confonde  par  conséquent  avec,  le  point  correspondant  r'  de 
celle  courbe;  la  conslruélion  par  laquelle  on  obtenait  à vo- 
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lonlé  un  point  Q de  l’osculalrice  du  3'  ordre  en  b passant  par  R 
subsistera  toujours  sans  aucune  modification;  mais,  si  l’on 
veut,  en  outre,  que  ce  point  donné  R se  confonde,  avec  b,  et 
que  par  conséquent  la  conique  cherchée  y devienne  oscula- 
irice  du  4'  ordre,  cette  même  construction  deviendra  complè- 
tement illusoire.  C’est  pourquoi  II  est  nécessaire  de  recourir 
à une  autre  méthode  pour  parvenir  à la  solution  du  problème 
dont  il  s’agit,  et  qui  semble  difficile  pour  les  courbes  géomé- 
triques d’un  degré  supérieur  au  3'. 

Supposons  que,  dans  les  hypothèses  du  cas  général  (Jig.  5g) 
où  R n’est  pas  confondu  avec  b,  on  veuille,  déterminer  les 
positions  du  point  pour  lesquelles  il  se  confond  avec  sori 
. • ■ ■ ■ 7- 
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correspondant  q\  ce  qui  revient  à rechercher  les  autres 
points  où  l’osculatrice  coupe  la  courbe  proposée,  et  exige  que 
les  trois  points  K,  U et  q'  soient  en  ligne  droite.  Or  nous  savons 
(p.  78  et  suiv.)  que  les  si\ points  q,  r,  f>,  q',  K et  K doivent, 
en  général,  appartenir  à une  même  section  conique;  donc 
les  trois  points  q,  r,  p doivent  aussi  être  en  ligne  droite. 

Si  la  courbe  était  par  e\eni[)le  du  4'  degré,  il  y aurait  trois 
nouveaux  points,  en  sus  des  six  qui  précèdent,  situés  avec  les 
premiers  sur  les  droites  hq,  hr,  hp\  et,  par  les  menues  raisons, 
les  trois  points  K,  R,  q'  devant  toujours  être  en  ligne  droite, 
les  six  derniers  seraient  sur  une  conique:  des  circonstances 
analogues  auraient  lieu  potir  les  cotirbes  de  degré  supérieur 
au  4'-  Mais,  sauf  le  cas  des  courbes  du  3*  degré,  la  question 
de  trouver  une  transversale  qbq'  [fg.  6r)  qui  remplisse  les 
conditions  exigées  est  très-diflicile  à résoudre,  et  on  s’en 
rend  com[ite  en  observant  que  le  nombre  des  positions  cher- 
chées du  point  Q ou  q'  est  nécessairement,  et  en  général, 
2/ji  — 5 pour  une  courbe  du  degré  m.  En  conséquence  nous 
ne  nous  occuperons  d’abord  que  des  courbes  du  3'  degré. 

Cas  des  courbes  dit  3*  ordre.  — Les  trois  points  p,  q,  r 
[Jtg.  61)  doivent  alors,  comme  on  l’a  vu,  être  en  ligne  droite, 
mais  les  points  r et  />  sont  donnés  par  les  conditions  du  pro- 
blème; traçant  donc  la  droite  pr,  qui  coupe  de  nouveau  la 
courbe  au  point  q,  puis  la  droite  qb,  celle-ci  donnera  le  point  q' 
demandé,  pour  lequel  K,  R,  q'  sont  en  ligne  droite,  et,  par 
suite,  Q est  confondu  avec  ç'.'Duand  le  point  donné  R est  lui- 
méme  confondu  avec  è,la  construction  subsiste,  seulenrent  la 
direction  de  pr  devient  tangente  à la  courbe. 

On  peut  donc  encore,  pour  les  lignes  du  3'  ordre,  détermi- 
ner uti  point  de  l’osculatrice  avec  la  règle  seule.  On  en  obtien- 
dra ensuite  autant  d’autres  (luel'on  voudra,  en  faisant  attention 
que  la  conique  osciilairice  cherchée  doit  nécessairement  avoir 
un  contact  du  3°  ordre  avec  toute  autre  section  conique,  elle- 
même  osculalrice  de  cet  ordre  en  b avec  la  courbe  proposée; 
car  en  traçant  cette  conique  par  points  avec  la  règle,  on  en 
déduira  simultanément  ceux  de  la  section  coniqtie  osculalrice 
du  4'  ordre,  dont  un  point  est  donné. 

Sans  passer  par  ces  intermédiaires,  on  peut  d’ailleurs  con- 
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slruire  l'osculatrice  immédiatement,  en  agissant  comme  dans 
la  question  précédente  et  prenant  le  point  d'abord  obtenu  pour 
le  point  ci-dessus  R ou  r'. 

Cas  d’une  courbe  f'fionictriqne  quelconque.  — Si  la  courbe 
proposée  est  du  degré  m,  on  pourra  encore  construire  l'oscu- 
lalrice  du  4'  ordre  comme  on  va  le.  montrer. 

Soient  toujours  r' br,  bpp'  {Jig.  Us)  les  deux  droites  don- 
nées à prioiij  et  qq'  celle  dont  on  reeherebe  la  position;  d'a- 
près ce  qui  précède,  les  trois  points  q' r' h devant  être  en  ligne 
droite,  ceux  p,  r,  q,.. p',  r",  q",  . . en  nombre,3(  ni  — a), 

Fig.  Cj. 


devront  être  à une  courbe  <le  degré  ni  — 2.  Cette  condition 
suflit  pour  déterminer  la  position  de  bq' •.  supposez,  en  effet, 
qu'on  trace  une  droite  arbitraire  bqq",  elle  ira  couper  la  courbe 
en  ni  — t,  points  distincts'  de  b,  dont  on  choisira  ni — 3 à 
volonté;  on  regardera  ces  ni  — 3 points  comme  faisant  partie 
de  la  courbe  du  degré  ni  — 2 ci-dessiis,  avec  les  2 (ni  — 2) 
antres  points  donnés  sur  les  droites  fixes  bp  et  br-,  on  aura 
ainsi  3 (ni  — 2)— i = 3ni  — 7 points  de  la  même  courbe,  et 
on  en  déduira  par  la  règle  seule  { p.  78  et  suiv.),  le  3(ni — 2)''"'. 
Supposant  donc  (|u’on  exécute  |)our  chaque  sécante  arbitraire 
bq  la  même  construction,  la  suite  des  points  ainsi  obtenus  for- 
mera une  ligne  continue,  et  les  points  où  elle  ira  rencontrer  la 
proposée  seront  tels,  qu’en  joignant  le  point  b à l'un  d'eux  par 
une  droite,  elle  remplira  les  conditions  <'u  problème;  c'est-à- 
dire  que  chacun  des  points  où  elle  coupera  la  courbe  donnée 
appartiendra  à l'osculatrice  demandée. 
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Nous  iTeii  (lirons  p.is  davantage  sur  celle  solulion  à cause  de 
son  cxlrèine  complication;  je  crois  néanmoins, 'malgré  les  ap- 
parences contraires,  (pi’il  doit  exister,  pour  ce  cas  général  de 
/ Eosculalrice  conii|ue  du  4'  ordre,  une  construction  non  moins 
simple  (jue  celle  indiquée  ci-dessus  pour  les  osculations 
d’ordres  inférieurs,  et  qui  n’exige  également  que  l’emploi  de 
constructions  purement  linéain‘s  (*). 

• • * 

11.  ' ; 

\rri.i(:*Ti('(N  dikectk  «es  mêmes  phocêdës  «’êliminaiio.v  et  de 

HÉDI  CTIOX  A «ES  CAS  SPÉCIAIX. 

Propriélrs  des  lignes  planes  du  troisième  degré. 

Tiiéorème  PRi.xciPAL.  — Soi'eni  p^p',  (j,  q',  r'  six  points 
situés  à la  fois  sur  une  coni(|uc  et  une  <;ourbe  du  3'  ordre; 

. . t ig.  (iV 


soient  tracées  les  droites  pp',  qq’ , rr' , dont  les  rencontres 
mutuelles  forment  le  triangle  transversal  abc,  qui  coupe  la 
courbe  aux  nouveaux  points  P,  Q,  11;  je  dis  que  ees  trois 
points  doivent  appartenir  à une  ligne  droite. 


(*  ) Oci  explique  comment,  après  l’examen  du  cas  particulier  de.s  lignes 
(lu  3'  ordre  et  de  la  détermination  du  rayon  de  courbure  en  un  point 
donné  des  courbes  géométriques  en  général,  j’en  suis  venu  à changer  de 
roule  et  à me  rapprocher  de  la  méthode  de  Maclaurin  que  j’avais  ignorée 
jusque-là  (i8iG),’mais  en  chercliantà  généraliser  ou  siniplilier  ses  solutions, 
ce  à ipioi  je  suis  parvenu  en  transformant  Une  équation  à deux  ternies,  re* 
lalive  aux  i>roduits  de  segments  et  qui  se  rapporte  à l'involution  généM- 
lisée,  en  fonction  de  récipro(iues  d’abscissos  ou  d’autres  segments  comptés 
d'une  origine  lixe,  comme  on  le  verra  plijs  loin. 
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En  effet,  on  a pour  la  conique 

(ap){br){cq)  = {aq)(bp)[cr), 

et  pour  la  courbe  du  3'  degré 

[ap)  aV  {br)  b'R  [ cq)cQ  = {aq)aQ(bp)  bV  (cr)  cR, 

t 

relations  d’où  l’on  tire  iminédialemeni 

a P . 6 K . c (JT  = a 0 . P . c-  R ; 

ces  trois  points  P,  Q,  R,  doivent  donc  être  tn  ligne  droite. 
Par  conséquent,  si  les  cinq  points  p,  p',  q,  q',  r,  communs  à 
la  conique  et  à la  courbe  du  3'  degré,  étaient  donnés,  le 
sixième  se  trouverait  facilement  (p.  71)  par  des  constructions _ 
linéaires. 

Supposez  que  r se  déplace  su»  la  courbe  du  3*  degré,  Q et 
P étant  immobiles;  R restera  fixe  aussi,  mais  r'  variera  avec  la 
droite  rr',  qui  tournera  par  conséquent  autour  de  R comme 
pôle  et  décrira  la  section  conique. 

Théorè.he  réciproque.  — Soit  abc  {Jîg.  C4)  l'f*  triangle  trans- 
versal d’une  ligne  du  3' ordre;  si  trois  quelconques  des  inter- 

Fig.  04. 


a 


sections  p",  q",  r",  appartenant  à des  côtés  différents  du  trian- 
gle, sont  sur  une  même  droite,  les  six  intersections  restantes 
p,  q,  r,  p',  q'y  r',  sont  sur  une  conique. 
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Donc  si  l’on  fait  tournera  volonté  les  trois  transversales  ab, 
ne,  hc  autour  des  points  p",  q"  et  les  six  intersections  ne 
cesseront  pas  (/'appartenir  à une  conique. 

De  cette  seule  remarque  découlent  une  foule  de  consé- 
quences curieuses  et  utiles;  nous  nous  bornerons  à quelques 
exemples. 

Imaginons  {fig.  65)  que  les  trois  points  p,  q,  r se  réunissent 
en  un  seul  p,  la  conique  passant  par  p' ({' r'  sera  osculatrice 


ri(j.  05. 


du  second  ordre  en  pqr\  si  donc  on  donnait  le  point  de  con- 
tact et  deux  autres  points  quelconques  q'  et  r'  sur  la  courbe, 
on  obtiendrait  aisément  le  point  p'  avec  la  règle,  en  traçant 
une  transversale  arbitraire  p"q”r". 

llemarquons  d'ailleurs  que  si  cette  dernière  droite  passait 
par  le  point  oii  la  tangente  commune  rencontre  de  nouveau 
la  courbe  du  3'  <legré,  /•'  se  confondant  dès  lors  avec  le  point 
de  contact  commun  p,  la  coni(iue  deviendrait  osculatrice  du 
3*  ordre  en  ce  point  avec  celte  même  courbe  censée  décrite 
ou  convenablement  dét(;rininée. 

Si  l'on  veut  (|ue  la  conique,  toujours  osculatrice  du  a'  ordre 
en  p [Jij;.  65),  touche  la  courbe  en  un  nouveau  point  p',  il 
faudra  iracei  pp',  qui  donnera  p",  puis  en  //'  mener  la  tan- 
gente p"(]",  qui  donnera  q";  tracer  enfin  pq",  qui  donnera  un 
nouveau  point  r/'de  l’osculalrice  demandée;  on  construira  en- 
suite facilement  la  conique  avec  la  règle  seule. 

Si  la  conique  osculatrice  en  p devait  l'ètre  en  même  temps 
en  p',  il  faudrait  que  q'  se  réunît  avec  p’  et  q"  avec  p";  donc  p" 
devrait  être  un  point  d’inflexion. 

Dans  le.s  courbes  du  S'  degré,  tout  point  d'inflexion  est  donc 
tel,  que  si  par  ce  point  on  mène  une  sécante  arbitraire,  elle 
ira  couper  la  courbe  en  deux  autres  points  par  lesquels  pas- 
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sera  une  conique  doublement  osculatrice  en  ces  points  à la 
ligne  du  3'  degré. 

Supposons,  dans  le  cas  général,  (jne  les  quatre  points  p,  q,  ■ , 
p' , q'  de  la  conique  soient  donnés,  p"  et  q”  seront  donnés  aussi 
et  par  suite  /■";  si  la  conique  doit  toucher  la  courbe,  il  faudra 
que  les  points  ret  r'se  confondent  en  un  seul  ; on  obtiendra 
donc  le  point  de  contact  en  menant  de  r"  »ine  tangente  à la 
courbe  autre  que  celle  qui  correspond  au  point  r"  même. 

Supposons  endn  6<>)  que  d’un  point  d'inllexion  d’une 
'courbe  du  3'  degré,  on  mène  trois  sécantes  arbitraires,  elles 


Fie.  fi(). 


donneront  sur  la  courbe  six  nouveaux  points  appartenant  à 
une  même  conique,  sc\on  ce  qui  précède.  Avant  donc  cinq  des 
points  de  cette  conique,  on  trouvera  le  sixième  r'  avec  la 
règle  seule,  f te.,  etc. 

En  particulier,  du  point  d’inflexion  s d’une  courbe  du  3'de- 
, gré,  menez  les  sécantes  arbitraires  sp,  sq,  sr,  les  six  autres  inter- 
sections p,  q et  /',  p' , q'  et  r'  étant  à une  simple  conique,  les 
droites  opposées,  qui, -dans  un  ordre  (|uelconque,  joignent 
deux  à deux  ces  six  points,  telles  que,  par  exemple,  qr  cl  q'  r', 
qr'  et  q' r,  etc.,  iront  concourir  sur  une  même  ligne  droite, 
et  il  en  sera  ainsi  encore  des  couples  de  tangentes  aux  extré- 
mités de,  (diaque  sécante  : on  peut  appeler  cette  droite  unique 
la  polaire  du  point  d’inflexion  5;  or,  cette  polaire  viendra 
couper  la  courbe  aux  trois  points  de  contact  des  tangentes 
issues  du  pôle  .v. 

D’un  point  d’inflexion,  on  .ne.  peut  donc  mener  que  quatre 
tangentes  à la  courbe,  y contpris  celle  qui  correspond  à ce 
point  et  qui  d’ailleurs  compte  pour  trois  réunies  en  une  seule. 
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Qu’en  un  point  quelconque  T d'une  courbe  du  3'  degré  il 
s’agisse  de  mener  le  cercle  osculaleur  à cette  courbe,  on  y 
choisira,  à volonté,  trois  autres  points  p' , q',  c'en  ligne  droite, 
puis  on  tracera  Ty>',  T^',  Tr',  qui  donneront  trois  derniers 

- • Fia  e? 


r 


points  p,  q,  r,  appartenant  à une  conique  osculatrice  en  T,  la- 
quelle sera  ainsi  di'-tcrniinée,  puisque,  outre  quatre  de  ses 
l)oints,  l’on  airra  la  tangente  en  l’un  d’eux.  On  tracera  ensuite 
l'acilement  le  cercle  oscillateur  en  T an  moyen  d’un  seul  cercle 
auxiliaire  tangent  en  T,  et  en  n’enqiloyant  que  la  règle  seule, 
d’après  des  procédés  déjà  mentionnés  à la  page  91,  mais  sur 
les(|uels  nous  n’insisterons  pas  davantage  ici. 

Au  lieu  de  poursuivre  ces  questions  relatives  au  tracé  du 
cercle  oscillateur  dans  le  cas  particulier  des  lignes  du  3' degré, 
et  avant  de  reprendre  celles  qui  concernent  les  problèmes 
analogues,  relatifs  aux  coniques  et  aux  ceWles  oscillateurs  des 
courbes  en  général,  revenons  aux  propositions  et  aux  hypo- 
thèses particulières  des  63  et  64. 

Supposons,  plus  particulièrement  encore,  que  trois  nou- 
velles intersections  p',  q',  r'  (Jig.  64)  soient  en  ligne  droite, 
de  même  i|ue  p",  q",  r",  les  trois  dernières  p,  q,  r seront  aussi 
en  ligne  droite,  ce  (|u’on  peut  énoncer  ainsi  en  observant 
(,/?g.  68)  que  la  ligure  qq'i'r"p”pq  forme  un  hexagone  inscrit 
à la  courbe: 

TiiÉoRtiME. — « Si  l'on  inscrit  à une  ligue  du  3'  ordre,  un 
)'  hexagone  1 ?.  3 4 5 6 i,  dont  deux  systèmes  de  côtés  res- 
11  pectiveincnt  opposés  q' r'  et  pp" , qq'  et  p"r",se  rencon- 
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» irenl  en  des  points  />'  et  <i"  situés  sur  la  courbe,  les  deux 

Fig.  68. 


» derniers  cotés  /•'/■".  pq,  ou  3-4  et  1 .(j,  iront  aussi  concourir 
U en  un  3*  point  rde  cette  courbe  (*).  » 

Si  l’on  suppose  inainienanl  que  p se  confonde  avec  q,  la 

(*)  On  rcconnait  ici,  pour  les  lignes  du  3* ordre,  le  théorème  analogue 
à celui  de  V/u-j/i^rammiiin  nirstiriim  (a)  dérou\ert  par  Pascal  pour  les 
simples  coniques.  C’c.st  seulement  par  le  Mémoire  de  i83o  sur  VJrwly.ti’ 
des  ■T'mn.fir/'.rrt/w,  déjà  cité  dans  une  précédente  Note,  que  les  géomètres 
ont  pu  avoir  une  tardive  connaissance  dns  résultats  ci-dessus  et  des  sui- 
vants auxquels  j’étais  parvenu  dès  i8it>  pour  les  lignes  de  cet  onlre’; 
quelques-uns  des  plus  simples  offrent  une  grande  analogie  avec.^ceux  que 
Maclaurin  a consignés  dans  son  célèbre  Traité  d' Algèbre,  sans  pourtant 
s’y  confondre  ni  dériver  d'une  même  source;  car  ce  n'est  qu’après  avoir 
communiqué,  dans  la  mémo  année,  mes  propres  résultats  tirés  du  théo- 
rème de  Carnot,  à feu  Français,  de  l’École  d'application  de  Metz,  posses- 
seur de  la  riche  bibliothèque  d'Arbogast,  que  j’ai  pu  moi-méme  prendre 
connai.ssancc  de  l'ouvrage,  fort  rare,  publié  en  1768  par  ta  veuve  de  Ma- 
claurin, et  dans  lequel  se  trouvent  consignées  les  belles  recherches  do  ce 
grand  géomètre  sur  les  lignes  gwmétriques  en  général,  et  plus  particuliè- 
rement sur  les  lignes  du  3'  ordre.  La  partie  la  plus  intéressante  de  ces 
recherches  est,  sans  contredit,  celle  où  Ton  voit  les  propositions  rela- 
tives aux  quadrilatères  inscrits,  aux  pôles  et  polaires  des  courbes  du  se- 
cotid  degré,  se  reproduire  dans  celles  du  troisième  : à ce  point  de  vue,  on 
peut  dire  qu'en  181G,  on  ne  connaissait  rien  de  plus  original  en  France, 
où  ces  travaux  du  savant  anglais  étaient  pour  ainsi  <lire  complètement 
ignorés  ou  oubliés. 

Toutefois,  je  no  pense  pas  que  Tilluslro  auteur  ait  jamais  songé  à rat- 
tacher cette  singulière  analogie  ou  correspondance  aux  énoncés  généraux 
établis  dans  le  texte  ci-dessus,  d’après  lesquels  une  branche  ou  ])Ortion 
de  branche  infinie  d’une  courbe  du  3'"  degré  peut  être  assimilée  à une 

(n)  Celle  expression  luliniici'  a clé  eoimaerée  par  l'aseal  et  I,eil>nil». 
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direction  do  pq  sera  langcntc  au  point  correspondant,  et  l’hexa- 
gone se  changera  en  un  pentagone,  le  dernier  côté  pq  étant 
devenu  infiniment  petit. 

On  arrive  à des  consétpiences  analogues  relatives  aux  qua- 
drilatères et  aux  triangles  inscrits  ou  circonscrits  .à  la  courbe, 
et  l’on  voit  en  particulier,  continent  on  pourra  tracer  le  pen- 
tagone ou  la  tangente  dont  il  vient  d’être  parlé  : prenez  arbî- 
traircinenl  trois  points  p",  q“,  r"  en  ligne  droite  sur  la  courbe, 
^ joignez  ensuite  le  sominct  double  (/?7) avec  q"  et  p",  par  d’au- 
tres droites  qui  vous  donneront  q'  et  p';  tracez  l’indéfinie  p'q', 
qui  vous  donnera  /•';  tracez  enfin  la  droite  r' r”  qui  viendra  cou- 
per la  courbe  au  point  r appartenant  à la  tangente  en  {pq}  ('). 


droite  san.s  limite,  par  rapport  au  re>lant  de  la  courbe,  lui-mémo  assimilé 
à une  section  conique  ou  au  système  de  deux  lignes  droites  indéfinies.  En 
outre,  dans  mon  .Mémoire  de  i83o,  in.séré  au  I,  VHl  do  l’excellent /ohc/»/?/ 
AJdl/iémntiipie  i/f  CnUr,  j'ai  montré,  comme  dans  mon  ébauche  de  1816, 
que,  relativement  aux  quadrilatères,  à \' hrxagrnmiiir  et  à leurs  principaux 
corollaires,  la  théorie  était  susceptible  de  s'étendre,  par  celte  directe  et 
facile  application  de  l’analyse  des  transversales,  à une  infinité  d’autres 
figures  inscrites  dans  les  lignes  du  ’t'  ordre;  (iroposilion  remarquable  e( 
dont,  à mon  sens,  on  n'a  pas  jusqu’ici  tiré  un  .suffisant  parti,  malgré  les 
beaux  travaux  de  M.M.  Sieiner  et  Plucker,  dont  les  brillants  imitateurs  ou 
amplificateurs  se  sont,  de  plus  en  plus,  attachés  à un  genre  de  spécula- 
tions mal  à projKis  nommé  quelquefois  frè'o«;cV/-/c  r/c /OT.vfrio/i  ou  r/c  sUtta- 
r/or/,mais  qu'il  serait  plus  exact  d’intituler;  Monn^raphir  ^enmetrUpte  vt 
cnmhinitioirc.  En  effet,  on  s’y  livre  à des' énumérations  de  Icmmes,  do 
théorèmes,  de  problèmes  et  de  corollaires  où  l’on  épuise,  pour  ainsi  dire, 
le  nombre  des  combinaisons  possibles  relatives  aux  points,  aux  lignes,  sur- 
faces ou  accidenis  géométriques  inhérents  à certaines  figures,  jus<iue-là 
compréhensibles  dans  leur  élégante  simplicité,  et  dont  l'extrémc  ut  l écenlo 
complication  ne  tend  rien  moins,  qu’à  détourner  les  jeunes  adeptes  du 
but  véritablement  utile,  sérieux  et  philosophique  de  la  science,  par  des 
exercices  en  quelque  sorte  gymnastiques,  dont,  je  le  répè,te  ici  à dessein, 
les  algébrisles  de  ce  siècle  et  du  précédent  ont  olfert  do  trop  fâcheux  et 
nombreux  exemples. 

(*)  Ces  conséquences  deviennent  bien  cvi. lentes  si  l'on  se  reporte  aux 
p.  127  à i.io  (Cah.  111)  du  I"  volume  de  ces  ylppliailinni  il’Jiialy.'ie  et  tic 
Céometrir,  et  l’on  Comprend  parfaitement  que,  dans  cette  rédaction  ra- 
pide et  écourtée  relative  aux  lignes  du  3*  ordre,  j'aie  négligé  tfentrer 
dans  le  dételoppement  de  corollaires  aussi  simples  et  dont  on  Irouvera 
lus  plus  saillants  dans  \' .-tmilysr  tirs  Tninsymii/i .<  déj.i  citée. 
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Pboblè.«e.  — Une  section  conique  ahcd  (fig.  69)  ayant 
5 points  a,  b,  c,  d,  e communs  avec  une  courbe  du  3"  ordre, 
trouver,  le  sijrième  avec  la  règle  seule. 

Tracez  ab  cl  cd  se  coupant  en  M;  si  la  troisième  droite  ex 
•était  connue,  elle  viendrait  couper  de  nouveau  la  courbe  en 
un  certain  point  N,  et  celui-ci  devrait  être  en  ligne  droite  avec 
les  points  M et  L connus,  où  les  deux  droites  de  et  ba  ren- 

Fi(5  Gg,- 


c 


contrent  respectivement,  une  troisième  fois,  la  courbe.  Donc, 
pour  obtenir  le  point  x,  tracez  ML  qui  vous  donnera  N,  tracez 
enfin  Ne  qui  vous  donnera  le  point  cherché  par  son  intersec- 
tion en  X avec  la  courbe. 

La  démonstration  directe  de  ce  résultat  est  facile:  car  le 
triangle  ABC  formé  par  les  rencontres  mutuelles  des  cordes 
prolongées  ab,  cd  et  eA,  étant  regardé  comme  transversal, 
d’abord  de  la  section  conique,  ensuite  de  la  courbe, *on  aura 

( AN.Aar.Ae)  (Crf.Cc.CM)  (B6.B«.BL) 

= (Aa.Ai.AL)(BM.Bc.Brf)(Ce  Cx.CN),  , -• , 
(A«.Aft)(Bc.B</)((>.C:r)=:(  Aj:.  Ac)(Bè.Brt.)(Cr/.Cc), 
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<n  PII  miiliipUanl  membre  à membre, 

\N.RL.CM  = AL.BM.CX; 

c'esl-à-dirc  que  les  3 points  M,  N,  L sont  en  ligne  droite. 

Théorèmes  divers.  — Soit  abc  un  triangle  dont  les  côtés 
ab,  bc,  ac  rencontrent  une  courbe  du  3'  ordre  aux  points 
, respectifs  p,  /»',  />";  «y',.  (]" ; r.  r'  et  . ...  on  aura,  en  con- 

fie. 70. 


n 


sidérant  la  courbe  •comme  transversale  |iar  rapport  à ce  trian- 
gle, cr/>c,  ■ . ' 

. . i<‘P){l>'){f<l]={aq){bp){cr). 

Si  l’on  suppose  maintenant  que  les  côtés  du  triangle  de- 
viennent tangents  .à  la  courbe,  c’est-à-diré  que  les  points  d’in- 
tersection p'  et  p",  q'  et  q" , r'  et  r"  se  réunissent,  respective- 
ment et  en  un  seul,  celte  équation  deviendra 

ap.br.çq.ap'  •i>r'  -cq'  = aq  .bp.cr.  aq'  -bp'  -cr'  . 

Sujiposani,  en  outre,  (|ue  les  trois  points  de  contact  soient 
en  ligne  droite,  on  aura  celte  nouvelle  relation 

np' . br'  ,cq'  = aq' . bp' ,cr' 
qui  réduira  la  précédente  à celle-ci 

iip.br.cq  = nq.  bp.cr; 
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c’est-à-dire  que  les  trois  points  d’intersection  des  tangentes  avec 
la  courbe  seront  aussi  en  ligne  droite  et  l’on  conçoit  que  la 
réciproque  doit  avoir  également  lieu  dans  certaines  conditions. 

Cette  proposition  peut  être  généralisée  ainsi  Les  côtés  d’un 
triangle  rencontrant  une  courbe  géoniétririue  de  l’ordre  ni, 
chacun  en  ni  points,  tels  qu’en  les  prenant  3 par  3 et  sur  des 
côtés  différents,  ces  points  soient  rangés  sur  autant  de  lignes 


Kij.  71. 

à . • 


droites,  à l'exception  d'un  dernier  groupe  des  trois  points; 
ceux-ci  seront  par  là  même  aussi  en  ligne  droite;  ainsi  r"q''p’’, 
r’q" p",  r' q' p'  {Jig.  71)  étant  respectivement  en  ligne  droite, 
les  intersections  r,  q,  p avec  la  cotrrbe  seront  aussi  sur  une 
même  droite. 

Dans  le  cas  des  lignes  du  3*  ordre,  .s'il  n'y  avait  que  trois 
des  Intersections  qui  fussent  en  ligne  droite,  les  six  inter- 
sections restantes  seraient  à une  section  conujue,  et  récipro- 
(juement,  la  section  conique  pouvant  d’ailleurs  être  remplacée 
par  le  système  de  deux  droites. 

Pii  cercle  oscillateur  en  un  point  ilonné'ii'une  ligne  géoiné- 
' trique  plané  de  degré  quelconque. 

Problème.  — Lne  cûurbe  géométrique  étant  donnée  sur  un 
plan,  déterminer  pour  un  de  ses  points  le  rayon  de  courburè 
’et  le  cercle  osculateur.  . • 

(*)  Cette  élégante  proposition  est  due  à Maclaurip,  qui  l’a  démontrée 
■par  d'autres  procédés  dont  on  pi>endra  une  idée  un  pe«i  plus  loin.  . 


ni  D'  CAHIER.  - MÉTHODE  DES  TR.\NSVERS.VLES 
Considérons  le  triangle  ahc  {Jig.  72)  comme  transversal  par 
rapport  à la  courbe  donnée,  que  nous  supposerons  néanmoins 
du  3'  degré  pour  plus  de  facilité  dans  les  tracés  et  démons- 
trations; on  aura 

{ap)  [hq)  {cr)  = («/■)  [cq]  {bp). 

Si  l’on  fait  passer  par  les  3 points  p' , p"  et  q'  une  circonférence 
de  cercle,  on  aura  aussi 

bq'.bQ  = hp'.bp". 

Multipliant  ces  équations  en  croix  il  viendra,  toutes  réductions 
fs  1 tes 

(ap).bq.bq"  (cr)  = bp.{ar).{cq).b  Q. 

Supposons,  en  premier  lieu,  que  la  transversale  abp,  ou  si  l’on 
veut  le  côté  ab  du  triangle  abc,  vienne  à se  déranger  de  sa  po- 
sition, alors  le  cercle  Up' p"  variera  aussi  de  grandeur  en  pas- 
sant toujours  par  le  point  fixe  q',  et  la  relation  ci-dessus  aura 


Fis  72 


encore  lieu  ; si  enfin  l’on  suppose  que  ce  côté  vienne  à loucher 
la  courbe  en  p'  ou  p",  alors  les  deux  points  p'  et  p"  se  con- 
fondront et  le  cercle  sera  devenu  tangent  au  même  point  à la 
courbe,  comme  on  le  voit  /îg'.  ^3;  appelant  P le  point  de  réu- 
nion de  p'  et  p",  il  faudra  dans  l’équation  ci-dessus  faire 

ap'=ap''=fi9.  , 
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En  second  lien,  si  l’on  suppose  que  la  iransversale  bc  {Jig.  72) 
se.  meuve  en  se  rapprochant  de  jip'  ou  1’,  le  cercle  qui  louche 
la  courbe  eh  ces  points  et  qui  passe  par  le  point  q',  changera 
de  grandeur  en  restant  toujours  tangent  à celle  courbe  et  il 


Fin-  7^- 


arrivera  un  instant  où  q' se  confondant  avec  le.  point  P (Jig.  78), 
b s’j  confondra  à son  tour.  Dans  ce  im^mc  cas,  le,  cercle  tan. 
gent  coïncidera  évidemment  aussi  avec  le  cercle  osculateur 
en  ce  point;  cl,  comme  l’équation  ci-<lessus  ne  cesse  pas 
d’exister,  il  s’ensuit  qn’elle  donnera  la  valeur  de  la  çorde  PQ 
que  ce  dernier  cercle  intercepte  sur  la  transversale  qPc. 

L(!s  points  b,  p'  et  q'  de  la  Jig.  72,  s’élanl  ainsi  confon- 
dus en  un  seul  P de  Ja  ftg.  q3r,  on  a,  |)Our  exprimer  celle 
circonstance,  outre  les  conditions  ci-dessus,  les  relations 
suivantes 

bp  = Pp,  bq  = Pq,  bq"—Pq',  c(/'=cP,  6Q=PQ. 
Substituant,  il  viendra 

ap.aV'.Pq.Vq"  .(cr)  — Pp  .PQ  .cV  .cq  .cq"-  .(ar).  \ 

Cette  relation  qui  n’est  pas  projective,  ne  saurait  fournir  un 
tracé  exécutable  avec  la  régie  seule. 

Si, au  lieu  de  choisir  la  iransversale  PQ  arbitrairement  on  la 
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pronaii  pprpcîndiciilairo  ù la  langenle  Vp,  l’équaiion  ci-dessus 
du  1''' degré,  donnerait  évideininenl  le  double  du  rayon  de 
courbure  cberclié. 

La  même  méthode  s’applique  d’ailleurs  à la  recherche  -du 
rayon  de  courbure  d'une  courbe  géométrique  quelconque; 
mais  oh  y peut  remplacer  les  transversales  auxiliaires  par  d’au- 
tres moins  arbitraires  et  dépendantes  de  la  courbe  elle-même. 

Soient  tracées  73)  les  transversales  prit  et  r"q"0  qui 
coupent  respettivement  les  côtés  du  triangle  «Pc  en  p,  r, 
k et  »■",  q" , O,  on  aura  pour  ce  triangle, 

ar . P P . ch  =■  ap.cr.P  h, 
ar”  .cq"  .PO  = P q"  .cr"  .aO. 

Multipliant  entre  elles,  par  ordre,  ces  deux  équations  et  la 
dernière  de  celles  ci-dessus,  il  viendra 

a P.  P g.cc'.  P/r-  PO  = PQ.cP,cq.ar' .ch.nO'. 
Supposons  actuellement  que  p et  cse  confondent  ainsi  (j.iie 

Fie.  7.'|. 


q"  et  /•",  les  transversales  pr  et  deviendront  (fig.  74)  les 
langentes  />/.  , q'O,  à la  courbe,  et  l’on  aura 

«P  = P/;,  cP  = f/'P,  ar'—pr',  cr'=  q'  r'  ; 

par  conséquent 

Pq.q'  r'  ,Ph.Po  = PO  .q'P.  qq’ . pi' . q'  h . pO. 
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Exemples  relatifs  aux  lignes  du  2'  ordre.  — Appliquons  ce 
qui  précède  à la  détermination  du  rayon  de  courbure  d’une 
simple  section  conique. 

En  appelant  toujours  0 (J'g-  1^)  le  point  où  la  transversale 

Fie  75- 


cP  rencontre  le  cercle  oscillateur  au  point  P de  la  conique, 
on  aura 

nP  .cr.cr'  .Pq  — ar.ar'  ,cq  .cV  .PQ.  • 

Soit  mené  par  le  point  a une  parallèle  à PQc,  rencontrant  la 
courbe  en  R et  U',  on  aura,  comme  on  sait. 


cr.cr' ar.ar' 

cq.cP  n U . a R'  ’ 


et  l’équation  précédente  deviendra,  en  la  multipliant  par  cette 
dernière  relation. 


O P .Pq 
oR.nU' 


= PQ. 


Si  l’on  fait  attention  que 

aP^  b'' 

«R. «R' 

en  désignant  par  b'  et  a'  les  demi-diamètres  respectivement 
parallèles  à «P  et  à «R  ou  Pq,  celte  équation  deviendra  enfin 

b’’ 

PQ=;p-,P7- 

8.. 
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(;cU(ï  o\pr(;ssion  lrès-simi>le,  rrpn'Sf'iilcni  le  diamèire  du 
roEcle  de  courbure  (lurtrid  la  droite  PQ  sera  tracée  perpendicu- 
lairement à la  tangente  en  P. 

Supposons  7b)  (|uc  P^'  soit  un  diamètre  de  la  courbe, , 
on  aura  pour  calculer  le  point  correspondant  du  ccrcle'oscu- 
latcur, 

PQ  = a_. 

Cette  (piantité  est  l'expression  du  paramètre  du  diamètre  en 
question.  Qu’on  divise  PQ  également  en  Q',  et  qu’on  élève  Q'  K • 

Fie.  76; 


perpendiculairement  au  demi-diamètre  PC,  il  rencontrera  la 
normale  au  centre  de  courbure  H;  abaissez  la  perpendicu- 
laire CK  du  centre'  C de  la  conique  sur  la  normale  Vq,  les 
triangles  CKP  et  PQ'll  seront  semblables  et  l’on  aura 

- PU  : PQ'  PC’  ou  «’iPK, 
d’où  l’on  tire,  conformément  à un  théorème  dû  à M.  Dupin, 


PQ  n' 
PK 


//’ 

W' 


expression  très-simple  dans  la(|ûelle  PK  = CI  est  la  distance 
de  la  tangente  en  P au  centre  C.  On  peut  la  traduire  ainsi  : 

« Dans  toute  coni(|ue,  le  rayon  de  courbure  en  un  point 
» donné,  est  une  troisième  proportionnelle  au  demi-diamètre' 
» parallèle  à la  tangente  en  ce  imint,  et  à la  distance  de  cette 
» tangente  au  centre  de  la  courbe.  » 


Jieniarques.  — Au  sommet  du  grand  axe,  le  rayon  de  cour- . 
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bure  élaiit  égal  au  rapport  de  h'  à a,  deini-paranièlre  de  rei  axe, 
on  voit  qu’à  partir  de  ee  sommet  le  diamètre  h'  augmente  et 
la  distance  PK  diminue,  en  sorte  que  la  fraction  ci-dessus,  qui 
représente  le  rayon  de  courbure  PK,  augmente  sans  cesse, 
jusqu’au  sommet  du  petit  axe;  elle  décroît  ensuite  suivant  la 
même  loi  : les  rayons  de  courbure  aux  deux  sommets  sont 
donc  les  plus  grands  et  les  plus  petits  possibles  (*  ). 

I,e  cercle  oscillateur  rencontre  en  général  la  conique  en 
un  second  point  dislinct  du  point  de  contact  et  pour  lequel 
[Jig-  75)  PQ)  = Py;  or  on  a,  en  général, 


A'' 


h'  et  a'  étant  les  demi-diamètres  parallèles  à Pÿ  et  à la  tan- 
gente en  P;  donc  on  doit  avoir  a'=  h',  ce  qui  n’a  lieu  que  pour 
deux  droites  également  inclinées  sur  les  axes  principaux  de 
la  coniipie.  * . ; , 

111.  ' . / 

DES  COLIIBF.S  OÜOMÈTRlylES  DÉFINIES,  V I.Â  MANIÈRE  DE  MACLAL'RIN, 
PAR  DES  ÉQUATIONS  . ENTRE  "DEUX  SOMMES  DE  RÉCIPROQUES  DE 
SEOMENTS  INTERCEPTÉS  SUR  UNE  TRANSVERSALE  ARBITRAIRE. 

Transformation  algébrique  de  l'équation  fondamentale,  à 
deux  termes,  entre  produits  de  segments. 

En  considéranl’(^g.  77)  une  courbe  géométrique  de  degré 
quelconque  m,  comme  tlansversalc  d’un  triangle  «Ac,  nous 
savons,  d’après  le  théorème  fondamental  de  Carnot,  que 

(ap)  [br)  (cq)  ==  (bj,)  (cr)  [aq). 


(*)  M.  Mannheim;  dont  les  recherches  originales,  relatives  aux  rayons 
de  courbure  en  des  points  divers  des  lignes  géométriques,  sont  aujourd’hui 
bien  appréciées,  et  quia  eu  l’obligeance  de  relire  les  manuscrits  de  ce 
volume  avant  leur  impression,  m’a  remis  sur  ce  même  sujet,  une  Note 
qu'on  trouvera  à la  fin  du  présent  Cahier,  et  dont  l'élégante  simplicité 
m’a  paru  mériter  assez  l’attention  des  locteurs  de  cet  ouvrage,  pour  y 
trouver  place  au  risque  de  lui  faire  perdre  beaucoup  par  la  comparaison, 
si  l’on  venait  à oublier  la  différence  des  dates  et  le  dévclop|)emont  ré- 
cent des  idées  géométriques. 
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Soient  tracées  les  droites  ;•<;»  r'q',  r"q",  jusqu’à  leurs  ren- 
contres respectives  en  /i,  //,  h",  avec  le  côté  ab  opposé  au 
sommet  c,  point  de  concours  des  droites  qq'q"  et  rr'r";  en 
considérant  successivement  cliacune  des  premières  droites 
comme  transversale  à l’égard  du  triangle  abc,  on  aura 

transversale  r q,  bb  .aq  . cr  =a!(  .cq.br, 

» r'q',  ■ bli'  .aq' .rr'=  ah' .cq' .br', 

» r"q",  bh".aa".cr"=ah"  .cq"  .br". 

Multipliant  ces  équations  par  ordre  et  le  produit  par  la  pre- 
mière, on  obtiendra  la  relation  plus  simple, 

(bh){ap)  = (ah){bp), 

ce  qui  constitue  une  proposition  analogue  à celle  que  nous 

F'C-  11- 


avons  trouvée  pour  le  cas  du  quadrilatère  inscrit  à une  conique 
et  coupé  par  une  transversale  quelconque  (*)• 


(*)  Ceci  se  rattache  à ce  que,  dans  mes  publications  postérieures  à i8au, 
j’ai  nommé,  par  extension,  involiUionàR  m points,  et  dont,  comme  on  voit 
j’étais  en  possession  dés  1816. 
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Mais  on  a ici,  en  posant  ab^  d, 

ttk  = bb  "4“  ftb  — bb  — f*  d^  • 
fib  — bb  — J—  tdt  ~ - bb  -4~  d> 


HJ)  — bp  4-  ab  — bp  4-  il, 
ap'  = bp'  + ab  = bp'  d. 

Siibstiliiaiit  dans  riV]iialion  ci-dessus,  il  viendra 

{bp)  {bb->rd){bb'-\-d){bb'->r  d)  = (bb){bp  + d)  (bp'  + d)  (bp’+d). 

•Cette  équation  a lieu  et  conserve  ,1a  meme  forme  analytique,  quel  que 
soit  le  degré  de  la  courbe;  en  l’ordonnant  par  rapport  à d,  observant 
que  le  terme  qui  en  est  indépendant  disparait  do  bii-méme,  ainsi  «pie 
celui  qui  renferme  d‘,  divisant  ensuite  par  d,  il  viendra 

V/’  [ (/yi ) — ( ) ] 4-  '/  [ ( + bb'-{-  bb’  ) — ( AX  ) ( bp  4-  bp'  4-  bp"  ) J 

+ [bp)  (bb  .bb'  bb  .bb’  + bb'  .bb')  — (bb  )(bp  .bp'  bp  .bp’  bp'  .bp")  = o. 

Cette  équation  doit  avoir  lieu  quelle  que  soit  la  grandeur  de  d ou 
dent.  De  plus,  on  doit  remarquer  que  si  l'un  quelconque  des  points  b, 
b',  etc.,  b par  exemple,  se  trouvait  situé  d’un  côté  différent  du  point  b, 
origine  des  segments  par  rapport  aux  autres  intersections  de  la  transver- 
sale, le  signe  de  bb  devrait  nécessairement  changer,  en  sorte  qu’on  au- 
rait 

ab  — d — bb. . . 

Théorème  de  Madaurin.  — Que  d—  ab  soit  nul,  ou,  si  l’on  . 
veut,  supposons  que  la  droite  berr' ...  tourne  autour  du  pointe, 

F‘C  78- 


jus(|u’à  ce  qu’elle  se  confonde  avec  ne,  comme  le  montre  la 
Jig.  78,  les  droites  nj,  r'  q',. . deviendront  des  tangentes  à lu 
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courbe,  cl  b^s  tlistiuiccs  <ilc  ou  bh  conservani  des  grandeurs 
finies  et  déterminées,  l’équation  ci-dessus  deviendra 

{bp)  {bk .bh' -‘f  bk'.bk"-+-  bk'  .bk") 

=z{hk){bp.bp'-\-bp.bp’'+  bp'  .bp").  . 

Dans  celte  é(iuation  (bp)  est  le  produit  de  tous  les  segments  bp, 
bp',...  l'ormés  par  la  courbe,  (bk)  celui  de  tous  les  segments 
bk,  bk',...,  formés  par  les  tangentes,  et  bk  .bk'  ->r  bk  bk" 
bp.bp'-+- ...  est  la  somme  des  produits  deux  à deux  de  C(!S 
mêmes  segments.  Kn  liivisanl  celte  équation  par  {bp)  et  par 
( bk  ),  elle  deviendra 

on  obtient  ainsi  le  théorème  de  Maclaurin('),  soumis  à la  loi  or- 
dinaire des  signes  de  position  pour  les  divers  segments.  On  voit 
donc  que,  quand  la  sécante  br  vient  à varier  autour  du  point  b, 
la  somme  des  réciproi]ues  des  segments /»/r,  bk'. . . formés  par 
les  tangentes  sur  la  transversale  fixe  bpp'. . .,  reste  constante 
qiœl  que  soit  le  degré  de  la  courbe  géométrique  considérée. 

La  manière  dohl  nous  avons  déinonlrc  ce  théorème  a cela 
de  remarquable  qu’elle  n’oblige  pas  à recourir  aux  notions  du 
calcul  différentiel,  comme  l’a  fait  Maclaurin,  et  c’est'là  un  des 
avantages  que  procure  l’emploi  de  l’analyse  des  transversales. 

Corollaires  et  généralisations.  — Si  d devient  infini  dans 


{*)  A Treatise  of  Atgehra,  by  Colin  Maclaurin,  Appendix  : Dr  tinra- 
ritm  grnmctricarum  pmprielalilms  genrrnlibus  Trurtntus ; 1748.  J'ai  déjà 
dit  dans  une  précédente  .note,  que  je  devais  à l’amitié  do  mon  ancien  pro- 
fesseur .M.  Français,  de  Metz,  la  ronnaiss;ince  do  ce  précieux  ouvrage, 
qu’il  voulut  bien  me  prêter  au  printemps  de  i8it5,  j’ajoute  que  je  m'em- 
pressai d'en  faire,  pour  mon  usage  particulier,  une  translation  exacte  du 
latin  en  français,  sans  commentaires,  interprétations  ni  mutilations  quel- 
conqvies,  comme  il  convient  quand  il  s’agit  d’une  production  en  elle-même 
aussi  correcte  et  remarquable  d’un  grand  géomètre  ; cette  traduction 
littérale  est  demeurée,  jusqu’à  ce  jour,  entre  mes  mains,  dans  un  étal 
qui  en  iiormettrail  la  publication  immédiate,  si  le  goût  des  sérieuses 
éiude.s  géométriques  venait  à so  propager  davantage. 


Digilized  by  Google 


AI’PLIQUf.E  AUX  UOUUBES  (iÊOMfcTRiyUES.  • m 
l’équalioM  Iransformce  (a),  ce  qui  suppose  «c  (fig-  77)  paral- 
lèle à ab,  comme  le  montre  la_/?^.  79,  bcrr' ...  restant  fixe, 
on  ohlient  la  nouvelle  relation 

(bl:)=z(bp)- 

c’est-à-dire  que  le  produit  des  segments  bh,  bl, est  sim- 
plement égal  à celui  des  segments  b/t,  bp',. . .. 

Or,  chose  bien  digne  d<!  remarque,  la  même  relation  sub- 
siste sans  modification  cssentielb*,  même  quand  on  vient  à 
snpposer  que,  à son  tour,  la  droite  ucq. . . de  la  /ig.  79  passe 


fi(!  79- 


entièrement  à l’infini;  ce  qui  conduit  à divers  autres  corol- 
laires relatifs  aux  branches  infinies  et  aux  asymptotes  des 
courbes  géométriques.  - , 

Si , par  les  points  u et  b de  la  77,  comme  on  le  voit  { fig.  80)  où 
« et  b sont  ce’nsës  réunis  en  un  seul,  d’après  l'hypothèse  de  la./fg.  78  où 
tl  — O,  on  menait  deux  nouvelles  sécantes  arbitraires  ùy,i/', . . . , br,r\ . ... 
qu’on  traçât  ensuite  les  cordes  /, r/,,.,.,  qui  leur  correspondent  et, 
déterminent  sur  la  direction  fixe  quelconque  de  la  transversalc-indéfi-' 
nienè/X'...  de  nouvelles, intersections  X,,  X^,,  X',...,  analogues  à celles. X, 
X',  X',...,  on  aura,  d’après  l’équation  (af,  ' - ■ ■ • ■ 

— (/yX,)]-^r/[fé/j)(éX-,4-èX',  -!-i^  {bb ,) {bp  + bp' + bp" )] 

[bp\(bk,.bk\-{-bli,.bk\~^bk\  .bk\)~bk,  [bp .bp'-\-hp .bp" .\-bp' .bp")  =i  o. 

Uetle  équation,  sous-traite  de  _(rt),  après  tes  avoir  préparées  tonlés  deux 
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d’une  manière  convenable,  donne 

/ I I \ tb/i-^hk’  + hk"  hk,+  hk‘,+hk’',\ 

" \lbk]  (hk)  IW,)  -) 

I I I I I I ^ 

'^bk'^bJ''^J^~bk,~bF,~W,'^"' 

relation  indé|)cndanlo  des  serments  bp,  bp',  etc.,  et  qui  subsiste  ainsi 
même  (|uand  le  triangle  transversal  s'évanouit. 

En  i»articulier,  si  d devenait  nul,  c’est-à-dire  si  » se  confondait  avec  b 
8o),  on  aurait 


I I I 

Tk^W^bP 


quelle  que  fût  d'ailleurs  la  direction  de  la  transversale  M 

Si  les  deu.v  sécantes  ar  et  tu/  vimaient  on  outre  à se  confondre,  ainsi 
que  ur,  et  «</,,  les  droites  rtj,  r'q',  etc.,  r,q, , r\tf„  etc.,  deviendraient 

Fi({.  So. 


des  tangentes  à la  courbe,  et  l'équation  ci-dessus  subsisterait  toujours, 
conformément  à la  remarque  déjà  faite  plus  haut. 

Enfin,  si,  dans  les  hypothèses  générales  do  la  figure  primitive  77,  à 
laquelle  seraient  jointes  les  nouvelles  transversales  nq,  et  ar,  do  la  fig.  80, 
_on  suppose  que  le  sommet  b du  triangle  transversal  abc  se  confonde 
avec  r sans  que  le  côté  bc  coïncide  avec  ne  comme  ci-dessus,  les  droites 
rq,  r'q',...  (fg.  81),  sans  devenir  pour  cela  dos  tangentes  de  la  courbe, 
jouiront  toujours  de  la  propriété  exprimée  par  la  relation 


bk  hk'^ bp  bp'  bp"'"' 

de  quelque  manière  d’ailleurs  que  l’on  joigne  deux  à deux  les  |K>ints  d'in- 
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lurseclion  des  transversales  «r",  aq",  op’,  avec  la  courbe 

ri(î.  8i . 


proposée,  à la  condition  do  ne  pas  faire  de  double  emploi  ou  de  fausse 
combinaison  des  diagonales;  telles  sont,  par  exemple,  rq',  r‘q°,  etc. 

Application  tics  nouvelles  relations  aux  problèmes  déjà  résolus 
par  la  précédente  méthode,  pour  V osculation  des  courbes 
par  les  coniques. 

« Problème.  — Une  courbe  d'ordre  quelconque  étant  décrite 
» sur  un  plan,  déterminer  pour  un  de  ses  points  donné  la 
» position  de  la  parabole  ou,  plus  généralement,  de  la  conique 
« osculatrice  du  3'  ordre  en  ce  point.  » 

Lemme  général. — Soit  pp'ijig-  82)  une  conique  quelconque 
touchant  la  courbe  donnée  aux  points  p'  et  p";  traçons  la 
corde  de  contact  p'p",  elle  coupera  de  nouveau  la  courbe  aux 
points  p,....  Soit  cr  une  autre  transversale  quelconque,  rencon- 
trant la  meme  courbe  aux  points  r,  r',  r",  et  la  conique  en  a 
et  b-  qu’on  trace  de  plus  les  tangentes  aux  points  p,p' ,...,  etc., 
elles  viendront  couper  la  transversale  err'  aux  points  /r,  h', 
k",  etc.  Les  tangentes  p'k'  et  p"k"  sont  évidemment  com- 
munes aux  deux  courbes;  or,  d’après  le  théorème  ci-dessus 
de  Maclaurin>  on  a à la  fois 


• I 1 I I _ 

ca  cb  ck'  ck"  ’ 
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de  là  on  tire  Téqnation  de  condition  suivante 


pour  exprimer  (pie  les  deux  courbes  se  touchent  aux  points 
p'  et  p"  à la  fois. 

Cette  dernière  éejuation  étant  indépendante  des  segments 
ck'  et  c7i",  elle  aura  lieu  (juelles  qu’en  soient  les  valeurs  parli- 


Fic-  83. 


culières.  Par  exemple,  si  l’on  conçoit  que  la  transversale  cp 
tourne  autour  du  point  c,  jusqu’à  devenir  tangente  à la  courbe 
proposée,  auquel  cas  les  deux  points  de  contact  p'  et  p"  se 
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oonl'ondroiU  en  un  seul  P {ftg-  83),  cette  équation  exprimera 
aussi  que  la  section  conique  a,  avec  la  courl)e  géométrique, 
([ualre  j)oints  confondus  en  un  seul  en  P,  et  qu’elle  lui  est  par 
conséquent  osculatrice  du  3'  ordre  en  ce  même  point  ; elle 
pourra  donc  servir  à déterminer  par  le  calcul  la  position  de 
cette  section  conique. 

Solutions  par  le  calcul.  — Le  point  P étant  donné  ainsi  que 
la  transversale  crr',  il  ne  restera  d’iiiconnues  dans  l’éiiuaiion 
ci-ilessus  ()iie  les  quantités  ca  et  cf>.  L’une  d’elles  sera  évidem- 
ment arLitraire;  mais  quand  une  fois  on  l’aura  choisie,  l’autre 
sera  donnée  par  l’équation  même;  donc  on  peut  mener  une  infi- 
nité de  sections  coniques  osculatrices  du  3'  ordre  en  un  point 
donné  d’une  courbe  géométrique.  Du  reste,  il  n’est  pas  diffi- 
cile de  voir  (|u’cn  Se  donnant  un  seul  point  a arbitraire- 
ment, la  courbe  entière  est  parfaitement  déterminée  et  peut 
se  construire  par  points. 

En  effet,  (|u’on  trace  à volonté  {Jig.  84)  une  autre  transver- 


Fig.  S4. 


< ■ 


sale  ne',  r' , qui  coupe  ch  on  d et  Pp  en  c',  on  aura,  en  consi- 
dérant le  triangle  ede'  comme  transversal  de  la  section  co- 
nique, 

cP  .c'a'  .c' h'  .da.db  = c'P  .du' .db' .ca .ch. 
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Mais  on  a,  comme  ci-tlessiis, 


v' a'  c’y  c'r,  c'i\ 


c'Ii, 


— . . . = P. 


Os  deux  équations,  avec  l'analogue  de  celle-ci  déjà  obtenue, 
suffiront  pour  calculer  les  valeurs  de  da'  et  db',  puisque,  par 
livpotbèse,  en  est  donnée,  et  que  da'=c'a'+c'd,  dh'=c'b'-}-c'd. 

Quoique  ces  calculs  soient  très-simples  à exécuter,  puisque 
l’un  et  l’autre  des  segments  c'a'  et  c'b'  seraient  fournis  par 
les  racines  d’une  équation  unique  (*)  du  degré,  cependant 
il  vaut  mieux  déterminer  l’osculatrice  par  des  conditions  par- 
ticulières tirées  des  équations  générales  ci-dessus;  ce  qui 
offrira  en  même  temps  l’avantage  de  faire  connaître  d’une 
manière  plus  intime,  la  dépendance  mutuelle  des  dtatx 
courbes. 

Occupons-nous  d’abord  des  osculations  du  second  ordre. 

PnODLiiME.  — Trouver,  pour  un  point  donné  d'une  courbe 
(géométrique,  la  direction  du  diamètre  de  la  conique  osculatrice 
du  ordre  en  ce  point. 

Lemme  général.  — Supposez  que,  dans  les  conditions  des 
Jig.  82  et  83,  on  fasse  tourner  la  transversale  cb  autour  du 
point  c devenu  C (fig.  85),  comme  pôle  fixe,  et  qu’on  prenne 
sans  cesse  sur  cette  droite  une  longueur  Co  movenne  harmo- 
nique entre  Ca  et  Cb,  c’est-à-dire  telle  que 


2 I I I 1 

Co  Ca  Cb  ~ Cr~^  Cr' 


I I 


la  suite  de  tous  les  points  o,  o',...  relatifs  à la  section  coni- 
que, sera,  comme  on  sait,  «ur  une  même  droite  polaire  de  C 
passant  par  le  point  de  contact  P.  Or,  cette  polaire  sent  déter- 
minée et  pourra  être  tracée  sans  que  l’on  connaisse  l’oscula- 


(•)  .le  »u|)prime  ici  celte  équation  assez  complexe,  peu  susceptible 
<le  calcul  numérique  ou  d’une  interprétation  géonlélriqiie,  et  que,  pour  ce 
luotif,  je  rangerai  volontiers  au  nombre  de  ces  avortements,  de  ces  ré- 
sultats .stériles  qui  viennent  inutilement  surcharger  1e  bagage  déjà  .si 
•'ncombré  des  mathématiques. 
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irice;  rar  l’équation  ci-dcssus  donne  la  valeur  de  Co  en  fonc- 
tion de  Cr,Cr',...,Clf,  CA',  etc.,  qui  sont  connues. On  pourrait 
donc  aussi  en  conclure,  sans  plus  faire  attention  à la  conique 
osculatrice,  que  si,  « autour  d’un  point  fixe  C quelconque  de 

Fi(î.  85. 


» la  tangente  Vp,  on  fait  tourner  la  transversale  Crrencon- 
» trant  la  courbe  géométrique  en  r,  r',  r", . . .,  et  ses  tangentes 
» correspondantes  à p...  aux  points  le.  A',. . .,  et  qu’on  prenne 
» sans  ces.se  sur  la  ligne  pivotante  Cr'A,  » 


(O 


?.  I I I I 

c7)  ~ c7^  c?  (II 


la  suite  de  tous  les  points  o,  o',. . ., ainsi  obtenus,  se  trouvera 
ne  former  qu’une  seule  et  même  droite,  passant  par  le  point  P 
de  contact  de  la  tangente  CP. 

Remarques  diverses.  — Cette  proposition  se  rattache  à une 
autre  de  Cotes  et  Maclaurin,  en  observant  que  l’on  peut  rem- 
placer les  tangentes  ph,...,  qui  répondent  aux  signes  négatifs, 
par  des  droites  parallèles  et  placées  symétriquement  à l’egard 
du  pôle  C,  sauf  à prendre  dans  la  nouvelle  équation  les  seg- 
ments qui  les  concernent  avec  les  signes  qu’ils  doivent  natu- 
rellement avoir  par  rapport  à leurs  positions  correspondantes 
de  part  et  d’autre  du  pôle  (L  . 


Digitized  by  Google 


iî8  II'  CAHIER.  - MfiTHODF.  DES  TRANSVERSALES 

Si  le  poiiU  C (le  la  langenle  P/>  (itaii  situé  à l’infini,  c’esl-à- 
dire  si  les  iranversales  Cr'A'  devenaicnl  parallèles  à celle  tan- 
gente, la  droite  oo',. . polaire  de  C,  se  confondrait,  comme 
on  sait,  avec  le  diamètre  de  la  section  conique  osculatrice  au 
point  P;  mais,  (fans  ce  nifune  cas,  l’équation  précédente,  sous 
sa  forme  actuelle,  ne  ferait  plus  eonnaître  la  position  des 
points  O,  o',...,  parce  qu’alors  Co  deviendrait  infini  pour  toutes 
les  sécantes  cr,  cr',....  Cependant  il  n’en  résulte  nullement 
que  la  suite  de  tous  les  iioints  o,  o',..  .,  cesse  d’étre  située 
dans  la  région  finie  de  la  courbe,  puisqu’elle  constitue  le  dia- 
mètre même  de  la  coni(iue  osculatrice.  C’est  ce  dont,  au  sur- 
plus, on  peut  s’assurer  par  une  analyse  directe. 

Pour  d(!lerminer  alors  la  position  des  points  o,  . .,  il  est  nécessaire 
do  mettre  l’cqiialion  (i)  r.i-dcwsus  sous  une  autre  forme,  on  rompla<;ant 
l'origine  C,  qui  s’éloigne  à l’infini,  par  une  autre  qui  soit  absohiment  indé- 
pendante de  cette  circonstance  particulière  (*). 

Trtinsformntinn  île  la  dcrniii'e  équalinn.  — A une  distance  Connue  de  P, 
soit  pris  sur  la  direction  de  la  sécante  mobile  Cr',  le  point  A comme  ori- 
gine des  segments,  alors  on  aura 

Co  = AC-^Ao,  C«  = AC-A«,  CA=.\C-Ai, 
Cr=AC--.Ar,  Cr'  = AC  — Ar',  CX  = AC  — AX... 


Substituant  dans  l'équalion  (ij  ci-dessus,  il  viendra 

, I . > ■ ■ ■ 1 

Yo  ~ AC-Ar^  AC-Ar'  AC“-17''  “ AC  — AX“  AC  - AX' 

ou,  en  réduisant  au  môme  dénominateur,. 


î ( AC  - Ar)  ( AC  - Àr') . . .(  AC  - AX)  (.AC  - AX')  . . . 


3 (AC --Au) 


(AC  - A r ■)  ( AC  - A r ”) . . . (AC  - A X)  ( AC  - A X') . . . 
-H  (AC  - A r)-(AC  - A r") ...  (AC  - A X)(  AC  - A X') . . . 

- (AC  - A r)  (AC  - A r.') ...(  AC  - A X’  )...-...  . 


La  partie  renfermée  entre  les  grandes  parenthèses  est  composée  de 
■201  — 2 termes  dont-///  sont  positifs  et  /«  — 2 négatifs,  ceux-ci  éUuit 


{*)  Ces  coDsi(Jéralion.s  et  les  suivantes  contiennent  le  premier  ccrme  des 
théories  géométriques  et  des' recherches  analytiques  qu’on  trouvera  développées 
dan»  l’art.  IV  ci-après. 
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relalilA  aux  tan^enlps  un  Iprme  quelconque  est  comp<jsé  do 

2 III  — 3 facteurs  tels  que  AC  — A r, ...  ; le  premier  terme  du  produit  dôve- 

loppé  est  donc  A(;  pour  rliacun  des  termes,  et,  comme  il  y en  a ni  po- 

— :m-3 

sitifs  et //;  — 2 négatifs,  il  ne  restera  plus  que  le  terme  ïAC  , (jui  sera 
par  conséquent  le  premier  de  ceux  du  second  membre  de  l'équation  déve- 
loppée; les  autres  termes  ordonnés  renfermeront  successivement  les  puis- 

— î/fi-4  ' 2m  — i 

sanccs  AC  , AC  

Donc  on  aura,  en  appelant  M,  N,...,  les  coefticients  de  ces  termes  res- 
pectifs, 

2(.\C-  Ar)  (AC  - Ar'). . .(AC-  AX  ) ( .\C - A/'). . . 

2m~^3  —7m- K — ïMi  -S  V 

2AC  -hM.AC  -t-N..\C  ••.)■ 

Développant  le  premier  membre  d’après  la  théorie  des  facteurs,  et  appe- 
lant P la  somme  des  quantités  A r,  A r ', . . . , A /•,  A X';  Q la  somme  de  leurs 
produits  deux  à deux,  il  viendra,  puisque  le  nombre  des  facteurs  est  2 m— 2, 


, 2*1 

2 (ac 

= (AC-  Ao)(2ÂC 


P.. AC 

2m~  J 


t-Q.AC 

— — - I 

M..AC  - 


ou  bien,  en  ordonnant, 

—— a«i-.A 

( 2 . A O M — 2 P ) .AC  -I- . . . = O. 

Si,  dans  cette  équation,  on  fait  ^ = o,  ce  qui  répond  au  cas  où  le  point 
C passe  à l’infini,  elle  devient 

2.Ao-t-M  — 2P  = 0, 

équation  du  1"  degré  qui  donnera  la  valeur  de  Ao. 

2m  - 4 

Dans  cette  équation,  M est  le  coefficient  du  terme  AC  de  l’équation 
ci-dessus.  Pour  le  déterminer,  observons  qu’il  est  le  second  terme  du 
développement  de  tous  les  produits  du  second  membre.  Or  nous  avons  vu 
que  ce  second  membre  se  compose  do  deux  parties  : l’une  positive,  com- 
posée des  m produits 

(AC-Ar')(.AC-Ar’)...(AC-AX),..-t-{AC-A7-)(AC-Ar')...(AC-AX)..., 

l’autre  négative , composée  des  m — 2 produits 

(AC-AX’)(AC-AX")...(AC-A/-),...,  (.AC-.AX) (AC-AX')...(AC-Ac).... 

Le  second  terme  de  la  première  partie  aura  évidemment  pour  coefii- 
cient  m — I fois  la  somme  des  qjfantités  .Ac,  Ar',  Ar”,...,  prises  né- 

II. 
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};ativoment,  el  m fois  la  somme  des  quantités  A/,  AA',...,  c’est-à-dire 

— [(/«—  i){.\r-t-Ar'...)-4-w(.\A-|-AA'...)]AC 
Pareillement  celui  do  la  partie  négative  sera 

-h  [(«<  — a)(  Ar+ Ar’. . .)-f-  (/«  — 3)  (A/  -|- AA'. . .)  AC 

Donc  le  second  terme  du  dévelopiænient  total  que  nous  avons  re- 
présenté |)ar  — M (AC)  prendra  la  foeme 

■■  — 3«i-* 

-M(AC)  = -[Ar  + Ar'-|-...-+-3(AA-(-AA'...)JAC  , 

et  par  conséquent  on  a 

M = Ar-f-Ar'4-...-f  3{AA  + AA'...). 

Or  P = Ar-(- A r'-(-. . iVA-t-  A A', . . ., 

donc  aussi  l'équation  ci-dessus,  a.Ao-f-M  — aP  = o,  deviendra 
a . Ao  -j—  .A  A'  -f-  A A'  -f- . . . “ A /-  — A /*'  — . . . = o j 

d'où  Ao  = (Ar-f- .Ae'-t- A/-"-4-.  . . — .A A — AA' — . . .), 

valeur  égale  à la  demi-somme  de  tous  les  segments  Ar, . . .,  A A {fg.  85), 
formés  sur  la  sécante  Ar  devenue  parallèle  à la  tangente  P/>,  mais  en 
ayant  soin  de  prendre  les  segments  AA,  AA',...  d’un  signe  contraire  à 
celui  qu’ils  devraient  naturellement  recevoir. 

Première  conséquence.  — L’origine  A étant  arbitraire,  si,  par  hasard, 
on  l’avait  prise  au  point  o lui-mème,  resté  fixe,  la  distance  Ao  devrait 
être  telle  qu’on  eût 

or -P  or '-4- or  "-f-. . . — oA  — oA'. . . = o ; 

ce  point  deviendrait  alors  le  centre  de  moyenne  distance  des  points  r,  r', 
r*,. . .,  et  d’autres  (wints  symétriques  à A,  A',. . .,  par  rapport  à l'origine 
accidentelle  o.  On  peut  remarquer  aussi  que,  dans  le  déplacement  de 
cette  origine,  les  points  r,  r',  r",...,  restent  naturellement  fixes,  mais 
qu’il  n’en  est  pas  ainsi  des  points  symétriques  à A,  A'. . .;  de  sorte  que  le 
point  o n’est  pas  le  véritable  centre  des  moyennes  distances  pour  un 
état  quelconque  du  système  ou  relativement  à toute  autre  origine. 

Enfin  on  peut  s’assurer,  d’une  manière  directe,  que  16  point  o,  déter- 
miné par  ce  qui  précède,  est  indépendant  de  la  position  particulière  de 
l’origine  A. 
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En  effet,  pour  une  autre  origine  située  au  delà  de  C\,  on  aurait 

A'o  = ^ (AV-p  AV'+-AV'-)-. . A'X . . .); 

or  AV  = Ao4-AA',  A'r  = Ar+.\A', A'/- = A/ • + AA'. . 
d'où  l’on  tire,  en  substituant  pour  avoir  Ao, 

■Vo  + ,\A'=  ^ AA'4-  -Ar-t-  A r'-t-, — 2)..\A'—  AX  — A/'. ..), 

Ao  = -(Ar+Ar'  + ...-AX-AX'), 

2 

comme  par  la  première  formule,  chose  presque  évidente  à priori. 

Diamètre  tic  Posculatricc  conjugué  à la  tangente.  — Sans  nous  atta- 
cher à la  recherche  des  diverses  propriétés  du  point  o,  terminons  en  prou- 
vant que  la  droite  qu’il  parcourt  dans  les  différentes  positions  des  trans- 
versales ai,  rt'i',...,  quand  le  pèle  C passe  à l'infini,  renferme  le  point  P 
de  contact  de  la  tangente  P;^  à laquelle  ces  sécantes  rr“  sont  parallèles. 
En  effet,  on  a pour  la  position  particulière  Vp  de  la  sécante  {Jîg.  85), 

Ar  = AP,  Ar'  = AP,  Ar"—Xp.  XI  — 
et  Ao  = ^(.Ar-t- Ar'-t- Ar"-!-. . .— AX  — AX^  . .) 

= ^(AP-|-AP  + Ayv-I-  A//-  Xp-Xp'.  ..)  = AP. 

Do  tout  ce  qui  précède  il  résulte  : 

« Que  pour  déterminer  à priori  le  diamètre  d’une  section  conique  oscu- 
I)  latrice  en  un  point  P [jîg.  86)  d’une  courbe  géométrique  donnée  sur 


Fig.  86. 


» un  plan,  il  suffira  de  tracer  à volonté  une  transversale  rr"  parallèle  à 
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» la  tangente  an  point  P;  puis,  ayant  déterminé  sur  retto  sécante  un 
» point  O,  comme  il  a été  dit  ci-dessus,  de  joindre  ce  point  au  point  P 
» par  une  ligne  droite  PO  (pii  sera  lé  diamètre  demandé,  o 

lUlfIcjâ'ms  à ce  sujet.  — Il  est  bien  évident  ((ue  la  droite  PO  étant  un 
diamètre  de  la  coniipie  osculatrice  en  P,  elle  divise  en  deux  parties  égales 
les  sécantes  infiniment  voisines  menét's  dans  la  courbe,  parallèlement  à 
la  tangente  Vp  au  point  P;  c’est  la  recberche  de  l'angle  formé  par  cette 
droite  et  cette  tangente,  cpie  s’est  proposée  Carnot  à la  page  477  <ie  sa 
Géométrie  lie  position  ; il  en  détermine  la  valeur  par  l'analyse  différen- 
tielle, comme  cela  se  fait  pour  le  rayon  mémo  de  courbure.  Il  projiosc 
aussi,  en  cet  endroit,  do  prendre  le  rayon  de  courbure  et  l’angle  dont  il 
s’agit  pour  les  coordonnées  variables  des  lignes  courbes  indépendantits 
do  toute  constante  auxiliaire.  D'un  autre  célé,  .M.  .Ampère,  dans  un  Mé- 
moire pré.senlé  à l'Institut  en  décembre  i8o3  (14'’  cahier  du  Journal  de 
riirole  /’olyterluiii/ue),  pro|>ose  do  choisir  pour  coordonnées  en  clia(]uc 
point,  le  paramètre  et  l’angle  du  diamètre  avec  la  tangente  de  la  parabole 
osculatrice  du  S'  ordre  en  ce  point,  ün  peut  y voir  avec  quelle  peine 
l’analyse  algébritiue  arrive  à des  résultats  si  faciles  pour  la  Géométrie: 
ainsi,  notamment,  ce  n’est  que  par  des  comparaisons  délicates  entre  plu- 
sieurs expressions  compliquées,  qu’,Am|)ère  parvient  à prouver  que  cette 
parabole  pour  un  point  quelconque  d’une  conique,  a même  diamètre  et 
même  paramètre  (*).  On  verra  ci-après,  comment  ces  propriétés  sont  des 
con.sé<iuence3  nécessaires  de  ce  (pii  a été  exposé  précédemment. 

Heveuons  au  sujet  dont  je  nte  suis  un  instant  écarté. 


( *)  Ampère  et  Carnot,  sans  le  savoir,  avaient  été  précè«lcs  dans  cette  intéres- 
sante étude  relative  aux  éléments  de  la  courbure  du  3^  ordre  de^  lignes  courbes, 
par  le  géomètre  anglais  Maclaiirin,  dont  l'ouvrage  déjà  cité,  antérieur  de  près 
d^jri  dcmUsièclc  à ceux  de  ces  illustres  savants,  contient  la  détermination  de 
ce  que  Taiitcur  appelle  la  variation  de  la  courbure  par  la  parabole  osculatrice  ; 
détermination  dont  Newton  s*éUit  également  occupé  sous  un  autre  nom,  dans 
son  Énumération  des  lignes  du  3^  ordrf.  La  détermination  dont  il  s'agit  repose 
sur  des  considérations  géométriques  tirées  de  la  denniliim  de  la  moyenne  har-~ 
monique,  sur  laquelle  je  reviendrai  un  peu  plus  loin;  or  ces  considérations 
offrent  une.  grande  analogie  avec  celles  exposées  ci-dessus,  qui  prennent  unique- 
ment pour  point  de  départ  le  théorème  de  Carnot  relatif  au  triangle  transversal, 
et,  comme  ou  sait,  ce  dernier  u pour  fonüonient  celui  de  Newton  sur  les  pro- 
duits des  segments  ou  appliquées  jinrallèles  des  courbes  géométriques,  théorème 
qui,  h son  tour,  sert  de  point  de  départ  aux  recherches  de  Maclaurin. 

Au  surplus,  le  désir  d'ubreger  et  de  ne  pas  grossir  inutilement  ce  volume,  me 
fait  supprimer  une  longue  discussion  relative  â In  préférence  qui  doit  être  ac- 
cordée ntix  équations  à deux  termes  de  l’analyse  des  transversales,  sur  les 
modes  de  reprcsentalion  des  courbes  propos4*s  par  Ampère  cl  Carnot,  ou  tout 
autre  luodé  où  Von  prélendi ail  bannir  de  leur  équation  les  variables  ou  coor- 
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Solution  Jinale.  — La  direction  du  diamètre  de  la  conique 
osculatrice  du  S'  ordre  en  un  point  donné  d’une  courbe  géo- 
métrique étant  connue  par  ce  qui  précède,  rien  n’est  plus 
facile  que  d'achever  la  solution  du  problème  : 

Par  le  point  donné  a de  la  courbe  {Jig.  b':),  on  mènera  la 
sécante  arbitraire  «C,  et,  d’après  ce  qui  a été  dit  plus  haut. 


lii;  87. 


on  trouvera  la  position  correspondante  du 'point  b,  et  la  co- 


données étrangères  à leur  nature  propre.  Lorsque  j'embrassais  auisî  en  181G,  avec 
un<r sorte  d'enthousiasme  et  do  prédilection  exclusive,  ridée  de  la  supériorité  de 
l'analyse  des  transversales  sur  ces  divers  systèmes  de  représentation  'des  lignes 
courbes  parles  équations  ou  relations  métriques  quelconques,  M.  Lamé  n'avait 
point  encore  développé  cette  belle  méthode  des  multiplicateurs  indéterminés 
mentionnée  à la  Hn  du  précédent  volume,  p.  4^<)>  et  j'étais  loin  surtout  d'ima- 
giner le  parti  que,  dix  années  plus  tard,  d’autres  amateurs  de  la, Géométrie  tire- 
raient d’une  application  de  l'analyse  de  Descartes,  assez  simple  et  d’apparence 
assez  évidente  pour  qu'un  sc  dispensîit,  je  le  redis  ici  avec  intention  et  regret, 
d’en  indiquer  la  véritable  et  féconde  origine. 

Quant  aux  études  de  prédilection  dont  le  commencement  de  ce  Cahier  cuit- 
tient  une  ébauche  sans  doute  fort  imparfaite,  quant  ù celle  notamment  qui  con- 
cerne les  lignes  du  3^  ordre,  elles  m'avaient  particulièrement  S4‘duil  à caus^  de 
leur  élégante  simplicité  et  de  leur  nouveauté;  car,  en  ce  moment,  j’ignorais 
encore  les  belles  propriétés  que  Machiurin  avait  liii-nicmc  découvertes  sur  ces 
courbes,  par  la  méthode  des  réciproques  de  segments  ; méthode  très-distincte 
d’ailleurs  cl  tTuue  application  moins  facile  que  celle  dont  j’avais  d'abord  fait 
usago,  mais  qui  peut  lui  servir  d’utile  et  fécond  conruimenient. 
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nique  sera  enlièrement  déterminée.  Si  l’on  tractait  aC  parallè- 
lement au  diamètre  PD,  comme  ac',  alors  les  points  a et  b' 
étant  connus,  si  par  le  milieu  i de  la  distance  qui  les  sépare 
l’on  mène  une  droite  parallèle  à la  tangente  PC,  ce  sera  la  di- 
rection du  dian|ctre  conjugué  au  premier  PD,  le  centre  A sera 
donc  connu  ainsi  que  le  demi-diamètre  PA  ; quant  à l’autre  AB, 
il  s’obtiendra  par  cette  proportion 

PÂ’:  Ab’  ::  c'a  .c'b' :¥c'\ 

Si  lu  courbe  osculatrice,  au  lieu  d’etre  en  général  une  sec- 
tion conique  passant  par  un  point  donné  a quelconque,  devait 
être  en  particulier  une  parabole,  alors  ce  point  n ne  serait  plus 
arbitraire;  car  son  conjugué  b',  devant  être  situé  à l’infini,  se- 
rait réellement  dohné,  et  l’on  aurait  ainsi,  pour  déterminer  a, 
cette  nouvelle  équation  déduite  de  l’équation  générale  (p.  126), 
en  y faisant  c'è’  infini, 

I I . I I I 

7^  ~ 77  77 

Or,  c'a  étant  connue,  l’ordonnée  correspondante,  dans  la  pa- 
rabole osculatrice,  le  serait  aussi,  et,  par  suite,  le  paramètre 
de  cette  parabole  ; « donc  on  ne  peut  mener  qu’une  seule  pa- 
» rabole  osculatrice  en  un  point  donné  d’une  courbe  géomé- 
» trique  quelconque.  » 

n est  visible  aussi  que,  en  général,  la  conique  osculatrice  et 
la  courbe  géométrique  correspondante  ont  le  môme  rayon  de 
courbure,  puisque  le  cercle  osculateur  a trois  points  ou  deux 
éléments  consécutifs  communs  avec  chacune  d’elles,  et  pa- 
reillement que  le  cercle  osculateur  intercepte  sur  le  diamètre 
PAD  un  segment  égal  au  paramètre  de  la  section  conique  os- 
culatrice cherchée.  Cette  dernière  propriété  est  évidemment 
une  conséquence  de  l’autre. 

Comme  il  existe  une  infinité  de  coniques  osculatrices  du 
3'  ordre  en  un  point  donné  d’une  courbe  géométrique,  on 
peut  demander  également  que  ce  soit  en  particulier,  une 
ellipse  ou  une  hyperbole. 

Nous  savons  ( p.  127)  que  si,  autour  du  point  C,  on  fait  tour- 
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lier  C«,  el  qii’oii  prenne  lonjoiirs 

2 11  II 

^lo  <;/i-  CA,’ 

• 

la  suite  des  points  o n'est  autre  chose  (|uc  la  corde  de  roiilaet 
PT  {yî^.  88)  des  deax  tangentes  issues  du  point  C dans  la  sec- 
tion conique,  c'est-à-dire  la  polaire  de  ce  point.  Or,  on  dé- 
montre aisément  que  si  l'on  menait  une  parallèle  à PT,  divi- 

Fi|T  8S 


sant  la  distance  Co  en  deux  parties  égales,  cette  parallèle  ou 
sous-polaire  couperait  la  section  conique  en  deux  points 
quand  c’est  une  hyperbole,  qu’elle  lui  serait  simplement  tan- 
gente si  c'est  une  parabole,  enfin  qu’elle  ne  la  rencontrerait 
pas  quand  c’est  une  ellipse.  Si  donc  on  veut  que  la  section 
conique  soit  une  hyperbole,  il  faudra  se  donner  comme  tan- 
gente une  droite  parallèle  à la  sous-polaire  et  située  au  delà; 
pour  la  parabole,  on  prendra  la  sous-polaire  elle-même,  enfin 
pour  l’ellipse,  une  parallèle  quelconque  au-dessous  de  la  sous- 
polaire.  On  cherchera  ensuite  le  point  de  contact  a' sur  cette 
tangente  représentée  ici  par  C'a',  C'  étant  la  position  corres- 
pondante de  C sur  la  tangente  donnée  en  P,  pour  laquelle  C« 
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Cl  soiil  devenus  égaux,  de  sorte  qu’oii  a 

2 11  II 

^ c7- (77?  T7J-~  cF,'  ■ ■ ■ 

le  centre  \ se  trouvera  au  inoven  de  en  divisant  la  distance 
Prt'  également  en  o'  et  iraéatit  la  diamétrale  C'o'A  conjuguée 
à Va',  etc. 

Exemples  relatifs  aux  simples  coniques. 

A]>pli(|uOns  maintenant  ce  qui  précède  à une  section  coni- 
que arbitrairement  donnée,  et  à laquelle  il  s’agit  de  mener 
une  osrulatrice  du  3'  ordre. 

Dans  ce  cas  (fig.  8<)  ),  l’on  a pour  un  point  quelconque  C de 
la  tangente  au  point  P, 

' I . I I I 

Cr”*~Cr' 

Donc  les  polaires  de  ce  dernier  point,  pour  les  deux  coniques, 
SC  confondent  en  une  seule  droite  passant  par  le  point  de  tan- 
gence P.  Quand  le  point  C est  pris  à l’infini  sur  la  tangente 
en  P,  la  polaire  en  question  devient  un  diamètre  commun  aux 


Fig.  89. 


doux  courbes;  ce  (lui  est  encore  évident  puisque  la  somme 
des  ordonnées  est  nulle  pour  l’une  et  l’autre  coniques. 

Il  est  aisé  de  voir  aussi  que  si  l’on  traçait  les  droites  aV 
PI  /;P  qui  reucoutrent  la  coni(|ue  donnée  en  A et  B,  les  droites 
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corrcspondanles  .AB  el  ab  devraient  concourir  au  même 
point  c;  car  sa  polaire,  par  rapport  au  système  de  PaA  et  PèB, 
doit  nécessairement  se  confondre  avec  celle  ci-dessus,  com- 
mune aux  deux  coniques,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  à moins 
que  AB  ne  passe  par  C.  Ceci  offre,  comme  on  le  voit,  un 
moyen  simple  de  décrire  l’osculatrice  du  3'  ordre  par  points, 
quand  le  point  a,  par  exemple,  sera  donné.  En  effet,  après 
avoir  mené  arbitrairement  la  transversale  Cab  et  tracé  P a,  qui 
coupe  la  conique  donnée  en  A,  il.  suffira  de  mener  GA  qui 
coupe  cette  même  courbe  en  B,  puis  de  tracer  la  droite  PB, 
qui  coupera  Cflè  au  point  b de  la  conique  osculatrice. 

« On  peut  donc,  avec  la  règle  seule,  déterminer  la  section 
» conique,  passant  par  un  point  donné,  osculatrice  du  3”  ordre  * 
.»  en  un  point  d’une  autre  conique  décrite.  « 

Remarque. — Si  l’on  regardait  PAB  comme  la  base  d’un  cône 
dont  le  sommet  se  projetât  en  P,  la  conique  osculatrice  ne  ■ 
serait  autre  chose  que  la  projection  de  l’intersection  de  cette 
même  surface  par  un  plan  passant  par  la  tangente  en  P à la 
première  (Développements  de  géométrie,  par  M.  Dupin). 

« 

Osculatrice  parabolique.  — Dans  ce  cas  (/tg-..  go),  le  pointa 
de  l’osculatriee  du  3'  ordre  peut  être  supposé  à l’infini,  et  la 

Fi(j.  1)0 


transversale  C«  doit  être  prise  alors  parallèlement  au  dia- 
mètre PQ;  la  construction  subsiste  toujours,  mais  ne  s’exécute 
plus  avec  la  règle  seule,  puisqu’il  faut  trac«;r  des  [tarallèles  à 
des  droites  données.  Le  |)oint  V (yîg.,8g)  se  confond  alors 
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avec  l’extrémité  Q du  diamètre  PQ,  et  la  construction,  tou- 
jours applicable,  se  réduit  à ceci  : 

a Tracez  arbilrairement  Co  parallèle  à PQ;  joignez  CQ,  qui 
» coupe  la  conique  donnée  en  B;  tracez  PB,  elle  coupera  Cn 
s au  point  />  de  la  parabole  osculatrice.  • 

Égalité  des  paramètres.  — Prouvons  à priori  que  nos  deux 
coniques  osculatrices  ont  même  paramétre  p,  relativement  au 


Fig.  91. 


diamètre  commun.  Eu  effet,  qu’on  mène  {Jig.  q')  paraliéle 
au  diamètre  PQ  et  louchant  la  conique  donnée  en-c,  on  aura 

I I 2 a ' 2 
Ce  PO  a 


or,  pour  l’autre  conique  osculatrice  en  P, 


PO'  0.1 

c« 

I vi  OU  il  — 

a 

~ 2Cfl « 

cp' 

ot 

h'  è"  ..  . 

— — fl  f^ii 

Cfl.Cè 

Ca.Cè  a'' 

a{'2Ca  — a) 

donc  enfin 

2 //’  2 è' 

— =-7T’ 

i;.  y.  P.  i) 

On  voit  que  cela  a lieu  indépendamment  du  point  a que  l’on 
se  donne  à volonté. 

Quand  la  courbe  donnée  est  une  parabole  {Jig.  ga),  la  dé- 
monstration devient  encore  plus  facile;  car  alors  C6  étant  in- 
fini, 

~z=~:  d ou  il  résulte  (lue  (.«  = - = 7^— ; 

C«  « 2 Ce 
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— a I a 

or  aq  = p.Pq  = p.Ca  = ^ pa=.  Or  = b\ 

d’où  l’on  liro  finalemenl 

7.  b‘‘ 


1Î9 


Q.  K.  1). 


Paramètre  relatif  à une  courbe  géométrique  quelconque. — 
Pour  un  point  donne  P il  se  calculera  facilement;  car  en 

F'b-  gj- 


menant  une  parallèle  Cr  à PQ,  qui  rencontre  la  courbe  • 
en  r,  r',. . et  la  parabole  osculatrice,  en  a,  on  aura  (p.  i34) 


I I 

Ca  ~ Cr 


I 


Probi.|!Me  111.  — Une  courbe  géométrique  d’un  degré  quel- 
conque étant  décrite  sur  un  plan,  déterminer  pour  un  point 
donné  de  cette  courbe,  la  position  de  la  conique  qui  lui 
est  osculatrice  du  4*  ordre. 

Nous  avons  vu  ci-dessus  (p.  126)  que  la  conique  abP{Jig.  85 
et  93)  et  la  courbe  donnée  P/  r'. . . qui  ont  quatre  points  con- 
fondus en  un  seul  P,  devaient  satisfaire  généralenrtent  à h» 
relation  métrique 


I I I I I . I 

Ü7i  CÂ  “ ■*"  (T?  ■*"  cl  ■ 
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Celte  équation  ne  suflii  pas  pour  (lélerminer  les  deux 
points  a et  b de  la  conique  osculatriec  Vah,  et  il  reste  encore 
une  quantité  entièrement  arbitraire,  qu’on  ne  peut  obtenir 
qu’en  assujcilissanl  cette  courbe  à remplir  une  nouvelle  con- 
dition; mais  parmi  l’inlinilé  de  coniques  osculatrices.  qu’on 
puisse  considérer,  il  en  est  une  qui  a un  contact  du  4'  ordre 
avec  la  courbe  proposée. 

Supposons,  en  vue  de  l'a  construire,  que  h se  confbnde 
avec  r",  ou  que  r"  soit  l’une  des  intersections,  des  deux 


Fi(-.'  y.t. 


courbes,  alors  le  point  correspondant  a sera  entièrenienl  dé-, 
terminé,  cac  il  suffira  de  faire  Cb  = Cr"  dans  l’équation  ci- 
dessus,  qui  deviendra 


I 1 I 

Cfl  Ce  C ' 


I I 


Si  donc  l’on  faisait  tourner  la  droite  Cr  autour,  du  point 
donné  r",  on  obtiendrait  successivement  tous  les  points  a de 
la  conique  osculatrice  en  P et  passant  par  ce  point  r"'. 

Sup])Osons  que,  au  lieu  de  prendre  le  point  b en  un  point 
quelconque  de  la  courbe  donnée,  on  le  prenne  précisé- 
ment au  point  P;  alors  la  section  conique  sera  osculatrice  du 
4'  ordre  avec  la  courbe  en  ce  point;  Ce"  deviendra  nul,  mais 
l’équation  ci-dessus  ne  changera  pas  de  forme  cl  donnera  tou- 
jours la  valiMir  de  {'.n  ou  Pu,  c’est-à-dire  le  point  de  l’oscula- 
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iricc  qui  se  trouve  sur  la  sécante  arbitraire  P«;  puisqu’elje 
donne 

I I I I 

“ ï>7  ~ ÏÛf  “"  ■ ■ ■ ■ 

En  faisant  varier  Pc  on  aura  successivement  tous  les  points  a 
de  la  conique  osculalrice;  on  pourra  donc  la  décrire  par  points. 
t)n  aura  d’ailleurs  son  diamètre  qui  passe  par  le  point  de  con- 
tact P,  comme  cela  a été  dit  ci-dessus;  menant  donc  par  le 


P'I!-  !)i 


point  P ce  diamètre,  et  le  prenant  pour  la  sécante  Pu  dans 
une  de  ses  position^,  on  calculera  la  longueur  du  diamètre  de 
la  conique  cherchée  dont  ensuite  on  trouvera  facilement  le 
reste. 

Exemple  des  courbes  du  3'  degré.  — On  a alors  simplement 
94  ) 

p^“  îv  ■*"  p7^  ” PÂ  ’ 

qu’on  prolonge  la  tangente  pk  jusqu’à  sa  rencontre  avec  la 
courbe  en  k',  et  soit  menée  la  sécante  particulière  Vit';  Vk  de- 
viendra égale  à Pc  dans  cette  supposition,  et  l’équation  ci- 
dessus  se  réduira  à la  simple  égalité 

Ta  = V?  = 
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Dqiic  le  point  A,  où  la  spcanleP/i'  vient  de  nouveau  rencon- 
trer la  courbe,  est  précisément  le  6*  point  d’intersection  de  la 
conique  et  de  cette  courbe,  qui  se  détermine,  comme  on  le  voit, 
par  la  règle  seulement. 

IV. 

CONSÉQUENCES  GÉNÉRALES  RELATIVES  AU.X  SYSTÈMES  DE  POINTS, 

DE  DROITES,  DE  PLANS,  DE  LIGNES  ET  DK  SURFACES  GÉOMÉ- 
TRIQUES d’ordre  quelconque. 

IVotions  fondamentales  relatives  aux  centres  et  aux  axes  de 
moyenne  distance,  de  moyenne  et  d’origine  harmonique  (* ). 

Définition  de  la  moyenne  harmonique  d’après  Maclaurin. 
— Soit  (//g'.  g5)  la  relation,  toute  géométrique, 

m I I I 

Ô7  ~ I)fl  (T7>  ’ 

dans  laquelle  OA‘  est  appelée  par  Maclaurin  (ouvrage  cité, 
Appendice,  p.  ?o  et  suiv.)  moyenne  harmonique  cuire  les  m 


Fig.  1)5. 


segments  Oa,  Où,  Oc, . . . comptés  sur  une  droite  OA,  à partir 
d’une  origine  fixe  O,  donnée  à priori  et  par  rapport  à laquelle 
la  loi  ordinaire  des  signes  de  position  est  observée  comme 


(*)  Cette  partie  du  manusc-rit,  écrite  dans  l'hiver  de  1816,  se  composant 
d’un  texte  fort  laconique,  de  notes  éparses  et  non  encore  mises  en  ordre, 
j’ai  dû  en  compléter  la  rédaction,  en  m'astreignant,  comme  toujours,  à 
n’en  modifier  en  aucune  manière,  le.sen.«  ni  les  intentions 


Digitized  by  Google 


APPLIQUÉE  AUX  œURBES  GÉOMÉTRIQUES.  i43 

dans  loules  les  relations,  entre  réciproques  de  segments,  dont 
on  s’est  précédemment  occupé  (*). 

De  cette  équation  on  déduit  immédiatement  la  valeur  de  0^ 
en  Ort,  OA,  Oc,. . et,  comme  Maclaurin  le  montre  dans  son 
Trailé,  le  point  h innii  être  constriiil  de  |)roche  en  proclie, 
linéaireiitcm  ou  avec  la  règle  seule,  par  un  proci'ulé  géoiné- 
tri(iue  Coiiilé  sur  les  propriétés  ^\\^  fniscmn  de  (|uatre  droites 
convergentes,  nommées  lim-monirules  par  Pli.  de  La  Mire,  suc- 
cesseur de  Desargues  et  de  Pascal,  ani|tiel  Maclaurin  attribue 
graiüilement  la  découverte  de  ces  beauv  théorèmes  dus  auv 
.Anciens;  Kuclide,  Apollonius,  Pappus.  Alais  cette  marche  in- 
directe, adoptée  par  Maclaurin.  n'éclaire  pas  siil'fisammenl  la 
question  non  plus  que  la  nature  géométrique  on  algéhriipie  du 
point  /r,  et  il  parait  bien  évident,  parexemjile,  que  si  l’on  rap- 
portait les  segments  Ou,  OA,Oc, . . . de  la  relation  ci-<lessus,  à 
une  autre  origine  A de  l’axe  O.A,  elle  ne  conserverait  plus  la 
même  Corme  algébrique,  ou  bien  elle,  délinirait  un  iioiiil  très- 
distinct  de  h,  et  qui  serait  conjugué  harmoniquement  à la 
nouvelle  origine  A.  De  plus,  il  est  remarquable  que  celte 
même  velalioa  devient  idenliiine,  illusoire,  quand  on  suppose 


(*)  Ceci  est  une  pure  convention,  permise  néanmoins  comme  définition 
à priori  de  la  moyenne  harmonif/ue . Quant  à la  loi  même  des  signes  de  po- 
sition, telle  qu’on  radinellail  dés  l’époque  de  Maclaurin,  elle  consiste, 
comme  on  a dù  s’en  apercevoir  par  ce  qui  (irécède,  en  ce  que  les  réci- 
proques des  segments  dirigés  en  sons  contraire,  par  rapport  à l’origine 
commune,  doivent  prendre  des  signes  différents.  Mais  il  n’est  pas  néces- 
saire, comme  le  fait  Maclaurin  dans  Wtppcndicc  à son  Algèbre  posthume, 
de  s’inquiéter,  à l'avance  et  pour  chaque  ras , de  la  nature  des  signes  de 
réciproques  qui  entrent  dans  la  somme  à considérer;  ii  suffit,  ainsi  que 
nous  l’avons  constamment  fait  dans  ce  Cahier,  de  raisonner  d’après 
rby'polhéso  générale  où  les  termes  sont  positifs  dans  les  deux  membres  de 
l’équation  primitive  de  définition,  ce  qui  a lieu  quaud  on  suppose  une  po- 
sition extrême  ou  extérieure  au  ]>oini  d’origine  des  segments.  Ainsi  il  s’agit 
ici  de  sommes  envisagées  au  point  de  vue  ordinaire  purement  algébrique 
ou  implicite  des  signes,  dont  toute  la  difficulté,  dans  chaque  cas  d’appli- 
cation et  en  général,  consiste  à montrer  l’accord  qui  existe  entre  la  loi  do 
mutations  de  ces  signes  et  Les  changemens  mêmes  de  position  des  points 
correspondants  de  la  figure,  conformément  au  principe  do  continuité.  Or 
tel  es  l le  but  que,  dès  1 8 1 6,  je  m’étais  proposé  d'atteindre.  (A’o/>  le  III'  l^hier 
ci-après.) 
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|{*  point  O à l’infini  ou  simplement  confondu  avec  l’un  quel- 
conque des  points  donnés  «,  h,  c, . . . . 

Cliangemenl  de  l’origine  des  segmenls.  — Afin  d’éviter  de 
tels  inconvénients,  il  est  indispensable  de  transformer  l’éiiua- 
tion  qui  définit  le  point  k de  manière  (pi’elle  puisse  s’appli- 
quer à une  autre  origine  A,  sans  altérer  la  position  inconnue 
de  ce  point  par  rapport  aux  points  donnes  n,  b,  c,. . . . 

Or  on  a,  par  exemple,  en  supposant  A tout  A fait  au  dehors  et  à 
droite  de  ces  points, 

OX  = AO-A4,  0«  = A0  — Art.  04=A0-Aè 

puis,  en  substituant  dans  ta  relation  proposée, 

/«  I ' , I 1 , 

AO— A4  ~ Aü  — A«'*'A0  — Aé"''  AO  — Ar'*’’”’ 

d'où  l’on  tirera  A4  quand  AO  sera  donné  à priori,  et  réciproquement. 

En -réduisant  tous  les  termes  de  cette  dernière  équation -au  mémo  dé- 
nominateur, on  peut  lui  donner  la  nouvelle  forme  ^ 

m (AO  - A rt)  (AO  - A /<)  (AO  - A c) . . . 

= (AO  - A 4)  [(AO  — A è)  (AO  - A c) ...  4-  ( AO  - A rt)  (AO  - A c) ...  -I- . 

Développant  d’après  la  théorie  des  équations,  appelant  P la  somme  des 
simples  segments  ou  racines  Art,  A4,  Ac, ..,  Q la  somme  do  leurs  pro- 
duits deux  à deux, . . . , R celle  de  leurs  produits  m — i à m — i ; enfin  S 
leur  produit  total  on  complet,  il  vient 

rtj  { ÂO”  - P . ÂÔ"' ‘ -I- Q . ÂÔ'"  ‘ ’ - . . . ± R . AO  rp  S ) 

= (AO  - A 4)  [/«ÂÔ"'"'  - (rti  - 1 ) P . ÂÔ"'V  (/rt  - 2)  0 .ÂO””’  — . . ..±  r]  ; 

réduisant,  le  terme  /«AO  disparaîtra  naturellement,  et  il  rcsteoi,  en  or- 
donnant par  rapport  à AO, 

(P-;«A4)AO  -f-[(/«-i)P.A4-2Q]AO  -|-...=p(R.A4-,«S)  = o. 

Cas  où  le  centre  de  moyenne  harmonique  se  change  en  un 
centre  de  moyenne  distance.  — Si  l’on  fait  AO  infini  dans  celle 

é(|uation,  après  l’avoir  divisée  d’abord  par  AO  , elle  cessera 
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de  devenir  identique,  et  donnera  pour  calculer  la  valeur  cor- 
respondante de  A/r, 


P — »i  A/l'  = O, 


A/i  = 


m 


c’est-à-dire  que  le  point  O étant  à l’inlini,  son  conjugué  liar- 
moni([uc  h se  trouve  être  le  centre  de  moyenne  distance  des 
points  a,  b,  c,. . selon  la  définition  adoptée  par  Carnot,  d’a- 
près Lhuilier  de  Genève,  et  qui  suffit  pour  caractériser  la  na- 
ture et  les  propriétés  géométriques  du  point  k,  que  par  analo- 
gie, je  nomme  le  centre  de  moyenne  harmonique  des  points  «, 
b,  6-,. . relativement  à l’origine  particulière  O,  des  segments. 
Mais  il  y a plus  encore,  les  nombreuses  propriétés  du  centre 
de  moyenne  distance,  qui,  au  fond,  sont  les  mêmes  que  celles 
du  centre  de  gravité,  conduisent  pour  le  centre  de  moyenne 
harmonique  à beaucoup  d’autres  intérc-ssants  théorèmes  aux- 
quels on  n’avait  pas  songé  jusqu’ici  (i8iG)  ('). 

Propriétés,  relations  fondamentales  projectives,  des  centres 
de  moyenne  distance  et  de  moyenne  harmonique. — Qu’il  me 
suffise  ici  de  rappeler  que  l’une  des  propriétés  les  plus  remar- 
quables du  centre  de  moyenne  distance  consiste  en  ce  (lue,  si 
l’on  y place  l’origine  des  abscisses  ou  segments,  la  somme  de 
ceux  qui  sont  situés  à droite  de  ce  point  devient  précisément 
égale  à celle  des  segments  situés  à gauche.  Or,  c’est  réellement 
ainsi  que  Newton , dans  son  Énumération  des  lignes  du  3'  ordre, 
définit  le  point  milieu  des  appliquées  parallèles  des  courbes 
géométriques  dont  le  lieu  constitue  la  droite  nommée  diamètre 
par  ce  grand  homme,  d’après  l’analogie  offerte  par  les  conii|ues 
ou  lignes  du  second  degré,  analogie  poussée  beaucoup  trop 
loin,  comme  on  le  verra  ci-après,  quand  on  veut  l’éteiidre  avec 
Newton,  jusqu’à  la  définition  même  des  sommets  et  du  centre 
des  courbes  géométritiues  en  général. 

D’autre  part,  la  correspondance  intime  entre  le  centre  de 
moyenne  distance  et  celui  de  moyetine  barmoniiiue  laisse 


(*)  l oir  \c  Mémoire  sut  les  centres  de  moyennes  Imnnuniques,  t.  III, 
p.  2i3,  du  Journal  de  Crelle,  où  la  définition  de  ces  points  est  étendue 
au  cas  où  les  réciproques  des  segments  sont  inultiiiliés  par  des  coellicienls 
numériques  quelconques. 

II.  • 10 
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entrevoir  que  l’un  est  la  perspective  ou  projection  centrale  de 
l’autre,  et  que,  par  conséquent,  il  en  doit  être  de  même  des 
relations  métriques  ou  descriptives  (pii  leur  appartiennent. 
Or,  c’est  là  encore  une  présomption  facile  à vérifier  par  une 
nouvelle  et  très-simple  transformation  do  l’équation  primi- 
tive ; mais  je  me  contente  ici  de  faire  observer  qu’il  résulte 
de  ces  rapprochements  une  manière  nouvelle,  très-concise  et 
très-élégante  d’énoncer  les  théorèmes  de  Newton,  de  Cotes  et 
de  Maclaurin  (*)  : 

« Si  l’on  fait  tourner  la  transversale  OA-  {Jig.  g5,  p.  1^9.)  au- 
n tour  de  O comme  piMe,  et  qu’elle  rencontre  une  courbe 
» géométrique  en  autant  de  points  a,  b,  c,. . . que  le  marque 


(*)  Newton,  dans  son  lituiim'ralion  des  lignes  du  y nrtlrc,  s’cslsen  i, 
lo  premier,  de  la  projection  des  courbes  par  les  ombres,  en  remarquant 
qu'elle  n’altérait  nullement  le  degré  et  les  alléctions  essentielles  de  ces 
courbes  relatives  à leurs  intersections  et  tangences  avec  d’autn's;  mais 
ni  lui  ni  ses  successeurs  immédiats,  Maclaurin  et  AVaring,  n’ont  songé  à 
établir  un  rapprochement  quelconque  entre  les  propriétés  des  diamètres 
des  courbes  gc^ométriques  et  celles  des  droites  lieu  des  points  de  moyenne 
liarnionique  de  Cotes,  du  moins  au  point  devuo  de  leurs  projections  réci- 
proques; le  motif  en  est  fort  simple  : ils  ignoraient  la  correspondance 
intime  qui  evisle  entre  ce  que  je  nommais,  des  l'époque  de  1816,  le  centre 
de  moyenne  linnnoniiiue  et  lo  centre  de  moyenne  distnnee  relatif  au  cas 
0(1  le  pôle  des  transversales  rayonnantes  passe  à l’infini.  Et  voilà  aussi 
pourquoi  je  ne  pense  pas  qu’antérit'urement  à mars  1824  où  je  présentai 
à rinstilutdo  France  U's  Mémoires  qui  ont  suivi  de  pri'sle  Traité  des  Pro- 
prietés  projectives,  |>ersonn((  ail  ou  la  nette  intuition  do  cette  remarqua- 
ble correspondance,  comme  quelques  auteurs  modernes  semblent  l’admettre  ’ 
par  prévention  ou  ignorance  do  ce  qui  caractérise  une  véritable  décou- 
vorle  et  une  méthode  nouvelle  de  démonstration,  soit  en  Géométrie  pure, 
soit  en  Analyse  algébrique. 

, Au  surplus,  ce  ([ue  jo  viens  de  dire  dess  contnss  de  moyenne  distance  et 
de  moyenne  harmonique  dont  Newton  et  Maclaurin  ne  pouvaient  connaître 
le  nom,  jo  puis  le  répéter  à l’égard  du  beau  théorème  du  premier  de  ct*s 
grands  géomètres,  relatif  à la  coïncidence  du  diamètre  d'une  courbe  algé- 
brique avec  celui  du  système  de  ses  asymptotes,  quand  on  prétend  le 
comparer  à son  analogue  relatif  aux  ares  de  moyenne  harmoni(jue  com- 
muns à une  courbe  été  un  certain  système  de  ses  tangentes.  Ce  théorème, 
déeouvert  et  démontré  algébriquement  par  Maclaurin,  se  trouve  établi  ci- 
dessus  à notre  manière  (p.  120  à laS.yi’g-.  8ij,  car,  à l’époque  où  il  écri- 
vait. ainsi  ipi'à  celle  de  Newton,  on  ne  se  doutait  guère,  si  j’en  crois  un 


Digitized  by  Google 


APPLIQUÉE  AUX  COURBES  GÉOMÉTRIQUES.  i^7 

■»  «on  dcfîré  m,  le  cenlre  A des  moyennes  harmoniques  de  ces 
n divers  points  pris  relalivemenl  au  pôle  O,  sc  nicui  sur  une 
» droite  qu’on  peut  appeler  Vaxe  ou  polaire  harmonique  de 
» la  courbe  par  rapport  à ce  pôle;  cel  axe  se  changeant  en 
» celui  du  centre  de  moyenne  distance  des  intersections 
» a,  b,c,. . nommé  diamètre  par  Newton,  quand  le  pôle  pas- 
>1  sant  à l’infini,  les  sécantes' transversales  deviennent  paral- 
« lèles  à une  droite  fixe.  » 

Démonstration-  du  théorème  de  Cotes  par  Maclaurin,  — 
Maclaurin  démontre  le  théorème  de  Cotes  d’une  double  ma- 
nière ; I"  géométriquement,  en  partant  du  cas  singulier  où  la 
courbe  est  remplacée  par  un  système  de  lignes  droites  dont 
l’axe  ou  polaire  harmonique  s’obtient  en  procédant  de  proche 
en  proche,  comme  je  l’ai  rappelé  ci-dessus;  car  c’est  là  une 


célèbre  apophtliegme  de  pliilosophio  transcendante,  tour  à tour  attribué  à 
Platon,  à Descartes,  à Leibnitz,  à Pascal,  etc.,  que  tous  tes  (wints  à l’infini 
d’un  plan  ou  de  l'csiKicc  dussent  se  trouver,  non  pas  sur  un  crrrle  ou  une 
sphère  dont  le  centre  est  pnrtout  et  ta  circonférence  nulle  port,  mais  bien, 
comme  je  l’ai  gcométriquemônt  établi  par  les  principes  de  continuité 
et  de  projection  centrale,  sur  une  ligne  droite  ou  un  plan  indéterminé  de 
situation,  à la  limite  idéale  et  fictive  attribuée  à finlini  de  l'espace;  ce 
<[ui  soulève  le  voile  dont  étaient  jusque-là  cnveloppi'es  un  grand  nombre  de 
vérités  géométriques  ou  analytiques. 

Enfin,  j'en  dirai  tout  autant  encore  do  ce  tliéorème  non  moins  admi- 
rable de  Nevvlon,  relatif  aux  appliquées  parallèltîs  des  courbes  algébri- 
ques, que  Carnot,  d’après  une  considération  élémentaire  tirée  de  la  théorie 
des  lignes  jiroportionnclles,  a étendu  à up  triangle  quelconque  transversal 
des  memes  courbes  ; théorème  a uipiel  on  pourrait  en  ajouter  une  infinité 
d'autres  que,  avant  l’époque  de  1820  ou  1822,  on  ne  savait  point  encore 
générali.scr  par  les  principes  dont  il  s’agit,  exposés  dans  le  Traité  des 
Propriétés  pmjertu’es  /les  Jigures,  où  j’en  ai  offert  assez  d’applications 
pour  mettré  spr  la  voie  les  lecteurs  intelligents,  mais  que  j’ai  pris  le  soin 
de  développer  dans  les  Mémoires  déji'i  mentionnés,  sur  les  centres  de 
ninrennes  harmoniqiit-s  et  les  fiolaires  récipivt/ues,  présentés  au  commen- 
cement de  1824  à l'Académie  dt's  Sciences,  l’our  mieux  dire,  la  limite 
idéale  des  philosophes  est  VeiiPeloppe  des  plans  nu,  ce  qiri  revient  au 
même,  /les  droites  ituléterminées  /le  situation  a Cit/pt/i,  enveloppe  qui 
peut  être  une  courbe  quelconque  plane,  ouverte  ou  fermée,  réelle  ou  ima- 
ginaire, etc.  \f^oir,  pour  les  exemples,  \e  Supjdc tuent  ù\i  Traité  des  Pro- 
p/i/’tés  prnjcctiiTS  /les  p(;//res:  ) ' . . 

TO. 
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consoqiicnce  iiécossnire  dos  ihéorènies  des  p.  • 19  cl  14®,  dus  ;i 
Mncl.mi'ii),  lorscpie  venant  à supposer  [fig.  81)  la  transver- 
sale (ipj)' p" . . . mobile  autour  du  point  a eoininc  pôle,  ou 
admet,  au  eonlraire,  (pie  les  autres  transversales  aqq' q" . . . , 
an'^r" . . restent  fixes  ou  immobiles;  a"  algébriquement,  par 
des  eonsidéraiions  mixtes  fondées  sur  la  délinition  même  des 
eonrbes  géométriipies  dans  le  système  des  coordonnées  li- 
iH'aires  de  Dcscaries,  cl  d'oii  Maclaurin  déduit,  par  des  com- 
(laraisons  analylico-géométriques  relatives  aux  coefficients  des 
deux  derniers  termes  de  l’équation  qui  représente  la  courbe 
proposée',  les  sommes  de  réciproques  des  absciss(«>  ou  seg- 
ments formés  sur  la  transversale  mobile  autour  du  pôle  fixe 
et  qui  répondent  aux  intersections  imaginaires  avec  la  courbe. 

Mais  cet  ingénieux  jirocédé,  né  d’un  scrupule  géométrique 
alors  plausible,  peut  être  remplacé  par  d’autres,  indépendants 
de  toute  représentation  des  courbes  par  les  équations  algébri- 
(|ues,  et  (pii  exigent  seulement  que  les  intersections  imagi- 
naires soient  définies  par  un  système . convenable  de  lignes 
géométriques  distinctes,  données  sur  le  même  jilan;  chose 
toujours  possible  géumélriipiemenl,  comme  on  en  a vu  des 
exemples  élémentaires  dans  le  précédent  volume  de  ces  Jppli- 
ciitioiis  (I"  et  V'  (’ahiers  relatifs  aux  sécantes  et  cordes  idéales 
coniniunes  aux  cercles  on  aux  coniques). 

Démonstration  par  nos  principes.  — Quant  à démontrer  in- 
tuilivemenl  et  par  le  principe  de  continuité  l’existenCe  de 
l’axe  conjugué  ou  liarmonicpie  d'un  pôle  fixe  donné  sur  le 
plan  d’une  courbe  géométrique,  il  suffit  de  considérer  que  le 
centre  de  moyenne  harmonique  est  uniipte  sur  chaque  trans- 
versale ou  rayon  vecteur;  que  jamais  le  lieu  de  ces  centres 
ne  peut  passer  par  le  pôle  fixe  censé  hors  de  la  courbe,  et 
qu’en  conséquence  ce  lieu  est  une  ligne  droite,  etc.  ('). 

Celle  démonstration  s’étend  au  cas  où  les  réciproques  de 
segments  dont  les  sommes  définissent  le  point  générateur, 
sont  élevées  à des  iiuissanccs  égales,  supérieures  au  1'^  degré 
et  multipliées  par  des  coefficients  numériques  arbitraires. 


(?)  O»  genre  do  coii.diléralioiis,  d('jà  mis  011  usage  à la  fin  du  1"  ('.ahier, 
a été  plus  amplement  justifié,  en  i8>2,  dans  le  Trnitc  des  Prupriétés 
projectives  , p.  Vi-jt,  etC.l. 
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|)Ourvu  quVii  oxirajaiit  la  racine  de  la  luiissaiice  rclalive  à la 
réciproque  inconnue,  un  n'ouljlie  ni  les  signes,  ni  la  inulii- 
plicil,é  de  sa  racine,  el  (pie  l’on  ail,  de  plus,  égard  à la  inulti- 
plicilé  du  j)ùlc  des  rayons  vecleurs,  s’il  up|)ariienl  à la  courbe 
dont  on  recherche  h;  degré  à priori  (*). 


Dfs  courbes  polaires  lieu  des  origines  ou  centres  eonlre-hur- 
moniques  par  rapport  à un  pôle  et  à une  courbe  géométrique 
arbitrairement  donnés  sur  un  plan. 

Théorème  fondamental. — Soit  (_fig.  f)h)  une  courbe  géo- 
niéiriquc  de  degré  quelconque  ;/i;  d’un  point  (i\e  p,  considère 


Fig.  y(i. 


coinnie  pôle  Ae  rayons  vecleurs,  soit  menée  une  sécante  ar- 
bitraire pa,  renconlranl  la  courbe  aux  m points  a,  a',  a",.  . 
(|u’on  prenne  sur  celte  sécante  un  point  x tel  que 


(«.) 


I 

m 


I 

art' 


• (*)  Dp  telles  questions  sont  aujourd’hui  d’un  bien  faible  intérêt  au  point 
(le  vue  géométrique,  quoiqu’elles  nient  beaueoup  préoccupé  Waring, con- 
tinuateur [leii  fécond  des  idées  de  Newton,  de  Cotes  el  de  -Maclaurin, 
dans  un  ouvrage  de  17C2,  intitulé:  Misccüanea  annhtica,  publié  |>ar 
souscription  à Cambridge,  et  dans  lequel  so  trouve  une  incomplète  éuu- 
mérotinn  îles  lignes  du  4'  ordre  nu  3'  genre.  Je  cite  cel  ont  rage,  ipic  je 
connaissais  dès  1816,  parce  cpie  l’auteur  s’y  est  aussi  occupé  du  problème 
de  mener  les  tangemesà  une  eourlie  géométrique  par  un  |>oint  (pielronque 
donné  sur  un  plan , problème  dont  on  verra  la  solution  dans  le  paragra- 
phe ci-après,  à l’aide  de  procédés  algébriques  très-dillércnls,  et  qui  assi- 
gnent au  nombre  de  ces  tangentes  la  limite  ni  {ni  — 1),  inférieure  de  ni 
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je  dis  qu’en  fuisanl  mouvoir  cotte  sécante  autour  du  pôle  f>, 
la  suite  de  tous  les  points  a d’origine  des  segments  comptés 
ici  du  centre  de  moyenne  harmoniciue  relatif  à ce  pôle  et 
qu’on  peut  nommer  centres  Je  réciproques  ou  contre-harmo- 
niques, seront  situes  sur  une  seule  et  même  ligne  géométri- 
que de  l’ordre  m — i. 

L’équatiun  ci-dcssus  peut  être  écrite  ainsi  : 

t _ I / I I I \ 

cip  m \7:p  — ptt  -J. P — pu'  OLp  — pu"  ') 

Développant,  réduisant,  ordonnant  par  rapport  à et  faisant  de  plus, 
pour  abréger, 

V = pn-irpn'-^pn'-ir..., 

c’est-à-dire  égal  à la  somme  algébrique  de  tous  les  segments  formés,  dans 
la  courbe,  à partir  du  pèle  fixe  p, 

Q = pu. pu  -1-  pu  .pu"  -t-  pJ  .pré  -1- . ■ - i 

la  somme  des  produits  deux  à deux  des  mêmes  segments  ; ap()elant  de 
même  R,  la  somme  de  leurs  produits  trois  par  trois  ; T,  celle  do  leurs 
produits  m—i  à enfin  V,  le  produit  total  ou  complet  des  mêmes 

segments,  on  aura  pour  calculer a,  l’équation 

j«)  V.pa  — -iQ.poL  -t-3R./ja  — ± «;V  =r  o. 

Eette  équation,  n’éiant  que  du  degré  — i,  ne  donnera  sur  chaque  sé- 
cante i>u  que  m — I points  tels  que  a;  d’autre  part  V,  no  pouvant  s’an- 
nuler ni,  par  suite,  a se  confondre  avec  le  pèle  p pour  aucune  des  posi- 
tions du  rayon  vecteur,  à moins  que  ce  pèle  n’ap|)artienno  à la  courbe 
l>roposée,  il  en  résulte  la  démonstration  du  théorème  énonaé. 


unitt*s  à celle  iridfiiuée  (p.  loo  de  l’ouvrage  cité)  par  Waring;  m repré- 
sentant d’ailleurs  le  degré  de  la  courbe  proposée,  dont  cet  auteur  n'a 
nullement  recherché  la  ligne  des  points  do  contact  qui,  à ses  yeux  sans 
doute,  comme  à ceux  même  do  Maclaurin,  ne  paraissait  pas  jouir  du  degré 
d’importance  qu’on  lui  accorde  généralement  depuis  la  publication  do  la. 
Notice  sur  tu  théorie  des  polaires  nuiproques,  que  j’ai  adressée  eu  1817 
au  rédacteur  des  premières  Amudes  de  Muthrmutuptes.  [t'oir,  à la  fin 
de  ce  volume,  l’extrait  de  cet  article  qui  a paru  dans  le  tome  Vlll  de  rus 
Annules.  ) Je  crois  d’ailleurs  superftu  de  faire  remarquer  que  les  démons- 
trations de  cette  Notice  sont  très-différentes  de  celles  du  texte  cinlessus, 
qui  s’appliquent  aux  surfaces  comme  aux  courbes  géométriques,  mais  qu’il 
iv'entrait  nullement  dans  mes  intentions  de  publier  dès  répiKpio  de  1817. 
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Pour  découvrir  la  forme  expUcilc  des  coefficients  P,  Q,. . V,  soi.1 

. . + 4 = o; 

l’équation  do  la  courbe  donnée  {/îg.  96),  rapportée  actuellement  à la 
droite  fixe  quelconque  /xi  et  à sa  perpendiculaire  comme  axe  des  jc  et 
des/;  l’équation  relative  à la  sécante pan“  prise  pour  nouvel  axe  des  x, 
sera  donnée  par  les  formules  de  transformation  bien  connues, 

x = x'cosy  — /'sin^*,  /=/'cosŸ-t-x'siny, 

où  Ÿ est  l’angle  apn  des  x et  x',  et  qu’il  faudrait  substituer  dans  la  pro- 
(lüséc  pour  faire  ensuite  v'  = o dans  le  résultat;  ce  qui  donnerait  une 
équation  dont  les  segments  ou  abscisses  pti,  pn',  j/a’,...  seraient  les  ra- 
cines.'Mais,  au  lieu  d’opérer  ainsi,  on  peut  faire  é l’avance  y c=.o  dans 
les  formules  de  coordonnées  ci-dessus,  ce  qui  donne  simplement 

x = x'cosy,  /=x'sinŸ, 

et,  en  substituant  et  ordonnant  par  rapport  ù y, 

x"“(sin”'y-+-icosy  sin”'"'  y-+- fcos’y  sin”"’y  • .-I- /cos’"y  ) 
-f-x'""'  (nsin"‘"'y-t-f/cosy  sin^'^y-t-- . .-i-g'COS'”'‘y)  -p. . .; 

d’où  l’on  tire  respectivement,  en  nommant  D le  coefficient  de  x"", 
rtSin’”''y-+-r/rosysin““'(!>-i-. . . + ffCos’“'‘y 

P-“~ i)—^ 

csin'"“^y , .-h /icos""’y , ,,  , / 

D ’ ’ ' = 

Substituant  dans  l’équation  (o),  il  viendra  finalement,  en  observant  que 

■ /J2.cosy=:a,  y^a.siny  = ^, 

a et  étant  les  coordonnées  de  l’origine  ou  centre  eontro-barmonique  a, 

{b)  +ap"'-'  -hdap'"-’ . . + ï{cp"-^-+-. . . -t-// a"' 

équation  effectivement  du  degré  /n  — i,  comme  cela  était  annoncé. 

Mais,  avant  de  nous  occuper  de  sa  discussion,  il  est  bon 
d’examiner  encore  ce  qui  arrive  dans  le  cas  particulier  où  l’on 
suppose  le  ptMe  p à l’infini,  et  par  conséquent  les  sécantes  aa" 
toutes  parallèles  entre  elles;  le  point  générateur  a de  chaque 
transversale  prenant  "alors,  comme  dans  la  recherche  de  la 
p.  12B,  un  caractère  tout  particulier  très-distinct  d’ailleurs  de 
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celui  qui  appartient  au  centre  de  moyenne  harmonique,  puis- 
qu’il n’est  point  unique,  cl  que  sa  détermination  dépend  d’une 
équation  du  degré  m — i. 

Faisant  en  efîet  aji  infini  dans  l'cipiation  du  définition  ci-di‘ssus,  du 
centre  conlre-harmoniiiiie,  elle  devient 

xu'.aa".  . . . . 

Soit  on'x  (/tf;.  97)  une  droite  ou  axe  fixe  tiuelconque,  o'  étant  une  nou- 
velle origine  de  .segments , on  aura 

(«y  — on)  (oy  — lui')  (oy  — on") = O. 

Tic-  97- 


Po.sant  pour  abréger  oix  = x,  et  faisant  attention  que  o remplace  ici  le  p 
do  la  /îÿ.  96  comme  origine  des  segmcni.s,  cette  équation  devient,  d’après 
les  notations  déjà  admises, 

— («I  — i)P.r”-  = -|-(w  — — ..  .±T  = o; 

c’est,  comme  on  voit,  la  difTérentielle  île  l'équation 

_ P J."-'  4.  Qi-™-»  — . . . ± T.r  q:  V = o, 

dont  le  rapprochement  avec  celle  (fl)  du  ras  général,  |>orte  à soupçonner 
(|ue  le  lieu  des  points  y dont  on  recherche  l'équation,  n'est  autre  que  la 
courbe  même  des  points  de  contact  des  tangentes,  ici  parallèles,  menées 
du  [)éle  fixe />  à la  courbe  proposée  (ni). 

Il  n’est  pas  difficile  de  voir,  en  effet,  que  l’équation  (a) 
ou  (fl)  est  précisément  celle  ipie  l’on  obtiendrait  en  cherchaiu 
à déterminer  en  généra!  res  diverses  tangentes. 

Coiivbn  jwlaire  des  conlacls  on  langences.  — Appelant  a 
et  (i  les  points  de  contact  qu’il  s’agit  de  découvrir,  on  aura, 
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pour  exprimer  qu’une  tangente  à la  courbe  (i)  passe  par  le 
pôle  p,  origine  des  axes  coordonnés  des  .r.et  >•  [Jig.  <)7  ), 


a = O. 


L’éf]uatio»  do  la  courbe  devant  être  s;ilisfaite  par  les  coordonnées  a 
et  P,  il  en  résulte  la  relation  de  condition 

\ 4-/a“4-(üra™-‘ ..  + /*  + / = O, 

de  la(|uelle  oh  tire,  par  la  différentiation, 

dp  _ b '-t-(rf+  ï.ca)  a.’"-'A-[m  — i)  . . + » . 

dTL  ;«,V" — i)  [a  + hs.)  (^"''+(«1  — vt)  ((  -|-f/a  + t'a’)  [•/'  ■*-)-...  ’ 

substituant  dans  l’équation  ci-dc.ssus.  il  vient 
. / 

nrp“  + mh  a p"~'  4-  me  a’  p”-^  4- . . . 

4-  {m  — i)«^"*"'4-  (/«  — a)c[i"‘'’4-  (/«—  i)tlp"-'+. . .4-  /a  = o; 

multipliant  enfin  rét|uation  primitive  (c)  par  m,  et  retranchant  de  cette 
é(|uation  celle  qui  précède,  on  retombera  sur  l'équation  (b),  on 

ap”-'  4-  -ir  4-  dxp'“-'  4--. . .4- "o""'4-. . .4-  («/  — i)ix  + m/i  = o, 

d'abord  obtenue  par  la  définition  directe  de  la  courbe  comme  lieu  des 
points,  tels  que  a,  qu'on  pourrait  nommer  les  rnnlrr-burmoniijurs  du  piMe  /> 
des  rayons  vecteurs  ou  transversales  de  la  proposée;  le  point  a lui-méme 
pouvant  se  nommer  /johit  (Furiginr  des  segments. 

PnoBLÈME.  — • D'an  point  p donné  sur  le  plan  d’une  courbe 
f'éomélrique  de  déféré  quelconque  m,  mener  jrrapliiquement 
les  tangentes  à cette  courbe.  On  prendra  les  points  d’origine 
ou  centres  contre-harmoniques  a des  intersections  a,  a',... 
(ftg.  96),  relative  aux  diversr's  sécantes  pa,  issues  du  point/» 
considéré  comme  pôle;  la  courbe  de  degré  m — i,  t|ue  ces 
points  a formeront,  viendra  rencontrer  la  proposée  (m)  pré- 
cisément aux  points  de  contact  des  tangentes  cherchées. 
Malheureusement,  sauf  (tour  le  if  et  le  a'  degré,  cette  solution 
est  à peu  près  inexécutable  par  des  procédés  graphiques. 

Dans  le  cas  d'une  courbe  du  3'  degré,  la  polaire  de  contact 
dont  il  s’agit  étant  simplement  une  conique,  on  pourra  se 
contenter  d’en  trouver  cinq  points  ()uelconqués  au  moyen  de 
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trois  transversales  arbitraires,  et  Ton  construira  le  reste  de  la 
courbe  par  des  procédés  linéaires  bien  connus  (t.  I,  p.  i38). 

Dans  ce  niênie  cas,  l’équation  ci-dessus,  propre  à détermi- 
ner directement  la  position  des  deux. points  a,  sur  chaque 
transversale  issue  d’un  point  donné  p,  se  réduit  à celle-ci  : 

V.px  — 9.0./;a! -+- 3 V = O, 

dans  laquelle 

P = />a  4-  pa'  4- pa“,  Q = pa.pa'  4-  pa.pti"  +pn' .pa", 

V = pa.pa'  .pa" , 

et  d’où  l’on  tire  immédiatement 

O 4=  v'rp  — 3PV 

pa  — — p 

p,  a,  a',  a"  étant  donnés  par  la  courbe  supposée  décriUs,  toute 
la  difficulté  serait  de  trouver  a géomélri(iuemcnt;  chose  ici 
très-facile,  notamment  quand  le  jioint  p est  à l’infini  ou  sur  la 
courbe  du  3'  degré  dont  il  s’agit,  car  la  détermination  de  px  ne 
dépend  plus  alors  que  d’équations  d’une  forme  et  d’une  con- 
struction très-simples. 

Intersections  de  la  courbe  proposée  avec  ta  polaire  de  con- 
tact. — Voici  comment  on  peut  démontrer  directement  et 
géométriquement  (lu’en  effet,  (juand  la  polaire,  lieu  des  cen- 
tres contre-harmoniques,  coupe  la  proposée  en  un  certain 
point,  ce  dernier  est  nécessairement  un  point  de  contact  ou 
l’équivalent.  Il  sulTit  pour  cela  de  prouver  qu’en  chacun  dé 
ces  points  l'équation  de  définhion  la,  ou  a)  est  naturellement 
satisfaite.  Prenant  jiour  exemple  la  courbe  géométrique  du 
3' degré,  on  mettra  cette  équation  sous  la  fornte 

px  {(px  —pa)  ipx  — pa')  4-  {px  —pa)  {px  — pa")  4-  [px.  — pa')(px  —/«/"U 
-3{px-  /m)  {px  -pa‘)(px—pa’)=;  O, 

et  remarquant  que,  si  a et  a',,  par  exemple,  se  confondent,  ce 
qui  suppose  pa'=pa,  l’équation  ci-dessus  acquiert  le  facteur 
pa.  — pa  commun  à tous  ses  termes,  et  ipie,  par  conséquent. 
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si  l’on  égale  ce  fadeur  à zéro,  on  aura,  par  cela  méme,  T’unc 
des  racines  px  de  réqualion,  c'esl-à-dire 

t • 

px  = pa  = pa', 

qui  indique  précisément  que  le  point  a s’est  confondu  avec  a 
et  sur  une  même  branche  on  sur  deux  branches  distinctes 
de  la  courbe  proposée. 

Réciproquement,  px  ne  saurait  être  égal  à pa  ou  pa\  etc., 
sans  que  la  sécante  devienne  tangente;  car  alors,  en  intro- 
duisant cetu-  hjpoihèse  dans  l’équation  ci-dessus,  elle  de- 
viendra 

pa  ( pa  — pu'  )(pa  — pu”  ) = o, 
qui  ne  peut  être  satisfaite  (lu’en  faisant 

ou  pu  = pa'  ou  pa  = pu"  ; 

c’est-à-dire  qu’alors  la  sécante  pu  touche  nécessairement  la 
courbe  proposée  aux  points  a et  a'  ou  a et  a",  respectivement 
confondus  entre  eux. 

Propriété  essentielle  des  deux  courbes  et  de  leurs  dérivées 
polaires  coittre-harnwniques.  — Laissant  de  côté  l’examen  in- 
tén'ssant  de  ce  qui  arrive  ejuand  le  pôle  ou  i)oint  de  converT 
gence  p des  tangentes  à la  courbe  donnée  est  à l’infini  ou  sur 
cette  coui  lie  même,  je  me.  contente  de  faire  remarquer  : 

1“  Que  la  polaire  de  contact  dont  on  vient  de  s’occuper  est 
le  lieu  des  points  x tels,  (ju’en  les  prenant  respectivement 
pour  origine  des  segments  relatifs  aux  transversales  qui  y 
passent,  ou,  si'l’on  veut,  pour  pôles  fixes  de  ces  transversales, 
les  axes  de  moyenne  harmonique  correspondants  (théorème 
de  Cotes)  pivoleronf  autour  du  point  de  convergence  p des 
tangentes  comme  pôle  réciproque  des  points  a ou  centres 
contre-harnioni(]ues  de  p;  de  sorte  (|ue  toutes  les  droites  qui 
passent  parce  même  point  p,  peuvent  être  considérées  comme 
autant  A’axes  de  moyenne  harmonique  ayant  pour  pôles  res- 
pectifs, à l’égard  de  la  courbe;  proposée  base  des  contacts,  les 
points  X mêmes  de  la  courbe  des  contacts. 

2°  One,  dans  l’e'quation  gi'mérale  («),  d’abord  obtenue  el 
qui  donne  les  valeurs  px  répondant  aux  centres-  conlre-har- 
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muiiiques  a,  on  a,  on  nppoinnt  x,  a"  los  poinls  (|ui  rôpondenl 
aux  m — I racines  de  celle  oqualion, 

~p~'^  ' ■+-  P a'  ./<a". . px'‘“~'^-¥- 

somme  des  produils  ni  — x a ni  — 2 des  ni  — 1 racines, 

= px.px'  .px". . .px<"'~'K 

le  proiluil  des  memes  racines  ; d’où  l'on  lire  généraleinenl 

{ni  — I ) T I I I 1 

ni\  fl X ji  x' P x“  ’ 

relalion  di};n<'  île  remar(|ue  el  dans  laipndle 

T = pn.pn' .pu" . . .pii^"-'^ 

esi  la  somme  des  produils  ni  — 1 à w — 1 , landis  que 
V = pn.pn' .pu" . . .y/rt'™”') 

est  le  (iroduil  lolal  ou  complel  des  ni  segmenls  relalifs  aux  in- 
lerseclions  de  la  iransvcrsale  pnx  [fig-  ofH)  avec  la  courbe  jiro- 
posée.  Or,  de  là  on  conclul,  par  un  rapitrocheinenl  laeile, 

( ^ ' » ■+••••+  ■ — r'nvi  1 

ni — I \px  px  px  pa^" 

= J_  ( _L_4__L  . H ,1:^7)); 

ni  \ pu  pn  pn  pn''*~'i/ 

_ e'esl-à-dire  i|ue  la  moyenne  harmonique  des  scgmenls  px, 
px’ ■ ■ , px''"~‘\  en  nombre  ni — i,  qui  se  rappoiTenl  à la 
coiirbe  des  conlaels,  esl  éfiale  à la  moyenne  harmonique  do 
ceux  pn,  pn'...,  pn^"-'^  ipii,  sur  la  iransversale  commune 
issue  du  poinl  p,  correspondcnl  à la  courbe  donnée  de  def;ré  m. 
En  d’aulres  lermes,  on  peul  dire  i|ue  : 

3"  Itelaliveinenl  au  poinl  fixe  p pris  pour  pivot  des  sécanles 
communes  mobiles,  la  couibe  priqiosée  (ni)  el  la  ligne  des 
• conlaels  ni — 1 ont  ménie  nxe  île  nioyeniie  linimoniijiie.  El, 
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comme  il  en  est  ainsi  encore  de  la  courbe  de  degré  m — -y. 
dérivée  de  la  précédenie,  cl  ainsi  de  suite,  on  voil(|ne  cet  axe 
liarmoni(|ne,  commun  à tttulcs  les  dérivées,  n’est  autre  qm;  la 
droite,  c’esl-à-dire  l'axe  liarmoniciue  même  auquel  se  réduit 
définitive  la  dernière  des  dérivées  de  degré  nt  — [tu  — i)  = i. 

/\"  A chacun  des  jioints p du  plan  de  la  courbi'  proposée  ( m ), 
pris  pour  pôle , correspond  nécessairement  un  axe , mais 
un  seul  axe  de  mojenne  harmonique  srdon  la  déliniiion  ci- 
dessns;  donc  réciproiiuemenl,  à une  droite  quelconque  don- 
née, considérée  comme  axe  harmonique,  correspond  au  moins 
un  pôle  conjugué /r,  par  rapport  à la  courbe  (m),  pôle  déter- 
minable géométriquement  et  iiui  doit  décrire  une  certaine 
courbe  continue  quand  op  assujettit  l’axe  harmoni(|ue  con- 
jugué à se  mouvoir  suivant  um*  loi  géométriiiue  donnée,  elle- 
même  continue. 

' 5"  Un  particulier,  il  résulte  des  relations  mélri(|ues  ou  de 
réciprocité  qui  lient  la  courbe  des  contacts  ou  des  points  x à 
la  proposée  et  au  pôle  de  concours  p des  tangentes,  que  les 
points  générateur  s a de  cette  courbe  ont  pour  axesde  moyennes 
harmoni(|ues  dans  la  proposée,  des  droites  qui  liassent  toutes 
par  le  pôle  lixe/^;  propriété  analogue  à celle  qui  a lieu  poul- 
ies conir|ues  où  la  ligne  des  contacts  est  du  i"  degré,  et  se 
nomme,  comme  on  l’a  vu,  la  polaire  de  p. 

1*1  us  généralement,  l’enveloppe  désaxés  harmoni(|ues  de  [ni), 
conjugués  aux  divers  points  d’une  autre  ligne  (|nelconque  de 
degré  «,  tracée  sur  son  plan,  est  une  dernière  ligne  du  degré 

n[m  — I ) [rt  ( m — i ) — i ] = «’  (in  — i)* — n(m  — i), 

qui  s’abaisse  au  degré  [ni  — ')[ni  — 2)  quand  « = i ; de  sorte 
rpie  si  la  droite  correspondante  à « — i passe  à l’infini,  les  axes 
de  moyenne  harmonicpie  étant  deveiuis  autant  de  diamètres 
de  {'«),  suivant  la  définition  de  Newton,  l’enveloppe  dont  il 
s’agit  se  réduit  au  degré  [m — •)(/«  — a),  courbe  à laipielle 
.On  ne  peut  mener  que  m — 1 tangentes  seulement,  d’un  point 
aibiti-aire  du  plan,  etc.,  etc. 

On  pourrait  faire  d’autres  raiiprtichements  curieux  et  non 
moins  remanpiables  au  moyen  de  l’équation  (a);  mais  je  m’ar- 
rête aux  précédents,  et  termine  par  (|ueh]ues  remarques  et 
rédexions  essentielles. 
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Considérations  diverses.  — Supposons,  oiilro  aulros,  à l’in- 
fini le"  point  ou  pôle  p,  et  consu-uisons  la  courbe  des  points 
de  contact  relative  à la  proposée  de,  degré  /«;  faisons  la  même 
chose  pour  une  autre  direction  ((uelcon(|iie,  de  sécantes  pa- 
rallèles : si  parmi  les  points  en  nombre  {ni  — i)’,  oii  les  deux 
courbes  ainsi  construites  s’entrecoupent,  il  en  est  (]ui  appar- 
tiennent à la  |iroposée,  ce  seront  îles  points  singuliers  très- 
remarquables,  soit  multiples,  soit  de  rebroussement,  conju- 
gués, etc. 

En  effet,  la  courbe  des  contacts  passe  évidemment  par  ces 
points  singuliers,  et  la  limite  ni{m — i)  du  nombre  des  tan- 
gentes possibles  s’abaisse  d’autant  de  fois  u unités  que  les 
droites  allant  du  point  donné  p aux  différents  |)oints  singu- 
liers renferment  de  cordes  milles  de  la  C4.uirbe  {ni).  Quant  aux 
points  d'intersection  en  apparence  étrangers  à {ni],  ils  n’en 
sont  pas  moins  très-irniiortanls  à étudier,  et  iloiveni,  comme 
les  points  singuliers  propres  à celte  courbe,  être  lolaleineiil 
indépendants  de  la  direction  attribuée  aux  sécantes  parallèles, 
je  veux  dire  à la  position  même  des  points  p,  sur  la  droite  à 
l’infini  du  plan  de  la  courbe  {ni). 

Ces  considérations,  i|ui  se  rallacbcnl  à la  théorie  ordinaire 
des  pôles  et  polaires  des  coni(|ués,  ont,  d’autre  part,  une  n*- 
lation  très-intime  avec  le  jieti  i|ue  nous  ap])rend  jusqu’ici  l’a- 
nalyse infinitésimale  relativement  aux  points  singuliers  des 
courbes,  notamment  aux  i>oints  de  multiple  inflexion,  de  mul- 
tiple relirousscment,  etc.,  aux  jroints  d'extrême  grandeur,  ser- 
vant de  limites,  de  sommets  à ces  courbes  dans  des  positions 
pour  lesquelles  les  coefficients  différentiels  des  ordonnées, 
des  abscisses,  ou  de  toute  autre  fonction  déterminée  de  ces 
variables,  devienirenl  plusieurs  fois  milles,  infinies,  et  pren- 
nent la  forme  algébrique  de  rindéterminairon  {’). 


(*)  l'oir  à la  fin  de  ce  volume  (Cali.  VI)  l’extrait  d’un  article  sur  la 
ihcorie  des  polnires  réciproipirs,  imprimé  en  1817  dai|S  le  Jonrmd  Aînthè~ 
/Hc/r/^Hc  de  (Jergonne,  et  où  Ton  trouvera  rompreinle  de  (]uel(]ues-unesde 
ces  idées,  de  celles  surtout  qui  concernent  la  |K)laire  des  contacts,  lieu 
des  cciiires  rn/iire-lmrmonit/iies,  mais  envisagée  sous  un  a.specl  puremeni 
unalQiqiie  à la  maniéré  de  l'éiioque;  attendu  que,  à propos  de  la  solillidn 
accidentelle  des  problèmes  proposés  dans  les  .Iniiales  de  MnntpeUicr,  je 
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Voici  les  énoncés  de  (|uelqiies  aulnes  propositions  relatives 
aux  propriétés  des  axes  et  des  centres  de  moyenne  harmo- 
nique et  qui  dérivent  immédiatement  de  celles  qui  précèdent. 

Fragments  résumés  relatifs  aux  rentres,  aux  axes  et  plans  tic  ninyenné 
ilistanee  ou  th:  moyenne  harmonitpie  des  courbes  et  tics  surfaces. 

I 

I.  Déjînitinns.  — Si  l’on  prend  pour  base  d'un  faisceau  de  lipnes  droites 
convergeant  en  un  même  point  s (Jtg.  g5,  p.  142),  considéré  comme 
sommet  ou  centre  de  projection  d’un  système  de  points  a,  b.  c,. . . en 
nombre  m,  rangés  sur  une  même  droite,  et  pour  lesquels  le  point  /■  est 
un  centre  de  moyenne  harmonitpie  ou  de  récipro(]ues  dq  segments  relati- 
V('ment  à un  point  O de  la  même  droite,  pris  pour  origine  de  ces  s<'g- 
ments,  on  formera  \xn  faisceau  luirinoniipie  on  harmonieal  (mot  adopté 
par  de  La  Hire  pour  les  coniques),  dans  lei|uel  les  proJeUintes  4/  et  .«O  sont 
res|)ectivement  ce  que  je  nomme  les  n.res  de  moyenne  et  d’origines  har- 
monitpies  du  faisceau,  axes  qui  jouissent  de  la  propriété  d’être  coupés  par 
une  transversale  rectiligne  arbitraire,  en  un  nouveau  système  de  points 
harmoniques,  analogue  au  système  primitif  des  points  do  base. 

Nota.  — Lorsque  l’axe  des  origines  harmoniques  est  donné  à priori, 
celui  des  centres  ou  moyennes  harmoniques  s’en  déduit  par  des  construc- 
tions linéaires,  dépendantes  uniquement  de  la  (UUnnétrie  delà  règle.  Dans 
l’hypotbèsi'  inverse,  la  détermination  de  l’axe  des  origims  dépend  do  la 
résolution  d’uno  équation  de  degré  «/  — i ou  du  tracé  d’une  courbe  de  ce 
degré,  ayant  un  point  multiple  de  l’ordre  m — 2,  elle-même  constructible 
linéairement  par  points  isolés  et  successifs  (*). 

H.  Théorème,  — Si,  pour  une  courbe  de  degré  quelconque  M 
on  i\6icvm\nc\' axe  tir  moyenne  hannoniipic  pif  du  faisceau  des  tangentes 
à cette  courbe,  issues  d’un  point  quelconque  /;  d’une  droite  arbitraire  rx»'. 


ne  voulais  point  entamer  l’exppsé  de  théories  que  je  me  proposais  d’ap- 
profondir et  de  publier  lorsipie  des  circonstances  m’en  offriraient  la  pos- 
sibilité matérielle  et  l’occasion  pro|>ico;  le  peu  que  j’ai  dit  dans  ce  même 
article,  des  polaires  réciproques  et  de.  la  courbe  des  contacts,  a d’ailleurs 
siilTi  pour  mettre  sur  la  voie,  neuf  années  apres,'  d'autres  savants  moitis 
empêchés,  ou  plus  favorisés  que  moi  ( l.  XVI,  XVII  et  XVIII  des  mêmes 
Annales). 

Voir  la  itciiionslralion  de  ro«  prnpositionsdans  le  tomcVlll  du  Jouinnt  de 
Crrtlr  (p.  5i,  117,  ai3,  370),  qui  contient  ta  première  partie,  du  Mémoire  déjà 
rite  sur  l’/lna/rre  des  Iranivei laies,  présenté  en  septembre  i83o  à l'Inslilut,  et 
auquel  les  reeherches  de  ec  II*  ('..itiier  ont  servi  de  point  de  départ  et  d'appui. 
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sitmr  dans  son  plan  <H  prise  pour  nxe  Jixr  tics  origines  /inrmonirjitcs  du 
faisceau,  le  irremier  de  ces  deux  axes,  mobile  aver  le  point  //  do  cou-  ■ 
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vergence  des  tangentes,  ira  concourir,  dans  toides  ses  positions,  en  \in 
point  y,  fixe  comme  la  courbe  {ni)  et  le  second  des  axes  dont  il  s’âglt. 

III.  Theoremc.  — Si,  d’un  autre  point  quelconque  //  de  l’axe  des  ori- 
gines oo',  on  mène  des  rayons  ou  projetantes  vers  les  points  de  contact 
n,  h.  c, . . . des  tangentes  ci-dessus,  elles  formeront  un  nouveau  faisceau 
dont  l’axe  des  moyennes  harmoniiiues,  conjugué  à l’axc'  fixe  oo\  coïncidera 
avec  Taxe  |>arcil  des  tangentes  issues  de  //,  et  pivotera,  par  conséquent, 
aussi  sur  le  pdte  immobile  </,  lequel,  pour  ce  motif  et  d’autres  encore, 
lient  être  nommé  le  centre  hnnnoniifuc  général  de  "la  courbe  géométri- 
que (»i),  relativement  à la  droite  invariable  oo'. 

IV.  Thcorèine.  — Si  l’on  fait  pivoter,  à son  tour,  l’ave  des  origines 
harmoniques  oo'  autour  d'un  iwint  fixe  quelconque  p do  sa  direction,  le 
centre  y des  moyennes  harmoniques  changera,  mais  les  points  de  contact 
(I,  h,  c,...,  des  tangentes  issues  de  )>  restant  immobiles,  ce  centre  y dé- 
crira la  courbe  même  des  contacts  conjuguée  à p,  et  dont,  comme  on  l’a 
vu.  le  degré  est  généralement  tn  — i. 

Jlemnripte.  — Les  théorèmes  ci-dessus  s’étendent,  sans  aucune  ditTi- 
culté.  aux  courbt's  à double  courbure*  et  aux  surfaces  géométriques 
situées  dans  l’espace,  en  observant  que  nos  définitions  (1)  s'étendent  elles- 
mêmes  au  faisceau  de  ni  plans  qui  ont  une  droite  commune  de  conver- 
gence en  s { fig.  gS),  et  .seraient  cou|tés  par  un  plan  fixe  0/  des  origines 
contre-harmoniques.  Ainsi  notamment  : 

V.  Théorème.  — Là  fig.  <j8,  représentant  une  courbe  à double  cour- 
bure ou  une  surface  géométrique  de  degré  quelconque  «i,  liguni  dans  la- 
quelle oo'  représente  également  un  plan  arbitraire  pris  pour  p/nn  îles 
origines  linrnioniipies,  et  le  (loinl  p une  droite  quelconque  située  dans  ce 
plan,  de  laquelle  partent  les  ni — i plans  pn,  pli.  pc,...  tangents  à la 
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courbe  ou  slirfiicc  (/h);  enlin  />y  représcnlanl  le  |)lan  des  moyennes  liar- 
moniqup.s  de  ce  fnisceaii  de  plans  tangents,  par  rapi>orl  an  plan  des  ori- 
gines rxi',  tous  res  plans  pq  et  leurs  analogues  passeront  par  un  point 
unique  q de  l’espace,  que  l'on  peut  encore  nommer  le  et  nirr  ffciiêrnf  ri 
itniqiir  tir  mnyriiiirs.  hannnniqurs  t\r  la  courlw  ou  de  la  surface  proposée 
relativement  au  plan  <m. 

iS'otd.  — Ors  théorèmes  analogues  ont  lieu  (piand  on  substitue  aux 
faisceaux  de  plans  tangents,  les  cônes  enveloppes  d’une  courbe  ou  d'une 
surface,  issus  do  chacun  des  points  d’un  plan  d’origine  oo'.  et  l'on  en- 
trevoit, à priori,  que  leur  système  possède,  relativement  à un  axe  ou 
à un  plan  donné  d’origines  harmo'niiiues,  une  infinité  de  diamètres  ou 
afaxes  harmoniques  qui  viennent  tous  converger  en  un  centre  commun  et 
unique  do  moyennes  harmoniques,  jouissant  de  propriétés  entièrement 
analogues  à celles  des  pôles,  polaires  et  plans  polaires  des  courbes  et  des 
surfaces  dii  second  degré.  Ces  propriétés  se  convertissent  en  d’autres  re- 
latives aux  centres,  axes,  diamètres  et  plans  diamétraux  ordinaires  ou  de 
moyennes  distances,  quand  les  point»,  les  droites,  ou  les  plans  d'ori- 
gines harmoniques  sont  censés  à l'infini  ; et  comme,  dans  ce  cas.  les  pro- 
positions diverses  qui  viennent  d'étre  indiquées  sont  d'une  démonstration 
fScilc,  elles  peuvent,  au  moyen  do  nos  principes  de  projection  centrale 
et  de  continuité,  servir  de  points  de  départ  à l’étudo  des  propriétés 
les  plus  générales,  qu’il  convient  d’ailleurs  de  faire  précéder  des  théo- 
rèmes analogues  relatifs  au  cas,  [ilus  élémenUnre  encore,  mi  les  courbes 
et  les  .«urfaces  d^métriques  dont  il  s’agit  se  réduisent  simplement  à des 
systèmes  de  iwints,  de  droites  ou  de  plans  donnésipielconquos,  etc.  (*). 


AnniTiox  ,\r  II'  ('..xniKii.  car  M.  Manniikim  {.mars  i8fi31. 


Drirrminrr  l’cxprex.iin/i  tlu  rrqqmrt  tirs  rayons  dr  rourlmrr  rn  itriix 
/snints  qitrlcnnqiirs  rtiinr  rwichr  tin  3'  nrdrr. 

Coupons  la  courbe  du  3'  ordre  par  un  triangle  ABC  [ 99). 

En  vertu  du  théorème  de  C-irnot,  on  a la  relation 

I An..\rt’.Art''.Bi.B/''.B/)".Cr.Cr’.C('' 

I = Ac.  Ac'.  A( ".C A.Cé’.C/é’. Ho. Ho  • Brt”. 


(*  ) C'est  ce  que  j'.xi  fait  d.ins  le  Mémoirt;  sur  les  centres  de  moyennes  harmoni- 
i/iies,  présente  en  m.irs  i8î4  à rinstitiit  de  Frnnee,  et  postérieurement  imprimé 
dafis  te  Ionie  lit.  p.  ?|3,  «tu  Journal  Mathématitfue  dr  Creltc. 

• II.  , Il 
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que  l'on  peut  écrire 

(•/)  A« . A /<’ . Art’ . B é . B Ce’ 


:Ac.At.  \r’.C/v.C6’.Brt 


Bn'.Brt’ 

BA' 


Décrivons  \ine  circonférence  passant  par  les  points  n\  //,  et  dési- 
gnons [Kir  Q le  point  où  elle  coïipe  le  côté  BC;  désignons  de  même  par 


Fig.  99- 


(,l  le  [Miinl  d’inierseetion  du  mémo  côté  BC  av(>c  une  circonférence  con- 
tenant les  trois  points  c',  c.  h".  On  a alors 


Bt.)  = 


Brt'.Brt’ 
B//  ’ 


CO'  = 


Cc.Cr 

~W~' 


Introduisant  BO  ol  CQ'  dans  la  relation  (2),  il  vient 

13)  Art.A«'.Art'.BA.BA".CO'.Cc’=  Ar.  Ac'.  Ac’.CA.CA'.Brt.  B0>.  • 

Nous  allons  transformer  celte  relation  de  manière  à faire  disparaître 
ipielques-uns  des  segments  qui  no  sont  pas  comptés  sur  le  célé  BC. 
Pour  cela  considérons  le  triangle  ABC  coupé  par  la  transversale  <"«0; 
on  a 

Art.HI).Cc’  = Ar’.CD.Brt, 

d’où 

Art.Cc"_f.D. 

\c".B«~Bl)’ 


suhstituant  dans  la  relation  (3).  il  vient 


( 4 ) CD . A rt’ . A «".  B A . B A" . CQ'  = A r . A c' . BD . C A . C A' . BQ. 

Supposons  actuellement  (pi'on  déforme  le  triangle  ABC  do  manière  que 
</',  rt”  et  A'  se  confondent  en  un  seul  point  B de  la  courbe,  et  que  <•',  c 
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ei  h'  so  confondent  de  même  en  im  |Kiinl  C do  la  courbe;  le  cAié  AB  de- 
vient’ alors  la  tangente  <lotit  le  i>üint  do  contact  est  B,  AC  la  tangente 
en  C et  les  deux  circonférences  a'a’b’Q  et  c'cé’g'  deviennent  les 
cercles  osculatcurs  en  B et  C (*). 

La  relation  (4),  en  supprimant  les  facteurs  CA'  él  BA"  qui  deviennent 
égaux,  donne  alors 

(5)  cd.,vb’.ba.cq'=:Âc’.bd.ca.bq. 

Désignons  par  p fe  rayon  de  courbure  do  la  courl)e  en  B et  b'  le  rayon 
de  courbure  en  C ; 


I BQ  = jtp.sin  ABC,  CQ'=  a6',sinBC\, 

d’oii 

BQ  _ P sin  ABC  _ o AC 
Cÿ'  ‘p  ^ sinBCA  ~'p'  ’ Âb‘ 

Portant  cette  valeur  dans  la  relation  (4),  on  en  tire 


P _ ab'.cd.ba 
Âc'.BD.CA 


Telle  est  l’expression  cherchée  ; elle  ne  contient  que  les  tangentes  à’  la 
courbe  issues  des  points  B et  C et  limitées  à’ieur  point  do  rencontre  Aj 
et  des  segments  comptés  sur  la  ligne  qui  joint  les  deux  points  B etC. 

La  marche  que  nous  venons  de  suivre  s'applique  à une  courbe  de  degré 
quelconque.  Dans  le  cas  d’une  conique  on  retrouve  une  relation  connue 
que  l’on  (leut  du  reste  déduire  de  (6).  En  efl'et,  si  notre  courbe  du  3'  ordre 
se  décompose  en  une  droite  et  une  conique,  les  points  D et  A sc  confon- 
dent en  un  seul , et  il  vient  simplement 


De  là  le  théorème  connu  ; ruyons  tic  courbure  en  tleiix  points  quel- 
conques tCune  conique  sont  entre  eux  eomine  tes  cubes  des  tangentes 
Issues  de  ces  points  et  limitées  à leur  point  de  rencontre. 

Les  courbes  du  3*  ordre  donnent  lieu  au  mémo  rapport  lorsque  les 
points  B et  C sont  sur  une  droite  passant  par  un  point  d’indexion. 


(’)  Nous  no  ferons  pas  une  nouvcllo  fieiirc.  Il  csl  f.icilc  de  supposer  que  le 
trian(;lo  ABC  ,s  ses  cOlés  tangents  en  B cl  C à la  courbe  donneo.  Q et  Q'  repré- 
sentent alors  les  poinjs  d’imcrseclion  avec  te  eOlc  BC  des  cercles  oscniatenrs  à 
la  courite  en  B et  C. 

I I . 


D^itized  by  Google 


iG,j  11'  CAIIIRR.  - Ml-TIlOni^  TlF-S  TR ANSVF.RSALKS 
l.oi'Stiiii’  li's  |)Oiiil.s  H ol  viennent  si:  conrimdro  iiii  |n>iiil  iloiibk'  O dn 
la  loiirht',  la  rolatiun  (G)  jiarait  illusoire. 

On  peut  pourtant  on  tirer  l'oxpression  du  rapport  des  rayons  de  rour- 
bure  des  deux  branehes  passant  au  point  double;  mais  il  est  plu.s  simple 
d’opérer  directement  celte  recherche.  C'est  ce  que  nous  allons  faire. 
Reprenons  la  relation  (n  et  écrivons-la  de  la  manière  suivante; 

( 7 ) B /' . B fr' . B//.0 . Ce' . (>'=  . a>'.  CA".  IW . B/d . IF/’. 


Décrivons  une  circonférence  passant  pr  les  pints  r,  c',  n et  désignons 
par  P'  le  point  où  elle  coup  le  célé  AB;  désignons  do  même  par  P le 
pint  d’intersection  du  célé  AC  avec  une  circonférence  contenant  !<>> 
pints  c",  a',  o”.  On  a 


A «'.An* 
Ac* 


Ac..\c' 

An 


= AP  . 


Inlrwluisant  AP  et  AP’  dans  la  relation  (7),  il  vient 


(8)  AP.BA.BA'.BA".Cc.Cc’.Cc"=  AP'.CA.C//.CA".Bn.B«'.Brt*. 

Suppsons  que  le  triangle  ABC  soit  déformé  de  manière  (juc  c”,  n',  a' 
soient  confondus  en  un  seul  point  O et  que  «,  c',  C soient  aussi  le  même 
point  O ; les  côtés  AB  et  AC  sont  alors  les  tangentes  en  O aux  deux  bran- 
ches de  la  courbe,  et  les  circonférences  c'n'n"  et  nc’r  sont  osculatrices  de 
la  courbe  en  0 (*). 

La  relation  (8)  devient 

(9)  OP.BA.BA'.BA".CÔ*=OP'.CA.CA'.CA”.Bü\ 


Désignons  pr  p le  rayon  de  courbure  de  la  branche  et  par  r,' 

le  rayon  de  courbure  au  même  pint  do  l’autre  branche;  on  a 

OP=apsinCOB,  OP' = ap’sinCOB, 


Portant  celte  valeur  dans  la  relation  (9),  on  en  tire 

, , 0 Ôb’.CA.CA'.CA* 

('»)  ‘r--=3 

f'  OC  .BA.BA'.BA' 


(’)  Nous  no  forons  pn.s  iiiio  iiouveHe  ftjjuro.  P cl  P'  rcprésonlcnt  mnintonani 
les  intorspctions  ilos  cAl<^s  Ol’.  ol  Oll  avec  les  cerrlcft  osculaUnirs  tic  la  cotirln' 
on  O. 
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Oïl  peut  écrire  celte  expression  sous  une  autre  forme  : joignons  O aux 
|K>inl3  b,  b',  b";  appelons  p',  fi'  les  angles  de  ci's  droites  avec  OB,  et 
7,  7',  7'  les  angles  que  font  les  mêmes  droites  avec  OC.  Il  est  facile  de 
voir  qu’on  a alors 

. . n _ sin7.sin7'.sin7' 

" • sin^.sinfl'.sinft' 

Lorsque  la  droite  BC  est  tout  entière  à l’infini,  cette  formule  subsiste 
et  l’on  a le  rapport  des  rayons  de  courbure  au  point  doulîïo  en  fonction 
des  sinus  des  angles  que  font  les  tangentes  en  ce  point  avec  les  direc- 
tions asymptotiques.  On  (icut  du  reste  donner  à ce  rapport  des  formes 
très- diverses. 


Lursi/u'unc  courbe  du  3”  ortlre  est  à ht  fois  inscrite  et  circonscrite  ii  un 
triangle  .\BC,  le  produit  des  rayons  de  courbure  correspondant  aux 
sonnnets  .V.  B.  C est  égal  au  cube  du  rayon  du  cercle  circonscrit  au  . 
triangle  ABC. 

Considérons  [fg.  100)  un  triangle  ABC  et  une  courbe  du  3''  ordre. 


Kig.  100. 


- Le  théorème  de  Carnot  nous  donne  une  relation  <iue  nous  écrivons 
tout  de  suite  ainsi  : 

A«.A«'  B6.  Bt'  ^ ^ Cc.Cc'  A A'.Ac.C6'.C/r.B«'.B« 

Ac”  ^ ^ “ Art*.B6”.Cc" 

Par  les  points  a,  c’,  a'  faisons  passer  une  circonférence  qui  coupe  AC 
en  0;  de  môme  la  circonférence  qui  contient  b',  a",  b coupe  AB  en  Q'  et 
la  circonférence  qui  contient  b\  c,  <•',  coupe  CB  en  0'.  On  a 


wr  _Art.A« 
Ag  = — rr=!~  I 


lig  ^ 


\\b.[ib 
Wa’  ’ 


C(U 


Cc.Cr' 

CA* 
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Introduisant  AQ,  BQ',  CQ"  dans  la  relation  (i),  il  vieni 


(^) 


AQ  X RQ'  X CQ"  = 


.\  e' . A e .C  . C6 . Il  . Bn 
k(t".WX.c" 


Supposons  maintenant  quo  lo  triangle  .ABC  soit  ù la  fois  inscrit  et  cir- 
conscrit. nos  circonférences  sont  alors  osculatrices.  En  désignant  toujours 
par  Q,  Q',  Q’  les  points  de  rencontre  de  ces  circonférences  avec  les  côtés 
du  triangle  et  supprimant  les  facteurs  communs,  la  relation  (a)  devient 


(3)  AQxBQ'xCQ’=ABxBCxC.A. 

.\p|)clüns  p,  p',  p"  les  rayons  de  courbure  correspondant  aux  sommets 
A,*  B,  C.  et  R lo  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  : 

AQ  = apsin  A,  BQ'  = ap'sinll,  CQ”  = ap'sinC. 

On  a donc 


d'ou 


Spp'p'sin.A.sinB.sinC  — AB.BC.C.A, 

„ ■ _ ne  X CA  X AIT  _ IJ, 

‘‘  ’■  ~ 8 sin.A .sin B.sinC  ~ 


t 

] 
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SUR  LA  LOI  DES  SIGNES  DE  POSITION  EN  GÉOMÉTRIE, 
• LA  LOI  ET  LE  PRINCIPE  DE  CONTINUITÉ  (*). 


En  employant  iransitoiremenl  dans  ce  (pii  suit,  avec  M.  ('«miot 
(Géométrie  de  position),  les  mots  de  corrélation,  corrélatif, 
ainsi  que  ceux  de  direct  et  inverse  prt)posés,  en  i7Ç)f),  par 
de  Velay,  de  Genève  ( Introdiu-tion  à l'./lgèhre),  pour  iiuli(]uer 
un  certain  état  de  .correspondance  entre  des  (iRures  analo- 


(*)  J'ai  supprimé  do  ce  Cjliicr,  sauf  (juelcpies  indications  et  explications 
indispensables,  les  quarante  premières  pages  manuscrite.^,qui  concernaient 
l'examen  critique  des  objections  soulevées  par  Carnot,  dans  sa  C.éonirtrir 
lie  imxitinn,  contre  l’interprétation  et  l’emploi  de  la  règle  disî  signes 
ju.sque  là  admis  dans  les  applications  de  l’Algèbre  à la  Géométrie;  car  cet 
examen  prématuré,  ces  rcfulations  à priori,  datées  de  l'hiver  do  i8i.5 
à 1816,  sont  en  majeuro  partie,  reproduites  et  mises  à leur  véritable  [ilace 
dans  le  cours  de  ce  IIP  Cahier  et  du  suivant,  où  se  trouve  exposée,  justi- 
liéo,  d’une  manière  [dus  aj>profundie  et  plus  philosophi(|ue,  l’admission  du 
l’riruiiH-  tic  ronlinuité,  tel  (|ue  je  l’ai  entendu  et  indiqué  dès  le  |)remier 
volume  de  ces  Ai)plkalimi\. 

Dans  ses  nombreux  tableaux  de  corrélation  des  ligures,  généralement 
complexes  et  assujetties  à un  même  mode  de  description  ou  de  génération 
continue,  Carnot  épuise,  en  quelque  sorte,  tous  les  cas,  toutes  les  situa- 
tions, à la  manière  des  Anciens;  il  su|)pose  implicitement  la  permanence 
des  relations  mélri(|ues,  la  loi  des  signes  de  position,  mais  il  no  les  dé- 
montre pas,  et,  en  cela  même,  il  s’écarte  de  la  marche  toujours  logi(|ue 
d'Euclide,  d’.Archimède  et  d’Apollonius,  se  rapprochant  ainsi  di'  l’idée, 
toute  moderne  et  algébrique,  qu’on  attache  au  mot  de  fonctimi;  mot  qui 
iiiqilique  en  lui-même,  celte  («rmanence  ou  principe  de  continuité,  bien 
i(u’üu  en  ail,  contradictoirement  et  s;ins  motifs  plausibles,  re|)ruché  l’em- 
ploi au  moins  tacite,  dans  certains  raisonnements,  certaines  démonstrations 
-de  la  ('•éimiélrif  lie  Monge,  comme  j’en  ai  déjà  fait  la  remarque  en  plu- 
sieurs endroits  du  précédent  volume. 

Cotte  antinomie  dans  les  idées,  et  les  épineuses  objections  adressées  par 
d .\lembi-i  l et  Carnot  à l’ancienne  loi  des  signes  de  po.sition,  expliquent 
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f,’iies,  dérivées  ou  non  de  la  même  source,  du  même  type  pri- 
mitif, nous  aurons  soin  d'en  indiquer  neilemeni  l’acceplioii 
dans  cha(|ue  cas. 

Nous  admcllrons,  à priori,  l'hypotliése  de  la  coiitinuilé  sans 
la  disculer  ni  rapprol'ondir  à l'avance,  aussi  Dieu  <iue  les 
règles  anciennes  ei  indisculables  du  calcul  algébrique,  fon- 
dées sur  le  rapprocbenienl,  l'analogie  logique  des  idées  ou  des 
résullais  anlérieuremenl  aci|uis,  el  non  pas  simplement  sui- 
des Conventions  à priori  et  arbitraires,  telles  qu'on  en  adopte 
trop  souvent  en  faveur  des  élèves  paressouv  de  l’esprit.  Au 
contraire,  nous  repousserons  comme  vaines  cl  dangereuses 
toute  idiie  préconçue,  toute  interprétation  à priori  des  quan- 
tités isolées,  posifve-s,  négatives  el  imaginaires,  quelque  sé- 
duisante qu’elle  puisse  paraître. 

Ainsi  nous  n’adoplerons  nullenit'iit,  avec  certains  mélapliy- 
sieiens  algébrisies,  les  soi-disant  êtres  de  raison  détaebés  <le 
leurs  altribuls  concrets  et  des  signes  de  représentation  géomé- 
trique, algorilbniique  ou  (iguralifsen  langage  convenu  et  exac- 
tement délini.  Pour  nous,  qui  admettons  la  génération  conti- 
nue des  grandeurs  simples,  fussent-elles  isolées,  nous  aurons 


pourquoi  ses  théories  ont  été  fruidt  inent  accueillies  par  les  géomètres,  et 
comment,  malgré  ma  profonde  ailmiralion  pour  ce  grand  homme,  proli- 
lant  des  loisirs  que  m'avaient  imposés  les  événements  à dater  de  la  fin 
de  i8i5,  j’ai  été  conduit,  par  une  pente  irrésistible  de  mon  esprit  et  (ten- 
dant même  le  douloureux  exil  de  l’illustre  auteur,  à combattre  dans  le 
silence  du  cabinet,  les  doutes  et,  à certains  égards,  les  doctrines  (thiloso- 
phii)ues  do  la  Céomélrie  de  /Mi.d/ion;  toutefois,  avec  la  volonté  expresse 
d’ajourner  toute  rédaction  définitive,  toute  publication  officielle  de  mes 
idées  jusqu'à  urte  époque  moins  défavorable  à bcaucüU()  d'égards;  n’ayant 
en  princi|ie  d’antre  but  que  d’alTermir  par  de  sévères  et  consciencieust's 
éludes,  ma  roule  vers  des  recherches  [dus  positives,  moins  discutables 
ilans  les  résultats  el.  on  quelque  sorte,  (diis  malériellemcnt  utiles. 

.Aujourd'hui,  après  ((uarante-huit  ans  écoulés,  je  me  borne,  comme 
pour  les  précédents  Cahiers,  à transcrire  le  texte  manuscrit,  sans  rien 
changer  d’essentiel  dans  l'ordre  ni  la  nature  des  idées,  en  un  mol  sans 
en  altérer  la  [rensée  fondamentale,  mais  en  sup((rimanl  cependant  de  cet 
ancien  texte,  les  exemples  Iroji  inulli(diés,  les  dévelo|)pemenls  suiqrerllus 
(KUir  beaucou|)  de  lecteurs,  et  en  m'abstenant  même  d’y  infi-oduire  aucuiie 
des  réllexions  critiques  i]ue  (lourraient  suggérer  quehpies  écrits  |)osté- 
rieurs,  louchant  la  théorie  géométrique  des  signes  de  position. 
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plus  spécialenu'iil  à considérer  le  double  mode  de  celle  gé- 
ncralion  dans  le  sens  progressif  ou  rétrograde,  positif  ou  né- 
gatif (addilif  ou  souslraciif  ),  à coinpier  d’une  origine  com- 
mune, exaclemenl  indiquée  et  définie.  Mais,  afin  de  procéder 
du  simjile  au  composé,  nous  débinerons  par  examiner,  dans 
leur  élat  en  quelque  sorte  rudimenlaire,  k'JS  objets  de  la  Ciéo- 
mélrie  pure  pour  en  déduire  des  règles  certaines,  relatives  aux 
conditions  sous  lesquelles  a lieu  l'entière  concordance  entre 
la  loi  des  signes  algébriques  et  la  situatiou  relative  des  gran- 
deurs figurées,  telles  qu’on  en  rencontre  dans  la  Théorie  des 
transversales,  la  Trigonométrie,  l’Analyse  des  coordonnées,  etc. 
( 

Relations  génétiques  entre  les  distances,  les  angles  et  les  aires 
■ relatives  aux  figures  élémentaires  de  la  Géométrie. 

1.  De  toutes  les  relations  que  la  Géométrie  envisage,  les  plus 
simples  sont,  sans  contredit,  celles  ijui  appartiennent  aux  dis- 
tances respectives  d’un  système  de  points  rangés  sur  une  même 
ligne  droite;  viennent  ensuite  celles  qui  concernent  la  gran- 
deur des  angles  formés  autour  d’un  même  point  ou  sommet 
et  les  arcs  qui  les  mesurent  dans  un  cercle  ayant  pour  centre  ce 
point.  Les  relations  de.  position  et  de  grandeur,  c’est-à-dire  des- 
criptives et  métriques  qui  lient  entre  eux  ces  différents  objets, 
ont,  comme  on  sait,  la  dépendance  la  plus  intime,  et  peuvent 
être  comparées,  étudiées  séparément  ou  siimillanémenl,  ainsi 
qu’on  le  verra  ci-après. 

2.  Soit,  en  premier  lieu,  AB  [fig.  loi)  la  droite  indéfinie 
qui  renferme  les  points  à examiner. 

Supiiosons  que,  de  chacun  des  points  a,  b,  c,...  de  celli* 


Fig.  loi. 


A X a c & 


droite,  on  mène  a un  poini  extérieur  qnelcoin|ue  s,  «raulres 
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lignes  (Iroiles  telles  que  sa,  sh,  sv, ....  et  que  les  iingles  que 
ces  dernières  forment  entre  elles  soient,  ainsi  <iue  les  distances 
mutuelles  des  points  a,  b,  c. à examiner  simultanément. 
Décrivons  enfin,  de  s comme  centre,  une  circonférence  de 
cercle  quelconque  dans  le  plan  qui  contient  à la  fois  AB  et  ce 
jioint,  sorte  de  pôle  ou  de  centre  de'projeclion  de  la  droite  AB 
et  des  points,  des  distances  (|u’elle  renferme.  Les  droites  rayon- 
nantes ou  projetantes  sa,  sh,  sc,...,  nommées  aussi  rayons 
vecteurs  dans  certaines  circonstances,  viendront  déterminer 
sur  ce  cercle,  de  nouveaux  points  a’,  b',c',...  correspon- 
dant aux  jiremiers  «,  b,  c et  fournissant,  par  leurs  dis- 

tances circulaires  et  mutuelles,  c'est-à-dire  par  les  arcs  qi|i 
les  séparent,  la  mesure  respective  des  angles  au  centre  sou.s- 
tendus,  formés  par  les  droites  rayonnantes. 

Cela  posé,  admettons  qu’il  existe  une  relation  quelconque 
de  position  et  de  grandeur,  entre  les  distances  mutuelles  des 
points  a,  b,c,...  ; il  en  existera  néce.ssairement  d'analogues 
entre  les  arcs  et  les  angles  correspondanls,  sinon  quant  à la 
mesure  effective  et  absolue,  du  moins  quant  à la  disposition, 
à la  situation  relative  des  parties.  Ainsi  les  systèmes  de  points, 
de  droites,  de  distances,  d’arcs  et  d’angles  considérés  auront 
entre  eux  la  correspondance  ou  corrélation  la  plus  intime, 
bien  qu’envisagés  isolémenl,-ils  puissent  comporter  toute  l’in- 
dépendance et  la  généralité  possibles. 

3.  Ce  rapprochement  entre  les  arcs  de  cercle,  les  angles  et 
les  distances  rectilignes,  est  d’autant  plus  naturel  que,  à pro- 
prement parler,  on  ne  saurait  fixer  graphiquement  la  position 
d’un  point  sur  une  ligne  droite  ou  courbe,  qu’en  assignant  une 
autre  ligue  continue  qui  renferme  ce  point,  et  que,  à son 
tour,  on  ne  saurait  fixer  la  direction  indéfinie  de  cette  ligne 
auxiliaire,  si  elle  est  droite,  qu’antant  qu’on  connaisse  un  point 
lixe  s par  où  elle  passe,  et  l’angle  qu’elle  fait  avec  une  autre 
droite  également  fixe  déjà  connue  et  passant  aussi  par  ce  point. 
Tel  serait,  par  exemple,  Vaxe  arbitraire,  sa'a. 

à.  Le  système  le  plus  simple  est  celui  où  l’on  ne  considère 
que  deux  points  a et  b,  ou  une  seule  distance  ah  sur  la  droite 
indéfinie  .AB;  distance  absolue,  constante,  si  l’on  suppose' 
a et  b fixes,  mais  variable  si  ei's  points  i bangent  de  position 
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sur  AB,  r un  par  rapport  à l'auln»,  soit  en  s’ccarlanl,  soit  en 
SC  rapprochant  entre  eux  d’un  mouvement  essentiellement 
continu,  ür,  de  cette  supposition  découlent  toutes  les  notions 
géométriques  concernant  la  mobilité  ou  déplacement  relatif 
des  points  et  la  génération  des  distances  mutuelles  ou  des 
chemins  parcourus. 

Tant  qu'on  ne  considère  qu'une  seule  distance  ab,  un  seul 
angle  asb,  gu  un  seul  arc  u'  b' , cos  grandeurs  sont,  à propre- 
ment parler,  des  quantités  absolues  et  abstraites,  susceptibles 
de  croître  et  de  décroître  depuis  zéro  jusqu’à  l’infini,  repré- 


sentés par  les  indices  o et  ^ ou  oo . Mais,  quand  on 


considérer  à la  fois  la  grandeur  et  la  position  relative,  il  se 
forme  dans  l’esprit  une  conception  nouvelle,  consistant  en  ce 
que  la  distance,  l’arc  et  l’angle  dont  il  s’agit,  peuvent  avoir 
une  position  contraire  jiar  rapport  à l’extrémité  fixe  d’oii  ils 
se  mesurent,  soit  en  deçà,  soit  au  delà,  soit  à gauche,  soit  à 
droite  de  celte  même  extrémité.  Si  l’on  n’en  connaissait  que 
la  mesure  absolue,  il  y aurait  indétermination;  il  faudrait  de 
toute  nécessité,  dans  l’indécision  oti  l’on  serait  à l’égard  de 
leur  position  effective,  les  supposer  indistinctement  à droite 
ou  à gauche,  etc.  De  là  aussi  utilité  manifeste  d’indiquer  le 
sens  par  un  signe  mnémonique  attribué  à chaque  grandeur, 
outre  son  mode  propre  de  génération  continue;  d’autant  plus 
• lue,  par  exemple,  deux  distances  ou  chemins  inverses  (oppo- 
sés de  sens)  ne  comportent  pas  nécessairement,  ainsi  qn’on 
en  aura  plus  tard  la  preuve,  des  signes  algébriques  contraires, 
s’ils  ne  dérivent  jioint  d’un  seul  et  même  mode  de  génération 
continue. 


5.  D'autre  p.yl,  pour  construire  une  longueur  donnée  avec 
une  ouverture  de  compas  fixe  ou  par  un  tracé  continu,  il  j a 
lieu  de  s’enquérir  de  celle  dés  extrémités  n ou  b qui  doit  ser- 
vir de  point  d’appui,  de  départ  ou  A'origine,  ainsi  que  du  sens 
attribué  à la  génération.  Enfin  si,  au  lieu  d’clre  donnée  de 
grandeur  et  de  direction,  la  distance  nb  est  suiqiosée  variable 
sur  la  ligne  droite  indéfinie  .\B,  suivant  une  loi  (juelconque,  il 
y a lieu  de  s’eiK|iiérir,  non-seulement  de  sa  liirerlion  par  rap- 
port an  jioinl  lixe  on  d’origine  n,  mais  aussi  du  sensdinu  t (tu 
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inverse  (|ii'il  convieni  d’altribner  au  mouvemenl  de  l’exlia'-- 
milé  h\  sens  impossible  à fixer  à priori,  c’esl-à-dirc  abstrac- 
tion faiu?  de  la  connaissance  des  lois  de  la  figure  géomélri(|ue 
ou  du  système  variable  au(|uel  ce  point  appartient. 

fi.  Mgébriquement  parlant,  une  grandeur  continue  quel- 
conque ne  peut  cbanger  de  signe  qu’en  passant  par  zéro  ou 
son  réciproque  l’infini  absolu  ; mais  elle  n’en  change  pas  néces- 
sairement, et  cela  arrive  aussi  bien  en  (îéométrie  qiTand  zéro  et. 
l’infini  sont  des  limites  infranchissables  au  delà  desquelles  la 
grandeur  devient  impossible,  imaghiaire. 

En  particulier,  ces  remarques  sont  applicables  à la  distance 
variable  ab  [fig.  lor  ) dont  a serait  l'origine  fixe,  ainsi  qu’aux 
sécantes,  aux  projetantes  sa,  sb  et  aux  aires  triangulaires  sab, 
sa' b'  qui  s’y  appuient  ; mais  elles  cessent  de  l’être  pour  les  arcs 
a'b'  et  les  angles  correspondants  asb' , qui  ne  deviennent  point 
infinis  avec  ab,  ni  par  conséquent  négatifs  ou  inverses  de 
sens,  comme  cela  arrive  entre  autres  pour  la  sécante  sb,  à 
l’égard  de  l’origine  fixe  s,  quand  celte  sécante  prend  la  posi- 
tion ix  , parallèle  à .\B. 

Loi  des  signes  de  position,  relative  aux  points  rangés  sur  une 
ligne  droite,  une  circonférence  de  cercle,  etc. 

Ces  définitions  et  notions  premières  étant  admises,  passons 
à l’examen  du  système  de  trois  points  en.  ligne  droite;  en 
vertu  du  rapprochement  que  la  Jig.  loi  établit  entre  les  dis- 
tances linéaires,  les  arcs  et  les  angles,  ce  que  nous  dirons 
des  uns  pourra  s’appliquer  immédiatement  aux  autres;  c’est 
pourquoi,  dans  ce  qui  suit,  je  me  bornerai  à considérer  les 
distances  linéaires  seules,  mais  on  devra  se  rappeler  que  les 
mêmes  choses  s’appliquent  aux  arcs  et  aux  angles. 

7.  Soient  donc  </,  b,  c{Jig.  loî)  trois  points  donnés  sur  la 
droite  indéfinie  AB;  l'on  aura  évidemment,  pour  le  cas  oii  b 
(;sl  entre  a cl  c,  en  cbeininant  de  la  gauche  vers  la  droite, 
c’est-à-dire  dans  l’oi'dre 

(abc,,  ac  ab lu- . 

<b' celte  relation  intuitive  aura  lieu  tant  (|ue  b sera  entre  n 
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el  r,  ((iipllos  que  soieiil  d'iiilleiii's  les  disiancos  qui  séparoni 
ces  poinls;  c’esl-à-dirc  laiil  que  a,  b,  c u’auronl  pas  chaiifjé  de 
posilioii  entre  eux,  ou,  si  l’on  veut  encore,  tant  qu’aucune  de 
leurs  distances  mutuelles  ne  sera  devenue  inverse,  rétrograde' 
par  rapport  au  sens  et  à l’ordre  primitifs. 

Il  en  sera  de  même  évidemment  de  toutes  les  autres  rela- 
tions dérivées  de  la  première,  soit  géométriquement,  soit  al- 
gébriquement, par  exemple  de  celles-ci. 


'nh-=ac — /«',  ac  = ab  bc  7.  nb.be, 

ab  =av  -^r  bv  — 7nc  . bc,  etc.,  etc; 

car  elles  en  sont  des  transformations  exactes  et  rigoureuses; 
toutes  ces  relations  demeurent  immédiatement  applicables, 
sans  aucun  changement  de  signe,  à l’étal  supposé  du  système. 

8.  Mais  la  même  chose  n’a  plus  lieu  dès  l’instant  où  la  dis- 
position réciproque  des  poinls  vient  à changer,  par  suite  du  dé- 
placement d’un  ou  de  plusieurs  d’entre  eux;  c’est-à-dire  dès* 
l’instant  où  l’une  quelconque  des  distances  ab,  ac,  bc  devient 
inverse  ou  rétrograde  par  rapport  à l’origine  d’où  elle  se  me- 
sure, en  allant  toujours  de  la  gauche  vers  la  droite  selon  notre 
hypothèse  invariable.  ^ 

Kn. effet,  si  le  point  b,  par  exemple  [fig.  loa),  s’est  irans- 


Fj(j.  102. 
Fifî,  io3. 
Ki([.  104 


porté  [fig.  io3),  d’un  mouvement  continu  quelconque,  île  la 
gauche  à la  droite  de  c,  la  distance  bc  ayant  changé  de  sens,  on 
aura  10?.),  dans  l’ordre  ' 


^ ( acb  ),  ac  = ab  — /><■  ; 

relation  caractéristique  qui  ne  diffère  de  nc=n/>-+-èc,  qu’en  ce 
(|ue  bc  a pris  un  signe  contraire  à celui  i(u’il  avait  primitive- 
ment, c’est-à-dire  est  devenu  négatif  en  même  temps  (|u’in- 
verse  en  passant  par  z^'ro.  Or,  il  en  sera  évidemmiMit  ainsi  de 
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loutos  l<’S  autres  relations  inctric|iies  qu'on  pourra  déduire  de 
celle-là  aljtébriquement,  et  qui  correspondront,  chacune  à cha- 
cune, aux  premières  de  la  combinaison  [abc)  appartenant  à la 
Ji}'.  102;  elles  ne  différeront  toutes,  de  leurs  corrélatives,  que 
par  le  changement  de  signe  de  bc. 

Si  donc  on  voulait  rendre  applicables  à la  seconde  situation 
[ucb)  des  points  a,  b et  c,  les  relations  trouvées  pour  la  pre- 
mière (nèc),  il  suffirait  de  changer  bc  en  — bc  dans  la  relation 
primitive  et  dans  toutes  ses  dérivées. 

Désormais  nous  cesserons,  pour  la  simplicité,  de  distinguer 
les  relations  dérivées  de  la  relation  primitive,  parce  qu’elles 
sont  des  conséquences  rigoureuses  de  celle-ci,  algéhrique- 
menl  ou  géométriquement  parlant. 

9.  Considérons  maintenant  la  troisième  et  dernière  disposi- 
tion distincte  que  peuvent  prendre  les  points  a,  b,  c,  par 
exemple  celle  oii  le  point  c,  de  la  droite  AB,  passe  en  rétrogra- 
dant à gauche  du  point  a.  On  a alors  {Jig.  io4  ),  dans  l'ordre 

( cab),  ac  — bc  — ab , 

ou,  algébriquement, 

— ac  = nb  — bc  ; 

• 

relation  qui  fait  voir  que,  par  suite  du  déplacement  du  point  c 
de  la  Jig.  102  à la  Jig.  104,  ac  et  bc  ont  changé  à la  fois  de 
signe,  de  même  que  les  distances  qu’elles  représentent,  deve- 
nues inverses,  ont  changé  de  sens  relativement  à l’ordre  pri- 
mitif des  points  ou  des  lettres. 

Si  donc  l’on  veut  rendre  applicable  à la  dernière  de  ces 
ligures  les  relations  diverses  trouvées  pour;  la  première,  il 
suffira  d’y  changer  les  signes  des  deux  distances  bc  et  ac,  de- 
venues {Jig.  102)  cb  et  en  dans  l’ordre  rétrograde. 

D’ailleurs,  ces  diverses  relations  et  leurs  dérivées  algébri- 
ques auront  lieu  pour  toutes  les  grandeurs  des  lignes  qui  y 
entiHMil  et  qui„rapportées  à la  même  unité  de  mesure,  pour- 
raient être  représentées  par  des  lettres  quelconques,  à la  ma- 
nière de  Vièle,  et  cela  quand  bien  même  elles  changeraieiu 
lie  signe  ou  de  sens  en  passant  [lar  l’infini. 

tü.  Sans  qu'il  soft  besoin  d’aller  (diisjoin.  il  est  visiblo  que 
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los  observations  ci-dessus,  relatives  au  système  des  points  a, 
b,  c {Jig-  109),  se  reproduisent  é{;alcmcnt  dans  toutes  les 
autres  permutations  de  ces  points,  à l’egard  des  changements 
de  signe  que  doivent  subir  les  distances  de  la  relation  primi- 
tive, pour  qu’elle  devienne  applicable  indistinctement  à toutes 
les  situations  possibles.  En  particulier,  quand  les  points  a,  b, 
c prennent  la  position  indiquée  par  la  Jig.  io5  ci-dessous, 
les  distances  sont  devenues  à la  fois  inverses  ou  rétrogrades 
par  rapport  à celles  de  la  102;  mais  alors  on  a 

ac  — ab  + bc,  soit  — nv  — — ab  — èc; 

ces  distances  sont  donc  aussi  devenues  simultanément  m'-ga- 
lives;  ce  qui  conlirme  la  règle  algébrique.  On  voit  par  là, 
d’ailleurs,  que  les  signes  ne  sauraient,  sans  conventiou  ex- 

Fig . to5 . 

r rt  ~ * 

presse,  (ixer  la  position  absolue  des  points  Vi,  b,  c sur  la 
droite  AB;  on  pourra  toujours  les  renverser  symétri(i.uement 
sans  que  les  relations  en  soient  troublées,  en  cbangeant  le 
sens  de  la  génération  des  lignes  de  la  droite  vers  la  gauche. 

11.  Donc,  pour  rendre  une  relation  appartenant  au  système  • 
de  trois  points  quelconques  en  ligne  droite,  et  relative  à une 
situation  donnée  de  ces  points,  applicable  à toutes  les  situa- 
tions possibles  des  mêmes  points,  il  suffit  de  changer  dans  cette 
relation,  le  signe  des  distances  devenues  inverses  ou  rétro- 
grades par  rapport  au  sens  dans  lequel  on  les  supposait  primi- 
tivement engendrées.  En  d’autres  termes,  il  suffit  de  regarder 
comme  positives  les  quantités  qui  conservent  le  même  sens  à 
l'égard  de  l'extrémité  d'où  elles  se  mesurent,  et  comme  néga- 
tives celles  qui  changent  de  sens  par  rapport  à ce  même  point . 

Ainsi,  il  y aura  variation  de  signe  et  permanence  en  même 
temps  que  variation  ou  permanence  de  position  relative.  Il  est 
visible,  en  outre,  que  la  permanence  aura  lieu  toutes  les  fois 
(]ue  la  distance  ne  sera  devenue  ni  nulle  ni  infinie,  et  que,  ré 
cipror|iienient,  la  variation  n’arrivera  que  dans  l’hypothèse 
contraire. 
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12.  Su|i])osohs  mniiuonanl  i|ii'i)n  inlrodiiisi*  un  <|uatrièm(* 
point  panni  l<*s  trois  nnircs,  jo  dis  (|uo  la  roftltt  t'xaininéc  ri- 
dt'ssns  aura  oncoro  lion  à l'épard  dos  rolations  qui  concerne- 
ront leurs  distances  mutuelles,  alors  au  nomltre  île  six,  et  en 
admettant  toujours  la  notion  de  continuité  et  la  convention 
que  le  sens  progressif  va  de  A vers  B,  de  gauche  à droite,  ei 
le  sens  rétrograde  de  B vers  A,  de  droite  à gauche. 

Pour  le  démontrer  directement  et  sans  recourir  à un  nouvel 
examen  circonstancié,  j’ohst'rve  que,  quelles  que  soient  les 
relations  géométriques  entre  les  distances  mutuelles  d’un  pa- 
reil système,  elles  doivent  nécessairement  provenir  de  trans- 
formations géométriques  ou  algéhri(|ues,  appliquées  à trois 
fluelcon(|ues  des  équations  primitives,  linéaires  et  indépen- 
dantes, du  genre  de  celles  ci-dessus  qui  concernent  trois 
points  rangés  en  ligne  droite. 

On  aura,  par  exemple  (fig.  io6),  entre  les  distances  qui  lient 
entre  eux  quatre  points  a,  h,  c,  cl  sur  la  droite  AB, 

bc  — av  — ah,  bd  =.  ad  — ah , cd  —.ad  — ac ; 

s’il  pouvait  exister  entre  les  six  distances  ah,  ac,  ad,  hc , 
bd,  ca,  toute  autre  relation  qui  ne  fût  pas  une  const'-quence 
algéhrii|uc  ou  géométri(|ue  de  celles,  en  quehpie  sorte  iden- 
liipies,  «|ui  définissent  la  position  des  ptiinls  a,  h,  c,  d,  il  arri- 

Fig.  iof>. 

A <i'  T~  € ft  ^ n 

verail  qu’en  y remidaçant,  par  exemple,  bc,  bd,  cd  par  leurs 
valeurs  ci-de.ssus,  on  obtiendrait  une  nouvelle  relation  entre 
ab,  ac  et  ad,  qui  ne  serait  pas  d’elle-mèmc  une  identité  de 
celle  espèce;  ce  qui  est  visiblement  absurde,  puisque  l’on 
pourrait  calculer  l'une  de  ces  distances  au  moyen  des  deux 
autres,  cl  que,  par  hypothèse,  les  points  b,  c,  d,  comme  les 
distances  cd),  ac,  ad  tpii  en  déterminent  les  positions  relatives, 
sont  supposés  indépendants  de  toute  condition  ou  relation 
mathématique  donnée  à priori  et  étrangère  à celles  (pie  rond 
évidentes  le.  raisonnement  géométrique,  aidé  de  simples  et  lé- 
gitimes transformations  ou  combinaisons  algébriques  (7  et  17). 

Or,  nous  avons  démontré  que  chacune  îles  relations  d’iden- 
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lilé  g<*oniéiriqtii*  (|iii  upparlitMineni  au  prou|if  <1<“  trois  points 
arbitraires,  pouvait  s'ap|)liqucr  à tous  les  états  possibles  «lu 
système  complet  «les  points  n,  h,  c,  d,  en  ayant  égard  à la  règle 
ci-dessus  des  signes  algébric|ues  de  position;  donc  il  en  sera 
ainsi  des  nouvelles  relations  métri«|ues,  je  veux  dire  des  é(juâ- 
lions  t|ui  peuvent  en  dériver  par  des  opérations  licites,  exé- 
cutées sur  les  plus  simples  d’entre  elles  et  qu’on  pourrait  nom- 
mer/«/«//o/is,  équations  linéaires  de  situation. 

. 13.  Le  même  raisonnement  étant  applicable  à un  nombre 
quelconque  de  points  distribués  sur  une  ligne  droite,  il  en 
résulte,  en  délinitive,  que  les  relations  géométri(|ues  d’un 
pareil  système  peuvent  toutes  être  cênsée.s  provenir  d’un 
nombre  limité  de  relations  du  genre  de  celles  que  nous  ve- 
nons de  définir  et  d’examiner. 

Concluons  enfin  i\ue,  quel  que  soit  un  système  de  points  si- 
tués sur  une  ligne  droite,  les  relations  métriques  qui  lui  appar- 
tiennent sans  conditions  étrangères  à la  situation  naturelle 
des  parties,  demeurent  applicables  à toutes  les  positions  pos- 
sibles des  points  dont  ce  système'se  compose,  toujours  en  ayant 
égard  <l  la  règle  des  signes  de  position. 

Un  simple  coup  d’œil  suffira,  comme  on  voit,  pour  établir 
la  correspondance  des  signes  entre  les  divers  systèmes  dérivés 
ou  corrélatifs.  Cependant  il  existe  quelques  difficultés  qu’il 
est  intéressant  de  faire  connaître  à l’avance,  parce  qu’elles 
sont  la  source  de  contradictions  et  d’erreurs  apparentes  dans 
l’application  de  l’Algèbre  à la  Géométrie. 

14.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  fixe  l’axe,  la 
droite  indéfinie  qui  renferme  les  points  examinés;  mais  cette 
droite  pourrait  faire  partie  d’une  figure  générale  vàriable,  et, 
dans  le  passage  de  cette  figure  à celle  «lui  lui  est  corrélative 
par  voie  de  continuité,  il  pourrait  arriver  non-seulement  que 
les  points  dont  il  s’agit  changeassent  de  position  entre  eux, 
mais  encore  que  la  droite  elle-même  cbangeât  de  position 
relativement  aux  données  de  la  figure,  par  exemple,  en  pivo- 
tant autour  d’un  point  fixe.  Dans  ce  cas,  il  est  très-essentiel 
pour  ne  pas  se  tromper,  de  suivre  exactement  le  mouvement 
de  la  droite  et  de  ne  pas  perdre  de  vue  quel  est  le  sens  positif 
ou  négatif,  progressif  ou  rétrograde,  primitivement  attribué 

II.  ff- 
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aux  lignes;  car,  si  l’axe  rectiligne  considéré  avait,  par  exemple, 
accompli  une  demi-révolution  dans  l’espace  par  rapport  à s;i 
position  première,  il  est  visible  <|ue  le  sens  de  droite  sera 
devenu  celui  de  gauche  et  inversement,  sans  même  que  la  po- 
sition relative  des  points  ait  changé.  Alors  donc,  comme  dans 
toutes  les  circonstances  où  il  pourrait  y avoir  incertitude  sur 
le  véritable  sens  des  signes  et  des  distances,  on  fera  bien  de 
recourir  à des  repères  extérieurs  t(‘ls  que  ceux  A et  H ( Jig.  loi 
à lofi),  situés  à une  distance  assez  ^'rande  des  |)oints  du  sys- 
lèmc,  pour  indi(|uer  nettement,  l’un  le  coté  droit,  l’autre  le 
cùté  gauche  sur  l’axe  mobile,  et  qui  permissent  en  même 
temps  de  suivre,  au  moins  par  la  pensée,  le  sens  de  son  propre 
mouvement  de  rotation  et  de  translation  (*  ). 

lo.  La  difficulté  relative  au  signe  de  la  sécante  des  arcs  su- 
(lérieurs  à zoo  degrés,  si  obscurément  discutée  et  résolue  pai- 
MM.  t'arnol  et  (Jaudin,  provient  essentiellement  d’une. confu- 
sion d('  cette  esjièce,  qui  ne  saurait  se  produire  dans  le  système 
des  axes  coordounés  de  notre  illustre  Descartes  ; la,  en  effet, 
l'origine  et  le  point  fictif  ver.s  l’înfini  à droite,  servent  de  re- 
pères naturels  aux  autres  points  et  aux  distances  variables  comp- 
tées, de  l’origine  commune,  sur  ces  axes  respectifs  censés  im- 
mobiles. Néamuoins,  comme  ces  distances  et  ces  points  ne  sont 
que  la  représentation,  la  projection  géométrique  de  ceux  de 
la  ligure  variable  à considérer  dans,  l’espace,,  les  mêmes  difli- 
cultés  se  reproduisent  dans  l’interprétation  du  résultat  final 
des  calculs  algebri(|ues  sur  la  figure  transformée  ou  corréla- 


(*)  En  généralisant  cette  considération  et  l'étendant  à dc.s  lignes  et  à 
des  surfaces  qiielconipies  mobiles  dans  l'espace  absolu,  r.n  conçoit  <pi’il 
se  passe  ici  des  choses  analogues  à celles  qui  ont  lieu  pour  les  mouve- 
ments relatifs  des  systèmes  invariables,  sinon  quant  au  temps,  au.\  vi- 
tesses, aux  accélérations  totales  ou  résultantes,  du  moins  quant  aux  dé- 
placements mutuels  des  parties  et  des  points  dont  les  distances  peuvent 
d’ailleurs  varier  suivant  des  lois  quelconques.  Ces  considérations  se  ratta- 
chent, comme  on  voit,  à ce  qu’on  nomme,  en  général,  ta  tnwsfiirmalinit 
dcf  rnnrrlnunérx  dans  l'espace  absolu  ou  relatif,  problème  dont  nos  grands 
géomètres  algébristes  nous  ont  déjà  offert  de  tielli'S  solutions,  Kins  néan- 
moins soulever  entièrement  le  voile  et  résoudre  les  difficultés  qui  tiennent 
à la  loi  de  continuité  et  des  signes  de  |H)sition. 
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Vive,  ainsi  qu<»  nous  en  verrons  plus  lard  des  exemples  remar- 
(jualdes.  C’esl  pourquoi  il  me  semble  utile  d'insisler  iei  encore 
sur  divers  éclaircissemenls. 

IC.  Pour  suivre  avec  une  entière  facilité  la  loi  de  la  mula- 
li(>n  des  signes  dans  les  figures  corrélatives  d’un  système  quel- 
conque  de  points  en  ligne  droite,  on  pourra  écrire  pour  la 
figure  type  ou  primitive,  à la  suite  les  unes  des  autres,  les 
lettres  qui  désignent  le  système  des  points  variables  à consi- 
dérer dans  l'ordre  même  où  ils  se  présentent  en  cheminant  de 
la  gauche  vers  la  droite,  c'est-à-dire  dans  le  sens  supposé  po- 
sitif et  progressif  à priori  : soit  {f'g.  106,  p.  l'jfl)  dans  l'ordre 

",  h,  c,  (/,  e, . . . , 

Alors  si,  pour  une  nouvelle  position  du  système,  l’ordre  est 
devenu 

rt,  c,  d,  b, 

ce  sera  une  preuve  évidente  que  les  distances /^(/,  be,  cd,  ce,  de, 
par  exemple,  ont  changé  à la  fois  de  sens  et  de  signe  en  pas- 
sant par  zéro  ou  par  l'infini,  c’est-à-dire,  en  d’autres  termes, 
sont  devenues  inverses  ou  rétrogrades,  tandis  que  les  distances'* 
nb,  ac,  ad,  ae,  bc  sont  restées  directes  dans  l’ordre  progressif, 
non-seulement  pour  toutes  les  relations  de  positions  linéaires 
primitives,  mais  aussi  pour  toutes  celles  ijui  en  seniient  dé- 
duites algébriquement.  ' • 

Pareille  chose  aura  lieu  encore  pour  des  relations  particu- 
lières quelconques  mais  non  identiques,  lorsqu»,  d’après  les 
données  de  la  figure  cl  les  conditions  du  problème,  elles  se- 
ront soumises  à la  loi  de  continuité  et  des  signes  de  position  : 
telles  sont,  par  exemple,  les  relations  qui  définissent,  sur  une 
droite  fixe,'  la  proportion  ou  moyenne  harmonique  selon  Pla- 
ton et  Pappus  (*),  ainsi  que  la  plupart  des  relations  qui  nous 


(*)  Serait-il  vrai  qu’Euclido  et  Apollonius,  et  à leur  suite  Legendre 
dans  sa  Gémiictrie  rléiiwnttiire,  se  fussent  trompés  dans  leurs  écrits  sur 
cette  relation  si  élégante  et  si  simple,  en  la  privant  de  tout  signe  symbo- 
lique et  conventionnel?  Je  le  pense  d'autant  moins  que  la  Géométrie  ana- 
lytique, celle  des  coordonnées  de  Descartes,  ne  saurait  justifier  en  aucune 
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oiU  occupés  dans  le  ll“  Cahier  de  ce  volume,  et  qui,  d'après 
ce  qu’on  a vu,  prennent  leur  source  et  leur  point  d’appui  né- 
cessaire dans  les  propriétés  mêmes  des  racines  ou  des  coeffi- 
cients des  équations  algébriques. 

17.  Mais  si,  au  contraire,  les  relations  métriques  données 
à priori  et  étrangères  à celles  qui  définissent  la  position  res- 
pective des  points  ci-dessus  d'une  manière  indépendante  de 
toute  convention  particulière,  si  ces  relations  métriqpcs  et 
algébriques  ne  sont  point,  par  elles-mêmes  ou  par  les  hypo- 
thèses du  problème,  assujetties  à la  loi  de  continuité  et  des 
signes  de  position,  leur  combinaison  avec  les  premières  ne 
pourra  évidemment  conduire  à des  résultats  soumis  à cette 
môme  loi,  et  par  conséquent  d’une  interprétation  géométrique 
facile;  notamment  si,  parmi  ces  équations,  il  en  existe  une 
seule  de  ces  formes  toutes  géométriques, 

K.cd  ■=  ab  , eJ  = — 
ab 

ou,  algébriquement,  de  celles-ci 
. • 

. \x  = r^,  x = — : 

■ >0 

A étant  une  constante  linéaire,  x = cd,  y = ab  des  indéter- 
minées ou  variables  arbitraires;  dans. des  cas  pareils,  disons- 
nous,  l’interprétation  des  résultats  de  l’élimination  ou  des 
transformations  algébriques  pourra  offrir  des  difficultés  véri- 
tables, des  p'hradoxes  même  dont  on  verra,  dans  la  suite  de  cet 
écrit,  divers  exemples  choisis  parmi  ceux  qui  ont  déjà  exercé 
la  sagacité  des  géomètres,  et  qui  se  reproduisent  aussi  bien  en 


manière  et  par  aucun  artifice  de  calcul  ou  de  raisonnement,  cette  intro- 
duction à priori  du  signe  négatif  dans  une  égalité  à deux  termes;  intro- 
duction inopportune,  et  qui  ne  tend  à rien  moins  qu’à  obscurcir,  oblitérer 
même,  le  sens  géométrique  des  adeptes,  en  s’adressant  exclusivement  à 
leurs  yeux  et  à leur  mémoire;  méthode  permise  seulement  dans  lus  basses 
classes  de  nos  institutions  scientifiques,  dans  les  écoles  commerciales  et 
industrielles,  où  il  s’agit  moins  d’exen  er  le  jugement  que  d’enseigner,  des 
faits  et  des  vérités  pratiques. 
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Géométrie,  en  Mécanique,  en  Physique,  en  Astronomie,  etc., 
(|u'en  Algèbre  ou  en  Analyse  pure., 

18.  La  plus  simple  de  toutes  les  relations  métriques  qui 
peuvent  appartenir  à •une  série  de  points  a,  b,  c,  d,  e,  situés 
en  ligne  droite,  et  dont  les  déplacements  mutuels  restent  sou- 
mis à la  continuité,  se  rapporte,  sans  contredit,  aux  relations 
d’abord  examinées  qui  expriment  la  somme  algébrique  li- 
néaire des  distances  consécutives  entre  ces  points.  Or,  d’a- 
près ce  qui  précède,  on  ne  sera  jamais  embarrassé  de  lire  et 
d’énoncer  géométriquement  une  telle  somme  pour  toutes  les 
ligures  corrélatives  et  dans  toutes  les  situations  possibles  des 
points,  en  cbeminant,  je  suppose,  dans  le  sens  positif  de 
gauche  à droite.  Mais,  pour  éviter  la  fatigue  de  l’esprit,  abré- 
ger, généraliser  tout  à la  fois  le  discours  et  l’écriture,  on  peut 
considérer  géométriquement  cette  somme  comme  représentant 
la  projection  orthogonale  ou  oblique  du  contour  d’un  certain 
polygone  ouvert  ou  fermé,  plan  ou  gaticbe,  sur  l’axe  dont  il 
s’agit,  et  le  long  duquel  un  mobile  cheminerait  eontinûment 
dans  le  sens  positif  ou  progressif  primitivement  adopté,  en  al- 
lant de  l’une  à l’autre  des  extrémités  de  ce  polygone. 

19.  On  a un  célèbre  exemple  d’une  telle  considération  géo- 
métriciue,  dans  la  composition  des  forces  ou  des  vitesses  appli- 
quées à un  même  point,  ici  représentées  par  des  droites,  des 
chemins  respectivement  parallèles  aux  côtés  du  polygone  et 
dirigés  dans  le  même  sens.  De  pareilles  considérations,  très- 
simples,  sont  en  effet  généralement  familières  aux  intelligences 
tant  soit  peu  exercées  en  Géométrie:  les  premiers  linéaments, 
si  je  ne  me  trompe,  en  sont  dus  à Varignon  ( Nouvelle  Méca- 
nique, i685),  esprit  philosophique  et  généralisateur  trop  ou- 
blié de  nos  jours,  et  dont  les  aperçus  géométriques,  nés  d’un 
théorème  célèbre  de  Leibnitz  relatif  à la  résultante  et  au  centre 
de  gravité  des  extrémités  de  forces  appliquées  à un  meme 
point,  sont,  en  quelque  sorte,  complétés  par  les  études  de 
MM.  Lhuilier  (de  Genève)  et  Carnot,  relatives  à la  projection 
orthogonale  des  polygones  et  des  polyèdres  sur  un  axe  recti- 
ligne ou  un  plan  fixe  arbitraires;  projections  dans  la  dernière 
desquelles  les  aires  des  faces  polyédrales  correspondent  aux 
moments  mètnes  des  forces  concourantes  d'abord  mentionnées. 
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20.  I.t's  nildilions  el  souslraclions  iiidiqiides  par  les  signes 
el  — dans  les  sommes  géomélri(jnt?s  à considérer  en  projee- 
lion  sur  un  axe  üxe  recliligne,  peuvenl  d'ailleurs  s’opérer  sui- 
vant les  règles  algébriques  orilinaires,  e’esl-ii-dirc  dans  un 
ordre  tout  à fait  arbitraire,  comme  la  construction  même  des 
côtés  successifs  du  polygone  des  forces,  îles  chemins  ou  droites 
convergentes  de  la  ligure  {*). 

Il  y a plus,  ces  projections,  s’opérant  par  des  ordonnées  pa- 
rallèles à un  second  axe  fixe  quelconque,  sur  lequel,  à son 
tour,  le  polygone  lient  être  projeté  par  d’autres  parallèles  au 
premier  axe,  il  en  résulte  un  système  de  coordonnées  tout  à 
fait  analogue  à celui  de  Descartes,  et  aui|uol  on  peut  appli- 
quer des  remarques  pareilles  à celles  des  n“*  14  et  suiv.,  re- 
latives aux  lignes  et  distances  du  plan  ou  de  l’es|)ace  i-appor- 
tées  à trois  axes  coordonnés  fixes  arbiti  aires  issus  d'un  même 
point  d’origine.  Quant  aux  ordonnées,  aux  appliquées  paral- 
lèles des  divers  sommets  du  polygone  et  des  extrémités  des 
chemins  convergents,  bien  qu’elles  soient,  à d’autres  égards, 
indépendantes  entre  elles  et  distinctes  dans  leurs  positions 
respectives,  il  n’en  est  pas  moins  vrai  qu'elles  sont  soumises 


(*)  Dans  dos  leçons  du  soir  faites,  en  1827,  aux  ouvriers  messins, 
(MMidanl  une  convalescence  longue  et  pénible,  j’avais  pris  pour  base  de  la 
Mécanique  la  notion,  pour  ainsi  dire  intuitive,  de  la  composition  des  che- 
mins issus  d'un  même  point  et  des  projections  du  polygone  qui  sert  à 
construire  le  dernier  côté  ou  chemin  résuUant.  Ainsi,  par  exemple,  alin 
do  démontrer  que,  pour  tout  déplacement  iurlucl,  fini  ou  infiniment  pe- 
tit, du  point  commun  d’origine  de  ces  chemins  représentant  autant  de 
forci*s  concourantes,  In  somme  îles  moments  ou  tics  iracmtx  virtuels  tic 
CCS  forces  est  èf^nle  au  moment  ou  au  Irncml  virtuel  de  leur  résultante,  il 
suffisait  de  multiplier  le  déplacement  arbitraire  du  point  général  d'appli- 
cation dont  il  s’agit  [Kir  la  projection  de  la  résultante  géotnétrit/ue,  c’est- 
à-dire  [lar  la  somme  algébrique  des  projections  des  foi  ces  sur  la  direction 
indélinio  du  môme  déplacement.  Or,  cette  [iroposition  capitale  conduit, 
par  une  voie  toujours  simple  et  intuitive,  à la  eum/sosition  des  traeau.i 
cl  des  moments  des  forces  en  général.  ( 1"  Cahier  lithographié  du  Cours 
<lc  Mécanir/uc  industrielle  ; éilition  de  1817.  ré.ligéc  par  le  capitaine  du 
génie  (îosselin,  d'après  des  leçons  orales  qui  n'étaient  qu’une  ra[>ide  el 
sim|>le  émanation  de  celles  que.  à jiartir  de  janvier  iSaô.  j’avais  été  chargé 
de  [uofesser  aux  eléves  de  l'ficole  d application  de  Met?.) 
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;mx  mêmes  lois  de  signes  que  leurs  projections  sur  chaque  axe 
respectif. 

Aittsi  les  cimsulêrations  précédonmieiil  e.xposées  (17)  ]iour  les  sumnies 
algébri(|iies  des  segments  de  points  rangés  sur  une  même  droite  leur 
sont  direelenient  applicables,  cl  les  principes  de  continuité  et  de  corréla- 
lion  relatifs  aux  signes  dans  les  équations  algébriipies  transformées,  n'ont 
lieu  qu'autanl  qu’il  n'existe  aucune  rel.ttion  métrique  exprimant  des  con- 
ditions étrangères  à la  loi  des  signes  do  position  et  à la  génération  con- 
tinue des  grandeurs  (]ue  l'on  considère. 

•\  l’égard  des  lignes  jmlygonales  en  particulier  et  des  cliemins  conver- 
gents qu'elles  représentent,  il  est  à remarquer  que  ces  cliemins  ne  compor- 
tent par  eux-inémes  aucun  signe  algébrique  ou  géométrique  de  iKisition, 
s'ils  ne  dérivent  d’un  modo  unique  de  génération  qui,  pour  ainsi  dire,  se 
transporte  bypolhéliquemenl  et  d’une  manière  indépendante,  d'une  direi'- 
tion  rerdiligne,  à colle  qui  lui  est  conligufe'  par  voie  de  continuité;  tout 
comme  il  arrive,  par  exemple,  pour  les  attractions  planétaires,  la  chute 
des  graves,  etc.,  ou,  simplement,  (lour  les  sécantes  du  cercle,  dont  k>s 
signes  de  position  ne  peuvent  être  que  relatifs  à la  direction  tournante  du 
rayon  (15),  signes  non  convenus  à l’avance  ni  imposables  à priori. 

Seulement,  comme,  dans  le  cas  de  chemins  convergeant  ou  rayonnant 
autour  d’un  même  point  et  projetés  sur  un  axe  fixe,  le  rapport  numériiiue 
de  chaque  ordonnée  au  chemin  correspondant  n'est  autre  que  ce  qu’on 
nomme  en  Trigonométrie,  selon  les  cas,  le  simis  et  le  cosinus  de  l’angle 
lormé  par  la  direction  propre  du  chemin  avec  l’axe  lixe  dont  il  s'agit,  il 
en  résulte  que  ces  lignes  trigonomélriques,  ces  ordonnées  ou  projetantes 
suivent  encore  la  loi  des  signes  de  position,  à l'exclusion  des  distances 
elles-mêmes  ou  des  chemins  projetés  (*  ). 

21.  ïlii  terminant  l’examen  intéressant,  qui  concerne  les 
sommes  algébriques  des  segtnents  relatifs  aux  points  ranges  en 


(*)  J’ai  joint  cc*s  derniers  dcvcIoppcmonU  aux  coiisitlératioi>s 
de  raiicien  texte,  ici  beaucoup  trop  laconique  ou  ê[jard  a leur  (jénératité  et  a 
leur  importance  dans  les  applications  en  Géométrie  et  en  Mécanique,  et  cela 
avec  d’autant  plus  de  inotiis  qu'ils  sont  entièrement  d’uccord,  si  je  ne  nie 
trompe,  avec  les  opinions  [généralement  admises  à notre  époque  sur  la  loi  dch 
si(jncs  des  distances,  selon  qu’elles  sont  obliques  les  unes  pur  rapport  aux  autres, 
ou  qu’eUnt  parallèles,  rintcrventioii  de  lignes  tri[;onométriques  auxiliaires  cesse 
d’èlre  indispensable;  car  on  peut  alors  recourir  à Îh  projection  ordinaire  des  dis- 
tances sur  un  axe  fixe,  liiî-inèmc  parallèle  û ces  ordonnées,  en  se  laissant  d'ail- 
leurs guider  par  les  considérations  du  texte,  relatives  à la  [fétièralion  ooiitimie 
«les  ligues  de  la  npiire  dans  un  sens  déterminé,  aux  lois  du  calcul  ul(jél)riquo  et 
U lu  prtqectioii  poly[;ofiaio  qui  tend  à supprimer  tout  va[>iic  cl  arbitraire  dans  » 
les  applications  u chaque  ras  particulier. 
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lipne  droite,  je  ne  veux  point  passer  sous  silence  un  fait  très- 
important,  c’est  que  les  relations  d’idcnliu*  géométriques  et 
linéaires  auxquelles  elles  se  rapportent  subsistent,  à cause 
de  leur  grande  généralité,  dans  les  perspectives  de  cette  droite 
sur  un  plan  ou  un  axe  arbitraire,  et  qu’elles  jouissent  ainsi, 
(|uoique  sous  une  autre  forme,  du  caractère#qui  appartient  à 
toutes  les  relations  entre  segments  formés  sur  des  transver- 
sales rectilignes  quelconques,  qui  nous  ont  occupés  dans  le 
11'  Cahier  de  ce  volume.  Or,  je  crois  devoir  prévenir,  dès  à 
présent,  que  les  relations  métriques  de  ce  genre,  même  celles 
<]ui  concernent  la  simple  juxtaposition  des  distances  rangées 
sur  une  droite,  peuvent  être  facilement  transformées  en  rela- 
tions directement  projectives  par  des  opérations  géométri- 
ques très-simples,  pour  ainsi  dire  évidentes  ('). 


{*)  Voir  l’observation  placée  au  bas  do  la  page  Cg,  ainsi  que  les  Notes 
sur  quel<iucs  principes  généraux  de  transformation  des  relations  métriques 
des  figures,  insérées  [>ar  moi,  dans  la  Correspondance  mathématique  et 
physique  de  Jiru.telles,l.\\\^  p.  ii8,  141,  i43,  Mb,  ■ig,  i5i,  i53,  157, 
art.  I à VIII  (octobre  i83i);mais  plus  particuliéreinenfrce  dernier  article, 
p.  157,  dans  lequel  les  identités  géométriques  relatives  aux  sommes  de 
distances  mutuelles  de  [lomls  en  ligne  droite  et  à celle  de  produits  simi- 
laires et  homogènes  sont  rendues  projectives  coniquement,  en  y intro- 
duisant en  facteurs  les  segments  relatifs  au  point  à l’inlini  de  l'axe  des 
distances.  L’intervention  de  ce  point,  considéré  comme  origine  d’abscisses 
ou  segment»,  et  qui  prend  en  projection  snr  le  nouvel  axe  une  position 
quelconque  p,  conduit  à des  transformées  d’autant  plus  remarquables. 
<|uc  leurs  différents  termes  ou  produits  peuvent  être  mis  sous  la  forme 


(/y/,  /w)  (/«/  pc 

ou  il  n'entre  que  des  réciproques  do  segments  comptés  de  l’origine  com- 
mune p,  et  analogues,  luir  conséquent,  aux  réciproque»  dont  on  s’est 
occu[)é  dans  le  précédent  Cahier;  or  cela  constitue  un  autre  mode  de  trans- 
formation souvent  mis  à profit  depuis  la  publication  de  mon  Mémoire 
de  i83i,  et  qui,  dans  les  endroits  cités  de  la  CorrcsiKtndance  de  liraxelles. 
se  trouve  appliqué  à des  identités  géométriques  dignes  d’intérêt. 
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Examen  Je  la  loi  des  sif^nes  de  position  et  du  principe  de 

continuité  dans  les  relations  métriques  des  figures  de  la 

Géométrie  élémentaire. 

22.  D’après  les  remarques  faites,  en  général  (n“*  1 et  sui- 
vants), sur  la  correspondance  intime  qui  existe  entre  les  arcs, 
les  angles  et  les  distances,  il  est  évident  que  ce  qui  a été  dit 
des  sommes  algébriques  de  segments  restera  applicable  aux 
sommes  d’arcs  sur  un  même  cercle  ou  d’angles  contigus  au- 
tour d’un  même  point,  si  ce  n’est  qu’ils  ne  peuvent  devenir 
inverses  en  passant  par  l’infini,  mais  seulement  en  passant  par 
zéro  ou  un  multiple  quelconque  de  degrés;  néanmoins  il 
n’y  a pas  lieu  alors  de  construire  directement  les  sommes  dont 
il  s’agit  par  la  projection  ou  le  tracé  du  polygone  des  chemins 
rectilignes.  Enfin  il  ne  faut,  en  aucun  cas,  perdre  de  vue 
(n°*  li  et  suiv.)  le  renversement  possible  de  sens  dù  au  dé- 
placement relatif  et  au  transport  des  lignes  dans  l’espace  tou- 
jours censé  fixe  et  absolu. 

23.  Après  les  relations  fondamentales  qui  appartiennent  à un 
système  de  points  rangés  sur  une  droite  ou  un  cercle,  et  à des 
droites  rayonnantes  autour  d’un  même  point,  viennent  succes- 
sivement les  diverses  propriétés  élémentaires  de  la  Géométrie 
plane,  qui  servent  de  base  essentielle  à toutes  les  autres: 

1“  La  propriété  des  angles  d’un  triangle  ou,  plus  générale- 
ment, des  angles  formés  deux  à deux  par  trois  droites  qui  se 
coupent  à des  distances  finies  ou  infinies; 

2"  La  propriété  des  triangles  semblables  et  des  lignes  pro-  ^ 
portionnelles  ; 

3”  I.a  mesure  des  angles  par  les  arcs  daiij  les  figures  inscrites 
à la  circonférence  du  cercle  ; 

4“  La  mesure  des  aires  triangulaires. 

Les  autres  propriétés  métriques  des  figures,  même  celles 
des  aires,  ne  sont  que  des  corollaires  de  celles-là  et  de  celles 
déjà  examinées  pour  les  simples  distances.  C’est  ce  qu’on  véri- 
fiera sur  (|uelques  exemples  exposés  ci-après. 

Nous  allons  préalablement  et  successivement  examiner  cha- 
cune des  relations  élémentaires,  afin  de  constater  qu’elles 
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subsisleiU  i*l  s’éleiuleiil  à toutes  les  positions  possibles  des 
parties  qu’elles  concei  iieiit,  (piaïul  on  tient  coni|)te  des  valeurs- 
et  des  signes  de  position,  par  voie  de  continuité. 

44.  Soit  nbr  [ (!».  107)  un  triangle  rectiligne  i|uelconque  servant  de 
type  primitif,  et  dans  lequel  les  angles  sont  tous  mesurés  intérieurement. 

Fi|;.  107. 


• a 


Oti  a.  comme  on  sait,  d’apres  les  notations  ]>roposées  par  .M.  Carnot. 


<'•  ■O' 

HOC  -f-  tu  h + uac  = 200 


é -4-  f + « = 200". 


Cela  posé,  je  di.s  (|ue,  ipiel  que  soit  le  déplacement  relatif  de  la  direction 
indélinie  des  côtés  do  ce  triangle,  l’équation  ci-dessus  lui  demeurera 
toujours  a|)plicable  en  ayant  égard  au.v  signes  de  position  ou  do  corrchi- 
lioH,  selon  la  dénomination  adoptée  par  le  mémo-auteur. 

Supposons,  par  e.vemplo  {J/g.  107),  que  le  côté  ne  prenne  la  direction 
rtc';  le  triangle  «/«■  devenant  /lùr',  l'angle  One  passera  seul  par  /éi  o en  ré- 
trogradant vers  la  gaucho,  et  sera  seul  inverse  ou  négatif,  tandis  que,  des 
deux  autres  angles,  l’un  /icb  se  sera  changé  en  l'angle  «c'B  extérieur 
ixac'h,  et  l’autre  t/br  dans  son  propre  supplément  t/bÜ  ou  //bc'  à 200  de- 
grés; de  sorte  qu’ayant  pour  le  triangle  ainsi  transformé 


■C', 

//  = — une  . 


200”  — nc'b,  !>  = 200“ 


■ £>. 


vient  pour  ce  triangle,  toutes  réiluctions  faites. 


O 

I///C  4-  ne  b -f-  nbc  — 200  . 


en  remplaçant  les  ancic|^  angles  par  leurs  valeurs  corrélatives  ci-de.s.sus; 
ce  t]ui  conlirmo  à la  fois  la  règle  des  signes  et  la  généralité  du  théorème 
fondamental;  car  tous  les  autres  changements  que  pourrait  éprouver  le 
triangle  type  ou  la  position  de  ses  sommets  conduiraient  à des  vériRca- 
lions  analogues  du  principe  de  continuité  (*). 


( ")  Cuiuidércz,  p.u'  exempte,  te  cas  eù  le  taviiiiiiel  e pasxe  gradueltcmciil  uu- 
ilcssoiis  de  ta  l)ase  <»pposce  hc.  les  angles  iiiU''rieurs  en  0 el  c deviemtcaîeiil 
siin[denunil  imersi*:,  on  iiegatil'»,  tandix  ipie  raiigte  |»areil  en  se  cliaiigerail  en 
nn  angle  extérieur  pmir  le  innivean  triaii|;te.  IVone,  en  MÜrsIilnanl  atgel»rii|iic- 
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Oïl  |H'iil  d ailleurs  déinoiilrer  la  oliose d'un  seul  coup,  eu  partant  d'un  tlu^o- 
réiiie  deOiHunélrie,  plus  fondamental  encore,  tirade  la  théorie  des  parallèhs. 

Soit  ubc  (fi);.  108)  un  triangle  ipielconque;  par  lun  de  st*s  sommets  « 
concevez  une  parallèle  b'c’  au  côté  op|K)8é  ic;  les  angles  externiïS  bor'. 

Kig.  108. 

\ . 


Kih'  étant  resiK’cliveiuent  égaux  à leurs  alternes-internes  ubc  et  ucb  inté- 
rieurs au  triangle  abc.  un  aura  identiquement,  n'importe  la  grandeur  et 
le  signe  des  angles  du  triangle  corrélatif, 


"b<^  -f-  bnc  culf  t=  zoo", 


relation  cjui,  étant  (•ntre  les  angles  formés  autour  d'un  môme  point,  est 
en  effet  applicable  (22)  à toutes  ksi  positions  de  leurs  côtés,  en  tenant 
compte  de  la  valeur  algébrique  ou  de  position  des  angles  de  la  figure 
dériuH),  que  l'on  ne  doit  jamais  perdre  de  vue,  dans  le  passage  gradué 
de  ces  angles  par  zéro,  etc. 

25.  la-s  diverses  aiilres  relations  d'angles  pomanl  se  déduire  de  la  pré- 
cislenle,  puisque  les  théorèmes  élémt‘ntair(>s  relatifs  à la  somme  des  angles 
adjacents,  alteriies-interni's  ou  corres|M)ndants,  ont  lieu  pour  tous  les  cas 
possibles  (*),  ces  relations  restent  soumises  îi  la  loi  de  continuité  des 
signes  et  des  régies  algébri(|ues,  n’imporle  la  situation  du  triangle. 


meut  cos  trois  tlerniers  angles  .au i anciens,  dans  rêqualiun  type  a -e  t*  -l-c=  aoo°, 
puis,  remplaçant  l'angle  exlérieur  par  sa  valeur,  siippleinont  à ,(oo  degrés  de 
l'angle  intérieur  correspondant  tlu  nouveau  triangle,  on  retomberait  encore  sur 
le  Iheoréine  nrdinaire  de  la  Géométrie.  (jVo/e  de  i8iG.) 

(’  ) Hn  effet,  <|uelle  que  soit  Kjisl-  108)  la  position  de  bc  par  rappoi  t à ab,  on 
aura  toujours  ang.uZfc  = bac*.  Que  bc.  par  exemple,  devienne  b y eu  traversant  ta 
position  de  fru,  sa  parallèle  ac'.  luenee  par  a,  étant  a-/.  l’angle  a&e,  change 
e.n  aby.  sera  devenu  inverse  et  négatif;  mais  il  en  sera  évidemment  ainsi  de 
son  correspondant  alterne  bay.  (pit  aura  dO  aussi  coïncider  avec  ab;  donc  on 
aura,  algebrivpiement  et  identiquement, 

> 

— aby  — — bay',  ou  aby=^bay, 

sans  signes  île  corrélation;  inuldes  ici  puisqu'ils  disparaissent  comme  dans  toutes 
les*relalious  à deux  termes  de  ta  Géométrie.  , 


Digitized  by  Google 


i88 


III'  CAHIEK.  — SUR  LA  UOI  DES  SKJNES 

Pareillomi-nt  tout  polygone  rectiligne  étant  partageable  en  triangles  de 
môme  sommet,  d'ailleurs  arbitraire,  par  le<piel  on  ferait  passer  un  axe 
invariable  comme  ci-dessus,  les  relations  d'angles  qui  lui  appartiennent 
s’en  déduiront,  et  seront  applicables  également  aux  diverses  grandeurs 
ou  situations  des  ligures  qui  en  dérivent  par  voie  do  continuité.  Mais 
il  sera  plus  général  et  plus  simple  de  mener, ilirectement,  par  ce  point  ou 
sommet  commun  arbitraire,  des  droites  égales,  parallèles  aux  côtés  suc- 
cessifs du  polygone  et  dirigées  dans  le  sens  ^irourcssif  (19). 

2ti.  Revenons  un  instant  au  cas  élémentaire  du  triangle  «6c  107), 

dont  la  base  6c  et  l’angle  au  sommet  6«c  deviennent  inverses  et  néga- 
tifs (2i)  pour  le  triangle  transformé  06V,  et  remarquons  qti'il  en  est 
ainsi  encore  de  son  aire  comparée  à celle  du  triangle  primitif  «6c,  me- 
surée |)ar  ^6<'.«y;;  le  facteur  nji  étant  la  hauteur  commune  aux  deux 

triangles.  Rap|><-lons,  en  outre,  que,  d’après  les  définitions  et  conventions 
généralement  admises,  on  a,  dans  le  triangle  rectangle  mp, 

an  en  /«/ 

~ = sin.«c/j,  — = cos. «eu,  i — = tang.«c»,  etc., 

«c  ' eu  ' pe  ^ ' 

relations  purement  numériques  dont  on  ramène  le  calcul  aux  tables  bien 
connues,  et  qui  donnent  aussi  pour  l’aire  du  triangle  «6c, 

1 I 

- hc.ap  = ~%\Xi^arp.aeJtc  ( * ). 

27.  Pour  ^éné^ali^e^  el  élucider  encore  mieux  la  question  relative  aux 
signes  de  corrélation,  sup|>osons  (fis*  triangle  abc  ail  pris, 


(*)  Cos  formules  et  équations  à deuv  termes,  ici  purement  (;conictrique8,  ne 
comportent  aucun  si{jne,  ou  plutôt  les  auxiliaires  trigonomélriques  n'y  ont  pour 
signes  que  ceux  des  rapports  mêmes  qui  les  définissent  dans  les  figures  corréla- 
tives, dérivées  d’un  mode  de  génération  continue  cl  convenue.  Voilà  ce  qu'il  est 
nécessaire  de  répéter  aujourd'hui,  où  l'on  s'est  familiarise  avec  l'einploi, à priori, 
des  notations  el  conventionH  de  la  Trigonométrie  analytique.  Ainsi,  par  exi-mple, 
si  l’on  suppose  l'angle  cii  c obtus  dans  le  triangle  type  ufrr,  la  perpendicu- 
laire ap  tombant  en  dehors  de  la  base  6c,  l'angle  aep,  nu  lieu  de  rester  égal  à 
l’angle  intérieur  aeb  de  ce  triangle,  se  confond  avec  son  supplcmciil  extérieur 
dont  le  sinus  reste  positif. 

11  n'en  serait  plus  de  même  si.  raisonnant  algébriquement,  on  voulait  con- 
server l'angle  intérieur  ach  ou  c dans  les  équations  ci-dessus  ; alors  il  coiivieti- 
drail  d’avoir  égard  aux  règles  des  signes  trigoiioinelriqiies  et  de  positions  rela- 
tives, qui  rcndnnl  simultanément  sine  et  cp  inverses  on  négatifs  quand  l'angle  c 
est  obtus,  tendent  par  là  encore  (note  de  la  p.  187),  à faire  disparaître  ces  signes 
daif»  les  équations  à deux  termes  dont  il  s'agil.  • 
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dans  le  système  dérivé,  la  position  renversée  h'm\  correspondante  à 
l’angle  opposé  au  sommet  hac  du  triangle  primitif. 

Cela  posé,  j’observe  que,  dans  la  translation  continue  de  br  en  b’c’,  les 
cétés  nb',  ar',  bc'  sont  devenus  tous  les  trois  inverses  en  passant  par  le 
sommet  commun  n,  où,  s’évanouissant  simultanément,  ils  changent  aussi 
de  signe  dans  les  relations  métriques  qui  leur  correspondent,  ce  (pii  sem- 


Fi(î  109. 


blerait,  à première  vue,  devoir  avoir  lieu  également  pour  l’angle  b'  ac' 
opposé  par  le  sommet  à bac,  de  même  que  pour  l'aire  du  triangle  «éV 
(|ui,  dépendant  du  rectangle  de  deux  de  ses  dimensions  linéaires  devenues 
inverses  et  négatives  simultanément,  reste  cependant  positive;  car,  par 
exemple,  on  a,  pour  l'expression  do  cette  aire, 

^sinu  ( — ab')  [—  ne')  — -slna.ab'  ac'\ 

• * 

résultat  auquel  on  arrive  aussi  par  la  considération  de  la  mesure  pure- 
rnent  géométrique  do  la  surface  des  triangles,  puisque  la  hauteur  r' p, 
entre  autres,  est  devenue  aussi  inverse  et  négative  par  rapport  à sa  pa- 
rallèle cp. 

Quant  aux  angles  mêmes  du  triangle  trafisformé,  leurs  grandeurs  et 
leurs  signes  algébriques  de  corrélation  dépendent,  comme  on  l’a  vu  (24), 
de  la  manière  mémo  dont  on  suppose  que  s'est  opéré  le  déplacement  do 
bc  en  6'f';  ce  que  l’on  reconnaîtra  toujours  par  les  moyens  précédemment 
indiqués,  qui  deviennent  d’ailleurs  superQus' s’il  s’agit  simplement  des 
angles  intérieurs,  dont  la  somme  n’est  point  susceptible  do  changements 
de  signes  de- position. 

28.  Les  résultats  concernant  les  triangles  abc,  ab'coa  abc' fi(^  fifr.  109 
et  108  seraient  évidemment  tout  autres,  si  l’on  supposait,  comme  dans 
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la  Ji^.  I lo  ci-deasoiis,  (|ii('  la  liirtH'tioii  iiulùliiiip  ilt‘  la  lia!-c/«'  du  triangle  pri- 
inilil  fiU  |ia.S!iéf  en  //<■',  à fîaiichc  du  soniiiud  «,  dans  le  supplémonl  b' <u  ' 
dp  l'angle  bm  \ lp  .snmnipl  b'  n-slaiit  du  côté’ do  b sur  nb,  pi  ab'  par  coii- 
séqueiit  tUréci  ou  positif,  tandis  quo  nr  est  devenu  inverse  en  passant 

Fig.  I Kl. 


par  r.éro  en  «,  ou  par  l'infini  au  moment  où  sa  dirertion  est  rendue  paral- 
lèle il  relie  de  «r  ; enfin  h‘c'  de\pnant  lui-mème  inverse  en  passant  fiai 
zéro  en  «,  ou  par  l'infini  si  èV,  dans  sa  rotation,  traverse  la  (losilion  de 
parallélisme  par  rapport  à rc'.  Dans  res  cirronslances,  d'ailleurs,  les  an- 
ules  en  « et  r du  triangle  primitif  se  sont  changés,  l'un  dans  le  supplé- 
ment /wr'  de  bac,  l'autre  dans  le  supplémimt  extérieur  de  l’angle  en  r'  du 
triangle  ab'c'.  (Juanl  à l'angle  en  b,  changé  en  l'angle  intérieur  ab' c de 
ce  dernier  triangle,  il  est  devenu  inverse  en  passant  par  zéro.  EnGn  il 
en  est  ainsi  encore  de  l’aire  du  triangle  ab'c'  corrélatif  de  ahc\  circon- 
stances dont  o;i  se  rendrait  plus  aisément  compte  en  imaginant,  comme 
au  n“  2i,  une  parallèle  passant  ici  par  le  sommet  h.  D’après  cela,  rien 
u’esl  plus  facile  que  de  prévoir  à l’avance  les  mutations  de  signes  et  de 
grandeurs  qui  pourront  s’effectuer  par  lo  pas.sage  graduel  de  la  figure  abc 
à la  figure  ab'c',  dans  les  relations  méfriipics  et  les  formules  supposées 
obtenues  pour  la  première.  ' ' 

Par  exemple,  on  aurait  pour  lo  système  transformé 

Siirf-o/i'c'  - sin«.o7/( — ac'\  ~ - an'  ( — Ar'). 

9.  9 

sinn  étant  essentiellement  positif,  ainsi  que  ab  par  hy|!Olhèse,  et  la  hau- 
teur a))'  comme  la  hauteur  ap  du  triangle  primitif,  qui  ont  des  directions 
distinctes  non  parallèles,  restant  sans  signes  de  corrélation  (20),  etc.  ('). 


("  ) Ce  sont  tii,  d’ailleurs,  des  furmides  de  substitution,  de  transformation  de 
eoordoiim.es  purcmcntalgôbriqiies  en  quoique  sorte  et  dans  tesquelles  Surf,  ah'c' 
est  une  inconnue  à déterminer  par  rexprossion  du  second  membre,  en  valeur 
et  en  signe;  là  en  effet,  tout  antagoirisine  doit  forcément  disparaître  au  point  de 
vue  géométrique,  pnisitue  te  triangle  Ini-méme  s’évanouit  avec  ses  deux  rOtes 
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29.  Passons  mainlonant  aux  lignes  proportionnel  les  el  à la  similitude 
lies  triangles. 

Soit  a' b'  (Jîg.  iii)  une  parallèle  à la  base  nb  d’un  triangle  snb:  on 
démontre  en  Géométrie,  pour  la  position  actuelle,  l'exactitude  rigoureuse 
(les  pro(>ortions  ou  égalités  de  rapports, 

sa sa'  _ an'  ab 

sb  sb'  bb'  a'  b’ 

sans  signes  do  position.  Mais  si,  dans  le  mouvement  des  lignes  de  la 
ligure,  la  parallèle  «7/  passe  de  la  droite  à la  gauche  du  sommet  s en  ap, 
les  cùtés  nu  segments  s%.  changent  à la  fois  de  sens  et  de  signe' 

par  rapport  à leurs  homologues,  parce  que aura  |>as,sé  par  le  sommet  y 

• li|;  III. 


a ' 


1 


ou  |iar  l’infini  du  plan,  mais  «x,  b^  con.serveront  leur  sens  primitifdc  au  . 
bb\  ou,  selon  l’expression  admise  par  M.  Cairnot,  ils  resteront  ilinrls. 
Donc,  en  remplaçant,  dans  les  équations  ci-dessus,  les  anciens  segments  ou 
côtés  par  les  nouveaux  avec  leurs  signes,  ces  signes  allant  par  couple  dans 
chaque  rapport  se  détruiront  algébriquement;  ce  qui  est  conforme  aux 
données  de  la  Géométrie  élémentaire,  ijui  ne  fait  ici  aucune  acception  des 
changements  de  position  et  de  grandeur  des  côtés  ou  des  angles  ni,  par 
conséquent,  des  signes;  car  ils  n’entrent  pour  rien  dans  les  démonstra- 
tions, de  môme  qu’ils  se  neutralisent  algébriquement. 

Les  mêmes  circonstances  arrivent  généralement  pour  les  triangles  sem- 
blables, considérés  dans  des  situations  arbitraires,  mais  assujettis  A des 
conditions  analogues;  car  des  longueurs  quelconques  ne  peuvent  changer 


r.-iriiitites  ne',  hc'  .OsTno\.(firon>éirir  de  position,  Disterutions  prêUiuinairet,  p.xvj) 
n’hésite  pas  à considérer  comme  Taiisscs  les  ér|iiatinns  à deux  termes 

cos  ( TT -l- H ) = — sino,  sin  (as -t- <i)  = — sine, 

qui,  ajoute-t-il,  • ne  peuvent  être  employées  que  comme  de  simples  formes 
'•  algébriques,  propres,  par  là  même  qu'elles  sont  fausses,  redresser  une  pre- 

» mlèro  erreur  commise;  elles  la  redressent  en  effet  dans  certains  cas ('.es 

/I  expressions,  telles  que  — sin  a,  sont  ce  que  je  nomme  des  valeurs  de  eorréla- 
■ lion,  etc.  M • 
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de  signes  et  de  sens  ou  devenir  proprement  inverses  que  si  elles  appar- 
tiennent à la  mt'me  ligne  droite  ou  à des  directions  parallèles  (20),  D'autre 
jwrt,  toutes  les  relations  métriques  déduites  algébriquement  de  celle» 
qu’on  obtient  par  des  considérations  géométriques  sont  nécessairement 
exactes  et  rigoureuses  mathématiquement. 

30.  Soit,  comme  exemple  particulier,  nbc  {Jîi;.  112)  un  triangle  rec- 
tangle en  />;  du  sommet  h soit  abaissée  sur  rhy|M)lénuse  tir,  la  perpendi- 


Ki(t.  112. 


I 


culaire  ImI',  les  trois  triangles  nbc,  nh<l,  bric  seront  respectivement  sem- 
blables, et  l'on  aura,  en  les  comparant  deux  à deux, 

nb  ntl  btl  br  rrl  ImI  nb  ntl  ImI 

ne  ~~  nb  bc  ’ ne  be  nb  ’ bc  btl  ctl  ' 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

nb'  = ne.  ntl,  nb.br  = ne.  btl,  eut.br  = nb.bel, 

bc-^nr.rtl,  nb.br=znc.bil,  rtl.nb  = br.brl, 

7 

btl  ~ ntl.nl. 

En  vertu  do  ce  qui  précède,  ces  relations  appartiennent  tout  aussi  bien 
aux  triangles  rectangles  flic',  «A'c'' construits  sous  des  conditions  entière- 
ment analogues,  et  de  plus,  comme  on  a l'identité  géométrique 

ne  = ntl  4-  ni 

qui  ne  peut  changer  de  signe,  puisque  le  pied  de  la  perpendiculaire  bel 
sur  ne,  tombe  nécessairement  entre  n et  c,  les  combinaisons  algébriques 
de  ces  diverses  équations,  par  exemple  celles-ci 

nb  4-  bc  — ac.ntl  -(-  nc.rtl  = ne  [ntl  -f-  rd)-  = ne  , 
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sont  iippliralilw  sans  sijjnes  tli“  iiosUicni,  dans  loiilos  les  lijpolliéses  pos- 
sililes  relatives  à la  direction  et  à la  srandenr  de  uh  et  ah'  i *). 

31.  Il  est  assez  remarquable,  d’ailleurs,  que,  dans  toutes  les 
relations  élémentaires  à deux  termes  jusqu’ici  examinées,  les 
changements  de  position  n’inlluent  en  aucune  manière  sur 
les  signes  explicites;  cela  tient,  comme  on  l’a  vu,  à ce  qu’un 
facteur  quelconque  dans  ces  relations  purement  géométriques 
ne  peut,  par  suite  trinversion,  prendre  un  signe  négatif  dans 
l’un  des  deux  membres,  sans  (ju’il  en  existe  dans  l’autre  un 
pareil  qui  détruise  algébriquement  le  premier.  Or  c’est  là  un 
fait  général  applicable  à toutes  les  équations  géométriques  à 
deux  termes,  quelle  (|ue  soit  la  manière  dont  elles  aient  été 
déduites  de  relations  et  de  théorèmes  élémentaires  par  voie 
exacte  et  rigoureuse. 

Les  relations  à deux  termes  composés  de  segments  linéaires, 
tels  qu’en  présente,  en  général,  la  Théovie  des  Transversales 
( 11*  Cahier),  sont  évidemment  dans  le  cas  dont  il  s’agit,  et  c’est 
ce  dont  on  peut  se  convaincre  directement  pour  le  cas  élémen- 
taire des  figures  re.ctilignes,  en  recourant  au  beau  Mémoire  de 
t'arnot  sur  cette  matière  (1806),  dans  lequel  les  équations 
dont  il  s’agit  se  trouvent  démontrées  par  la  simple  considéra- 


(*)  On  se  jetterait  dans  des  contradictions  et  des  dirilcnltcs  inextricables,  si 
l’on  prétendait  repousser  ces  conséquences.  Ainsi,  par  exemple,  si,  à priori,  l’on 
voulait  considérer  le  triangle  ahc'  {fy>.  ita),  comme  dérivé  ou  corrélatif  du 
triangle  ahe^  par  la  rotation  continue  de  rhypoténusc  ac  autour  du  sommet  a, 
resté  tUe  ainsi  que  le  sommet  b et  la  direction  de  ac\  on  trouverait  que  les 
lignes  hc'f  d'c'y  bd'  seraient  devenues  inverses  et  négatives  en  passant  par  zéro 
en  limite  infranchissable  où  ac  atteint  sa  valeur  minimum,  ce  qui  offre  un 
désaccord  complet  avec  les  notions  de  similitude,  puisque  ces  distances  ne  sont 
nullement  les  homologues  de  bc^  de  et  bd,  et  ne  peuvent  ainsi  leur  être  compa- 
rées dans  les  équations  et  les  proportions  ci-dessus.  Il  en  serait  de  mèm<' 
évidemment  du  triangle  ab'e'”  opposé  par  le  sommet  au  précédent,  et  si  l'accord 
sulfêiste  pour  les  triangles  abc,  nb'c",  ccIa  provient,  en  réalité,  de  ce  que  le 
premier  peut  se  déduire  du  second  par  la  simple  translation  parallèle  du  côte  bc 
et  l'inversion,  le  changement  simultané  des  signes  do  toutes  les  distances  homo- 
logues. Enfin,  si  Pon  est  conduit  n des  interprétations  faciles  et  non  contradic- 
toires. pour  le  ras  où  Pon  supposerait  le  sommet  b du  triangle  type  abc  place 
synielriquemont  au-dessous  de  Phypolenusc  ac,  cela  vient  de  ce  que  tontes  les 
longueurs  y conservent  des  signes  invariables,  sau^  hd  qui  cuire  deux  fois  el 
similairement  ou  au  carre  dans  les  équations  à deux  torm<*s  ci-dessus,  dont  ainsi 
le  signe  négatif  disparaît  d’après  les  règles  nlgeliriipies, 

11.  l3 
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lion  (It's  ihi'Oronies  rclalils  à la  similitude  des  triangles  et  aux 
ligm*s  projiorlioiinellcs.  Ouant  aux  relations  métriques  et 
géométriques  à plusieurs  termes,  elles  peuvent  varier  dans 
les  signr-s  de  position  de  ces  termes,  comme  le  théorème  rela- 
lif  au  carré  de  l’un  des  côtés  d’un  triangle  oblique,  connu  de^ 
Anciens,  en  montre  un  exemple  très-simple. 

n-2.  D’après  la  remarcpie  faite  d’une  manière  générale  dans 
le  n"  22,  le  principe  de  eontimiité  et  des  signes  de  position 
doit  s'applitiuer  à une  somme  d’ares  de  cercle  et  d’angles  au 
centri',  consécutifs  ou  juxtaposés  dans  un  ordre  (luelcomine, 
en  (.‘uieudanl  le  mot  .sonm/e  dans  le  sens  algébricpie  ou  géomé- 
Irique  déjà  adopté  pour  le  cas  de  la  ligne  droite;  et,  eomm«‘ 
les  angles  inscrils  à la  circonférence  ont  pour  mesure  la  moitié* 
(les  arcs  positifs  ou  négaiifs  (directs  ou  rétrogrades)  (|ui  b*s 
sous-tendent,  c’est-à-dire  des  angles  au  centre  correspondants, 
il  en  résulte  que  les  projetantes  ou  droites  rayonnantes  qui  par- 
lent d’un  point  fixe  quelcon(|ue  de  cette  circonférence  et  vont 
aux  extrémités  de  divers  arcs,  forment  entre  elles  des  angles 
dont  la  somme  algi*brique  est  assujettie  aux  mêmes  lois.  Or 
cela  permet  d’étendre  le  sens  de  diverses  propositions  de 
Géométrie  élémentaire,  relatives  aux  angles  simples  ou  aux 
angles  des  polygones  inscrils  à la  circonférence  de  cercle,  tout 
en  abrégeant  beaucoup  les  énoncés. 

Par  exemple,  on  peut  dire  que  /«  somme  des  articles  à la  cir- 
conférence d'un  quadrilatère  inscrit  quelconque,  et  qui  sont 
opposés  l’un  à l’autre  et  par  conséquent  s'appuient  aux 
mêmes  extrémités  d’arcs,  équivaut  à deux  droits  ou  200  dé- 
férés, quelle  que  soit  In  forme  du  quadrilatère  ; toute  la  ques- 
tion, en  général,  étant  de  reconnaître  la  grandeur  et  le  signe 
(le  position  des  arcs  ou  des  angles,  ce  qui  oblige  de  recourir 
au  procédé  indiqué  n"  16  ou  à celui  dés  tableaux  de  corré- 
lation de  Carnot,  chose  toujours  délicate  et  pénible.  Cela 
explique  comment  les  .Anciens  évitaient  soigneusement  de 
pareilles  généralisations,  à cause  des  difficultés  et  des  dis- 
cussions épineuses  qu’elles  amènent,  mais  dont  l’absence, 
plus  apparente  (|tie  réelle  dans  l’Analyse  moderne,  empêche 
néamnoins  de  lire  clairement  dans  les  formules  géométriijues 
qui  en  ilériveni. 
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!i:F  Au  lion  (le  nous  ('•l<>iiilre  sur  col  olijot,  considérons  on 
|i;irliculi(*r  [ Jiji.  1 13,  à fjnuclie),  l'angle  ASB  lorino  jtar  la  ren- 


conlro  intérieuro  do  doux  cordes  quelconques  Al),  B(1  d'un 
cercle  ; on  a,  sans  discussion,  en  substituanl,  d'après  les  prin- 
cipes de  la  Géoinélrie  éléinentaire,  les  arcs  aux  angles  formés 
au  cenlro  du  cercle  par  les  rayons  parallèles  à ces  cordes. 


nng.  ASB  ou  CSI)  = ^ (arc  AB  -f-  arc  CD); 

niais  quand  le  somniel  S venant  à franchir  la  circonférence 
d'une  manière  conlinue  quelconque,  se  place  comme  dans  la 
fï".  I r3  de  droite,  on  a,  au  contraire, 


ang.  \SB  ou  CSI)  = ^(arc  AB  — arcCD), 


parce  que  l’arc  CD  est  devenu  inverse  en  passant  par  '/éro, 
tandis  que  l'arc  AB  a conservé  son  signe  primitif. 

Dans  cette  seconde  ligure,  l’inversion  subie  par  CD  entraîne 
celle  des  segments  SC,  SD  sur  les  cordes  et  Sécantes,  par  rap- 
port aux  segments  SB  et  SA;  mais  ces  segments  devenus  né- 
gatifs, n’apporlenl  aucune  modification  dans  cette  autre  rela- 
tion fondainentflle  de  la  Géométrie, 

SA.SI.  = SC„S1.  „„  = 

parce  que,  dans  la  substitution  de  — SC,  — SD,  à SC  et  SD,  b-s 
signes  disparaissent  algébriquement.  Or  de  là  résulte  celle 
conséquence  capitale  : 

l.es  ('(/iitillons  à deux  termes  entre  prothiits  de  serments  re- 

1 3. 
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latifs  au  rerclif  r!  ifiii  s'étendent  (II'  Üaliif'i',  |t.  69)  projecti- 
vement  aux  sections  coniques  en  ffénénd,  sont  ri^ourensement 
applicables  ù toutes  les  positions  des  liffiies  de  la  Jijrure  : il  en 
est  lie  même  des  dieerses  propriétés  métriques  et  descriptives 
qui  s'en  déduisent . 

3V.  D’nulri"  part,  le  tliéorèmo  (jéiii'ral  de  Newton  sur  les 
produits  des  appliquées  parallèles  des  courbes  {>éométri(jues 
ne  comportant  aucun  signe  négatif,  et  le  tbéorème  de  Carnot 
relatif  au  triangle  transversal  d’une  telle  courbe  se  déduisant 
du  précédent  j)ar  la  considération  de  la  similitude  des  triangles 
ou  des  lignes  proportionnelles,  il  en  lésulie  (|ue  le  fait  ci- 
dessus  s’étend  rigoureusement  aussi  aux  ibéories  exposées 
dans  toute  la  dernière  partie  du  11”  Cahier. 

35.  En  particulier,  c’est  une  grave  erreur  analytique  et 
géométrique  que  d’attribuer  le  signe  négatif  au  second  mem- 
bre de  l’équation  {Jif;.  1 14) 

ÏÔn’=  \N.NB, 

qui  exprime  que  l’ordonnée  MN  d’un  cercle,  perpendiculaire 
en  un  point  (juclconque  N du  diamètre  AB,  est  moyenne  pro- 

fin.  ii4. 


portionnelle  entre  les  segments  adjacents  etjjpposés  N A et 
NB  de  ce  diamètre;  de  sorte  qu’on  aurait  algébriquement 

= — AN.NB,  AB=NB  — AN, 

en  attribuant,  selon  la  convention  admise  en  Géométrie  analy- 
lique,  le  signe  — au  segment  situé  à gauche  de  l’origine  com- 
mune N et  le  signe  -1-  à celui  de  droite;  ce  qui  viole  et  le 
principe  di*  coniimiité  et  la  loi  des  signes  de  position,  tels  que 


Digitized  by  Google 


DK  l'OSmuN  EN  (iEoMÉTlUK.  k.»; 

iRius  les  avons  délinis  ou  enlcndus,  cl  coiiduil,  par  une  l'ausse 
inlerprétalion,  une  l'ausse  extension  de  la  règle  des  signes  al- 
gèl)ri(]ues,  jiisteinènl  eombaltue  par  Carnot,  à des  conséiiuences 
absurdes,  qui  deviennent  manifestes  quand  on  suppose  le 

pied  N de  l’ordonnée  au  centre  même  du  cercle. 

% 

‘JO,  En  attachant  trop  d’importance  à l’ancienne  dispute 
relative  à l'existence  isolée-.des  quantités  négatives,  imagi- 
naires, etc.,  M.  (àirnol,  dans  sa  Géométrie  dé  position,  a peut- 
être  plutôt  encouragé  que  détourné  les  esprits  avauitureux. 
d’ailleurs  bien  moins  géomètres  qu’algébrisles,  à s’occiqrer  de 
semblables  questions  qui,  par  elles-mêmes,  sont  i»cu  aptes  à 
fortilier  et  agrandir  le  domaine  de  l'Analyse,  supposàt-on 
qu’on  admit,  avec  MM.  Français  et  .Argand,  (jue  le  signe  ^ — i 
représente  en  Ciéornétrie  la  perpendicularité,  comme  le  signe 
— y exprime  l’opposition'des  distances  ('). 

Au  surplus,  on  éviterait  sans  aucun  doute  ces  diflicullés, 
•ces  fausses  interprétations  masquées  par  des  notations  sym- 
boliques et  algoritbmi(|ucs  séduisantes,  mais  qui  jettent  comme 
un  voile  obscur  sur  les  vérités  premières  de  la  Géométrie  et 
de  l’Algèbre,  rendues  par  là  des  sciences  spécieuses  et  mys- 
tiques; on  éviterait,  dis-je,  ces  difficultés  si  l'on-viuilait  bien 
se  ressouvenir  que,  dans  le  cercle  notammént,  on  a,,  en  réalité, 
en  prolongeant  [Jig.  i >4)  l’ordonnée.MN  jus(|u’à  l’extrémité  I’ 
de  la  corde  à laquelle  elle  appartient,  non  pas  simplement 

MN  = — >1 A . NB,  mais  bien  * .r  ■ . • 

NM.(— MJ)  = (— NA).NB,  ou  NM.W.^^  NA.M* 

sans  aucun  signe  algébri(|ue  .tic  position,  cotilormémcnf  aux 
principes  exposés  ci-dessus.  ■ ' ’ 

:17.  Cette  conclusion  est  même  tout  à fait  d’accord  avec  lt>s 
vrais  principes  de  l’Algèbre  oii  les  signes  — et  \ — i n’appa- 

(*)  f’oir  à la  fin  de  ce  111”  ijliier  la  rél'ulalion  qtio,  en  i8iü,  j'avais 
entreprise  dès  doctrines  de  MM.  Français,  Argand,  etc.,  à propos  de  la- 
quelle on  lira  avec  intérôl  une  .Notice  hisloritpic.  par  M.  Vallès,  dans  l'oii'- 
V rage  inlittdé  ; Etudes  phiissaphiijHrs  sur  tu  seiem  r </ii  eideiil ; Paris,  1 8 J i . 
P I 81).  • 
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i;iisseiil  d'iiiit!  délachée  (|ut*  dans  la  rdsoliilioii  linalo 

ilr*s  problèmes,  c’esi-à-dire  dans  la  rt'*soluiion  môme  des  équa- 
tions délinilives,  ainsi  (luc  nous  en  olîrirons  divers  e\enipl(»s 
ci-après.  .Mais  cela  ne  doit  nullemeiU  nous  empêcher  d’exa- 
miner à ce  point  de  vue  ratit)nnel,  ce  (jue  devient  la  loi  de 
contimiilé  et  des  siftnes  ainsi  que  les  diverses  rép;les  ou  prin- 
cipes posés  précédemment,  (|uand  certains  points  d'une  ligure 
cessant  de  rester  réels  et  constructibles  géométriquement  dans 
la  transformée,  par  le  déplacement  graduel  et  progressif  de 
quehjues  parties  essentielles  de  cette  figure  ivpe,  les  distances 
(]ui  se  comptent  de  ces  points  respectifs  étant  devenues  eUes- 
mèmes  impossibles,  imaginaires,  etc.,  il  n’y  a plus  moyen  de 
reconnaître  à priori  la  loi  des  signes  de  position  qui  les  con- 
cerne ou  de  les  distinguer  en  directes  et  inverses,  progressives 
et  rétrogrades,  La  même  chose  anra  lieu  encore  pour  tout  l’in- 
tervalle où  ces  distances  resteront  inconstructibles,  idéales,  . 
imaginaires,  et  celui  où  elles  s’évanouissent  ou  deviennent 
infinies  momentanément,  transitoirement;  ce  (jui  fait  rentrer’ 
de  telles  circonstances  dans  des  cas  déjà  suffisamment  étudiés 
ou  qui  le  seront  à l’occasion,  et  ne  présentent  aucune  diffi- 
culté essentielle  Sous  le  rapport  des  signes  de  position. 

:J8.  Dans  cet  état  particulier  du  système,  les  relations  mé- 
triques ou  descriptives  qui  concernent  les  points,  les  gran- 
<!eurs  géométriques  impossibles,  sont  purement  idéales,  et  si 
l’on  persiste  à les  considérer  dans  cette  hypothèse,  c’est  pour 
maintenir  la  continuité même  dans  les  int(‘rvalles  où  elle  cesse 
d’exister  d’une  liianière  absolue,  non  dans  la  forme  des  équa- 
tions ou  relations  méiritiues,  mais  dans  l’état  en  queh|ue  sorte 
physique  des  grandeurs  qui  y entrent. 

Je  le  répète,  il  doit  être  permis  dans  de  tels  intervalles,  de 
considérer  les  grandeurs  imaginaires  comme  des  inconnues 
cpi’il  s’agirait  de  construire  graphi(piement  au  moyen  des  é<jua- 
lions  qui  s’y  rapportent  et  les  déterminent.  Cette  supposition 
est  d’autant  plus  permise  qu’alors  nécessairement,  ces  rela- 
tions sont  géométriquement  incompatibles  pour  la  sériecniière 
des  positions  de  la  ligure  où  les  grandeurs,  les  points  en  ques- 
tion restent  iniaginaires;  sans  ipioi  il  existerait  des  valeurs 
reelles  correspondantes  des  distances  ou  rivciiics  inconnues. 
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pi'opres  à c(nisiriiir(“  Jes  poinis  donl  il  s’ngil;  ce  i|ui  esl  coii- 
li-ydicloiro  cl  en  soi  absurde. 

Il  esl  donc  bien  vrai  (|ue,  pour  les  élals  variés  d'une  lifiurt; 
donl  les  données  consiilulives  rbangenl  par  degrés  eonlinus 
ei  {]ui,  par  cela  nièiiie,  esl  soumise  au  princi|)c  de  conlinuilc. 
les  dislances,  les  aires,  lignes  cl  dimiuisions  (iuelcr)n(|ues  <le- 
venues  impossibles  grapbi(|uémenl,  doivcnl  êlre  considérées 
l•omlne  indéierminées  à la  fois  de  sens,  de  grandeur  el  d(> 
posilion;  ou  plulôl,  il  convienl  de  ne  rien  siaïuerdans  les  rela- 
lions  mélrii|ues  où  elles  enlrcnl  pour  loui  l'rnlervalle  où  elles 
rcslenl  impossibles  (*  ),  landis  ipi’il  esl  ralionuel  de  conlinuer 
à appli(]uer  la  règle  ordinaire  des  signes  de  posilion  aux  (|uan- 
lilés  dèmeurées  réelles  el  cpii  sca-aieni  devenues  inverses  en 
passant  par  zéro  ou  rinlini. 

11!),  (ùdiiircissons  tout  reci  par  un  exemple  très-simple  {Jîjf.  n â). 

Soient  sb  el  -tp  deux  sécantes  exlérUmie#  an  cercle  donl  le  cenlie 


Hc  iij. 


esl  < , de  ce  centre  soit  abaissée  la  pea  pendiculaire  sur  la  sécante  >'■/, 
on  aura,  pour  lu  situation  actuelle, 


V 'J.  -t-  ' 


sa.sb  I 

•X  Ml  \ 


i"  système  (.1). 


(*)  llemurqnuns  qu'il  ne  s'agit  nullement  ici  d'impossibilité  absolni', 
mais  seulement  d'irnaginarité  relative,  transitoire  et  en  ipielqne  sorte 
temporaire;*  car  nous  n'admettons  pas  l’existence  géomélriipie  de  (pian- 
lilés  négatives,  imaginaires,  inlinies.  considérées  isolément  (p.  illtti, 
comme  l'entendenl  quelipiefois  les  géomètres  irigebrisles,  c'est  à-dii  e <i  une 
maniéré  purement  analogique,  conventionnelle  el  paiiaiil  arbilraiie. 
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Sup(K)sons  que  .vaS  sc  meuvi-  |i<iniIlolenu;til  à ellc-méiiif  jiis<|u'ün  a'fi'. 
les  seules  disUinces  .l'a' el  .>'«  seront  de\emies  inverses,  et,  d’apres  i:i 
re^le  des  signes,  on  aura 


— .v.'a'-|-  .s'V 


— t n.x  h I 

: -2'  svsleme  (.v  ). 

■i.i'o'  ) 


Si  de  nouveau  a'S'  se  meut  par  la  nu'ine  loi  jus(iu’en  a"^",  au  delà  dit 
point  X d’interscelion  do  et  de  co,  s"o'  sera  devenu  nul  puis  inverse, 
et  aura  changé  de  signe;  les  autres  segments  étant  restés  directs,  il 
viendra 


»C' 


v"/< 


3'  système  (*•“  ). 


5t"%"  prenant  ensuite  la  position  pour  laquelle  .v"'  est  de  nonveaii 

hors  du  cercle,  i”&’”  et  seront  seuls  devenus  négatifs,  en  sorte  ipie 
les  équations  prennent  la  forme  algébrique 


système  (i”). 


' qui  se  Cüiifondenl  avec  les  é<|ua(ions  (.»)  de  départ. 

iTonc  a'^'.  x"p".  a'"^”  Unissant  par  sortir  tout  à fait  du  cercle  après  lui 
avoir  été  tangentes,  et  prenant  la  position  s"o",  les  points  correspon- 
dants à a”  et  cesseront  d’exister  ainsi  que  les  distances  4” se'",  4'"|5'”; 
mais  ,v"'rt,  .v"o'"  seront  restées  réelles  sans  devenir  inverses  et  sans 

changer  do  signe  positif.  Si  donc  on  veut  persister  à conserver  les  rela- 
tions pritnitives,  il  faudra  ne  plus  rien  prononcer  sur  les  signes  des  dis- 
tances imaginaires,  et  les  regarder  comme  de  vraies  inconnues.  Repré- 
sentant CCS  inconnues  analogiquement  par  .v’"*'",  il  viendra 


a”—  4”[i'"=:  — 


4-r/)(- 


s"  h)  j 

i 


.5*  système  (4“),  imaginaire. 


Si  ces  équations  n'exprimaient  par  elles-mêmes  aucune  incompatibilité, 
on  pourrait  en  déduire  des  valeurs  réelles  pour  4'"a''  et  altri- 

buadt  implicitement  les  valeurs  ainsi  trouvées  aux  distances  qui  les  ro- 
pré-sentenl  dans  les  relations  ci-dessus,  ces  relations  seraient  satisfaites, 
ür,  alors  on  pourrait  aussi  trouver  sdr  4'*o‘"  deux  points  réels  pour  les- 
quels les  distances  correspondantes  auraient  entre  elles  cl  avec 
4‘"«,  x"'i,  les  relations  examinées. 

Soient  a”.  !i"  ces  deux  points  : on  aurait  donc  rigoureusement 


.1  " fi'"  ‘is"  II" 


( I ■ 
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Or  si,  piir  iinu  niarclii.’  inverse  à relie  qui  a fait  découvrir  les  relations 
«lu  i"  système  (v),  on  remontait  de  proche  en  proche,  des  relations  (v") 
aux  relations  primitives  qui  leur  coriespondent,  on  trouverait  évidemment 
que  les  points  réels  a”,  (y'  sont  à des  distances  du  centre  c,  égales  à celles 
«te  ce  même  centre  aux  points  n et  d’où  l’on  conclurait  que  lès  points 
x"  et  P"  appartiennent  au  cercle- dont  le  centre  est  c et  qui  passe  par  « 
et  car  sur  1e  plan  de  la  figure,  il  n’y  a aucun  point  hors  de  la  circon- 
férence qui  jouisse  do  cette  propriété.  Il  faudrait  donc,  dans  riiypolhèi^' 
où  les  relations  examinées  [a")  exprimimt  des  dépendances  réelles,  que 
la  droite  rencontrât  le  cercle  (c),  ce  qui  est  contraire  à l’autre  hyp«)- 
thèso  faite  en  même  temps  que  la  première,  à savoir:  que  la  droite 
soit  entièrement  au  dehors  de  la  circonféience  dont  il  s'agit.  Donc  les 
relations  (.«)  ou  (.v'-')  doivent,  dans  l’état  où  elles  se  trouvent,  ôtro  incom- 
patibles entre  elles, ^ en  ce  sens  qu’elles  ne  fournissent  aucune  valeur 
réelle  pour  les  distances  su,  .rfi,  ou  v"»."', 

fO.  Si,  aù  lieu  d’examiner,  comme  dans  ce  qui  -précède,  la  variation 
successi’ve  des  signes  pour  les  diverses  positions  que  [«ut  prendre  le 
système  primitif,  en  le  faisant  varier  d’une  manière  continue,  on  se 
bornait  à com|)arer  entre  eux  directement  les  états  extrêmes  {s)  et  (.«"  ), 
I('s  seuls  qu’on  ait  en  vue,  il  faudrait  toujours  agir  de  même  et  regarder 
les  distances  imaginaires  comme  des  inconnues  positives,  en  ayant  égard 
seulement  à la  variation  des  signes  des  distances  restées  réelles.  Ainsi 
les  relations  trouvées  pour  le  système  (««)  étant 

sa.-vb 
<x-i-  -ïfi 

colles  dli  système  imaginaire  (s"o")  seront  . 

(— .v‘'n)  (-  >■"/))  = s'-d..*"!). 

imisque  .»«,  .th  et  .«»  sont  devenus  tous  trois  inverses. 

(les  dernières  relations  ditTèrent  par  le  signe  dos  distances 

do  celles  (.»■'*)  ivrécédemment  trouvées  pour  le  même  systèmo,  et 
cela  doit  être  naturellement,  puisque  l’on  n'a  [«as  eu  égard  è ces  signes; 
mais  ces  équations  n'exjir’imcmt  ni  plus  ni  moins  que  les  («remières,  et 
doivent  être  également  incompatibles  entre  elles.  En  elTet,  elles  doivent 
donner  les  mêmes  valeurs  pour  s"'x"‘,  mais  seulement  avec 

il'autres  signes;  si  ilonc  li>s  unes  exprimaient  des ilépendanct's  réelles,  les 
autres  eu  «'vprimeraii'iit  aussi  ce  «pi'oii  a «lémontré  être  a.b.sui’dc.  Doiii- 
elles  expniucid  à la  fois  «t«'S  impossibilités  gtniméli  iipu's.  et  la  imn-exis- 


= sa .sh, 
= -isn, 
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iciii'i.' tlfs  |ioiiii!<  f(  <les  (listiim'cs  qu'elles  concerneiil  : la  ini'nie  cliuse  ari  i- 
\erait  encore  si,  au  lieu  de  partir  du  sysléme  ,««,  on  parlait  d un  sy.stème 
quelconque  car  on  aurait,  pour  ce  syslème  («'»'). 

— x'  n.s'b. 

•t.  x'ii\ 

et,  pour  le  système  dérive  (.v'’o‘'), 

— .v” V"  = x"h). 

v"a'*=  — 

puistpie  x'/>  et  ■>'«  sont  seules  devenues  inverses;  or  ces  dernieres  rela- 
tions ne  diffèrent  et  ne  (reuvent  évidemment  dilîérer  ipte  par  le  signe  de 
V’  de  celles  du  système  (4"'). 

41.  Dans  roveniple  (|iii  précède,  nous  avons  su|)posé,  pour 
pltis  de  simplicité,  que  la  droite  so  se  mut  parallèlemeni' à elli'- 
même,  mais  il  est  visible  que  les  l•onsé(Hlencps  ne  varieraient 
pas  ((tiand  bien  même  la  ilirection  de  celle  conle  sé  mouvrait 
il'une  manière  entièrement  arbitraire  aussi  bicm  que 

Kn  {'('•néral,  on  peut  supposer  le  cercle  (c  non  tracé,  cas 
au(|iiel,  ignorant  si  la  droite  so  le  rencontre,  on  se  trouve  na- 
turellement obligé  de  consiilérer  les  intersections  de  cette 
droite  avec  le  cercle  comme  inconnues  de  position,  et  les 
«lislances  sx,  elles-mêmes,  comme  inconnues  à la  fois  de 
giandeur  eide  signe,  tout  on  conservant  les  formules,  les 
i‘quations  relatives  .à  la  situation  primitive  arliitrair«‘,  de 

(’.oricluons  de,  cet  examen  particulier  et  des  réllexions  géné- 
rales (pii  le  précèdent,  ipte  la  règle  des  signes  aura  encore  lieu 
pour  les  étals  do  la  /fg.  i iG,  011,  en  vertu  du  dé|dacenienl  de 
(piebpies-unes  de  ses  [tarlies,  oerlaiiis  pinnts  et  les  distances 


— .v'x'..v  V =r 
,v'V  — .v'a 


I*)  Tout  cela  est  [Kirfuilemcnl  conforme,  pour  le  fond,  aux  résultats 
(|iie  fournil  le  calcul  algébrique  dans  les  éipiation.'  du  second  degré  à ra- 
cines réelles  ou  imaginaires,  de  la  forme  .r-‘  — /xc-f-  ij  o.  Pour  s'en  con- 
vaincri' directement,  on  jieul  supposer  que  la  sécante  .'«è  devienne  mobile 
.lutourdu  point  li\e  ,v,  aussi  bien  cpie  .vst^.  i éianl  d’ailleurs  le  point  mi- 
lieu de  nh.  aui|uel  cas  liii  a év  idenniieni 

//  ,,,  j xh  a>/,  y \ii.xli.  etc. 
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qui  U“S  sôparem  soiU  devcMius  imaginaires,  poni  vii  ((ii'alürs  on 
s<!  rappelle  qu’il  est  innlile  de  s’occuper  «lu  sigiu;  inùme  des 
expressions  (pii  repfésenleni  ces  distances  imaginaires. 

Hé/lexions  ffénémles  sur  te  principe  de  conlinuilê  et  In  dif- 
férence citractérisli(pie  tpii  existe  entre  ta  Géométrie  pure 
et  le  cideul  ufgébritiue. 

V2.  Avant  de  terminer  le  sujet  qui  nous  occupi*,  je  crois 
devoir  ajouter  à ce  «pii  pri';c«‘de  quel«|ues  nouvelles  ridlexions 
propres  à montrer  «pic  la  permanence  ou  continuité  des  rela- 
lions  mélriipies  et  la  iTgle  des  signes  de  p««silion  jusipi’ici 
c«instatée  dans  certaines  ligures  (Mémentaires  de  la  (jéomctrie, 
s’tHendent,  par  là  même,  à toutes  les  ligures,  possibles  et  à 
toutes  les  éqiiations  qui  s’y  rapp«>rt(!nt. 

I.a  question  revient  évi«lemment  à faire  voir  comment  les 
relations  métriipies  en  géiu'ral,  p«‘uvent  se  «lédnire  d«*  celles 
«pic  nous  avons  précédemment  examinées. 

D’abord  cela  parait  évident  à |)riori,  «piand  on  rènécbii  «pie 
r.Vnalyse  des  coordonnées  de  Descarii's  ii’i'inprunte  elle-mèni«‘ 
il  la  (léométrie  qu’un  irès-petil  nombre  «le  |)rincipes,  et  «pi’en 
■ les  combinant  d’une  manière  convenable  par  les  proc«‘«lés  * 
algébri«|ues,  ils  permettent  d’arriver  à la  connaissance  de 
toutes  les  relations  et  propositions  possibles  relatives  aux 
ligures  composées. 

D’un  autre  cêlé,  et  sans  rec«iurir  à ce  moyen,  il  «*st  visible 
«pi’une  telle  ligure,  toujours  déconi|iosable  en  d’autres  plus 
simples  ou  plus  élémentaires,  ne  jouira  d’aucune  relation  et 
propriété  métriiiue  ou  descriptive,  si  elle  n’a  été  démonlEée 
pour  une  situation  actuelle  et  «lonnée.,  au  moyen  du  raisonm'- 
mcnl’géométriqiu*  aidé  ou  non  des  calculs  de  r.\lg«*bre.  Or, 
ce  genre  de  raisonnemimt  r«‘pose  essenti«'llement  sur  la  «lé- 
c«unposition  dont  il  vient  d’ètr«‘  parlé  «ni  la  considération  «le  li- 
gures plus  simples,  pUis  élémentaires  encore,  telles  «pie  nous 
en  avons  ]trécédcmment  étinlié,  et  soumis«'s,  par  bypotbèse,  - 
au  principe  «le  continuité  non-seulement  «m  elles-mêmes, 
mais  aussi  «lans  leurs  cons«'«piences,  sans  inti odnciion  ni  mé-  . 
lange  ( 17)  «rau«-niie  relali«>n,  «l’aucune  con«lili«)ti  g«-umétri«pi«: 

«)u  algébriipie  «•lranger«'s  a la  l«>i  «les  sigiu's  «!«■  p«isition. 
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r.’esl  ainsi,  pai-  (!\(‘mplo,  que  les  l'ormules  de  la  Triÿono- 
iiiéli'ic,  plane  ou  sphérique,  se  détluisenl  îles  plus  simples  pro- 
priétés du  cercle  et  des  triangles  semblables.  Or,  il  résulte  de 
ces  considérations  évidentes  ipie  toutes  les  relations  ou  théo- 
rèmes obtenus  par  la  combinaison  licite  des  premières  rela- 
tions ou  proiiositions,  seront  également  soumis  au  principe  de 
continuité  et  .à  la  loi  des  signes  précédemment  exposés  (*). 

Que  si  l'on  contestait  les  déductions  de  .ce  genre  de  raison- 
nement, je  répondrais  par  cet  autre  argument  : je  suppose 
que,  à une  époque  quelconque  de  l'enseignement  de  l'Algèbre 
et  de  la  tiéométrie,  l'on  y ait  introduit,  avec  les  ménagements 
et  la  gradation  convenables,  mais  non  brusquement,  les  no- 
tions intuitives  inévitables  de  la  continuité,  de  l'inlini,  de 
l'ü|iposition  de  sens  et  de  signes  des  grandeurs,  etc. 

, 43.  Ces  réllcxions  me  paraissent  devoir  provoquer  une  re- 
loiite,  sinon  des  éléiueiiLs  de  la  tiéométrie  pure,  du  moins  de 
ceux  qui  ont  pour  objet  spécial  l'application  de  l'Analyse  algé- 
brique, dont  les  bardiessesj  les  abstractions  contrastent  singu- 
lièrement avec  le  caractère  timide,  réservé' de  la  Géoinélric 


(*)  Par  exemple,  les  formules  ou  relations  fondamentales  de  la  Trigo-  - 
nomélrio 


tang,v  =; 


1\  sin.« 
cos.v  ’ 


séc.ï-^ 


JH 

cos  a ’ 


eol  A = 


R cos  A 
siiiA  ■ 


Il  , «’ 

eosecA  = -: — , 

tangA  sin* 


dans  lesquelles -V  est  l'arc,  U le  rayon  positif  tournant  toujours  dans  le  . 
même  sens,  ces  formules  n'ayant  (|uo  deux  termes  qui  ont  été  obtenus 
par  la  considération  des  Iriaitgle.s  semblables,  ne  comportent  par  elles- 
iiièfties  aucun  signe  cc/>/«7tr,  et  les  signes  iinj)li<ites,  xariables  a\»x'  la 
•|iosilion  et  le  sens,  doivent  conslammonl  s’y  détruire;  de  sorte  que  si 
l’on  eonsidére  comme  inconnue  la  ligne  trigonomélrique  de  Lun  (pielcon- 
qnc  des  premiers  membres,  sa  valeur  de  signe  et  de  posilion  sera  donnée 
par  ie  second.  Aitisi  nolamment,  la  sécante  a toujours  le  signe  du  co- 
sinus, et,  par  conséquent,  si  l'on  regarde  le  rayon  mobile  du  eerele 
comme  unité  de  longueur,  la  sécanto  s<‘ra  négative  pour  tons  kis  arcs 

J * * • * 

compris  entre  i)  et  -(n-|-i);'ee  ipii  s'accorde  avec  la  règb' 

des  signes  géomélriipies,  pulsTpie  la  sécante  aura  alors, une  position  oppo- 
sée àcelledu  rayon  lou]onrs  ri-nsé  j'osillf  el  tonrnmil  progressivemenl dans, 
le  sens  inènic^deA  inrs  posilils.  etc.  - . 
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(les  Anciens;  car  l'esprii,  d'aDord  aeconlmné  an\  restriciions 
(le  Ionie  ospèce,  iiucrpr(';le  el  s’(*\pli(]ue  p(Mdldeinent  les  gé- 
néralités de  la  (iéoniétrie  analjlique;  souveid  ni('“nic  elles  hd 
paraissent  contrarier  les  notions  les  pins  rigouriMises  et  le 
pjns  généralement  admis(‘s:  on  se  forme  diflicilement  de  nou- 
velles idées,  parce  qu'on  ne  songe  |>as  à remonter  aux  prin- 
cipes et  à les  approfondir.  On  veut  interprétera  priori  la  nature 
des  solutions  positives,  négatives  et  imaginaires,  on  veut  ex- 
pliquer, démontrer  la  rt'îgle  des  signes  de  position,  sans  faire 
attention  que  ces  solutions  diverses  ont  pour  fondement  et 
explication  nécessaire  des  faits  |daccs  à l’entrée  même  de  la 
science  et  indépendants  de  toute  vérité  anlérieura,  parce 
qu’ils  sont  de  véritables  axiomes  auxquels  on  ne  saurait  rien 
substituer  de  plus  clair.  , 

Ce  sont  ces  faits  primitifs  qu’il  faut  d’abord  nettement  expo- 
ser, afin  de  pouvoir  en  déduire  avec  certitude  les  conséquences 
les  plus  généraUs.  Il  n’est  pas  permis,  en  effet,  de  pndendre 
démontr(M-  rigoureiis(‘ment  et  à priori  un  llu'ortmie  coinpli(|ue 
en  esqidvant  ceux  dont  il  est  la  conséquence  nécessaire,  c’est-  * 
à-dire  indépendamment  de  toute  donnée  antérieure.  Ces  vérités 
géométriques  les  plus  éloignées  sont  liées,  par  une  cbalne 
continue,  aux  vérités  les  jtlus  élémentaires,  et  il  est  impossible 
à notn-  entendement  d’apercevoir  un  rapport  compliqué  entre 
des  grandeurs  quelconques,  si  l’on  n’en  montre  1a  liliation,  la 
dépendance  intime  et  rigoureuse  avec  d’autres  rapports  pré- 
cédemment admis  ou  démontrés,  el  ainsi  de  suite  jus(|u’aux 
axiomes  qui  tombant  imm('‘dialemenl  sous  le  sens,  n’ont  abso- 
lument rien  avant  eux  ('). 


(*)  .le  prie  le  lecteur  sic  se  rappeler  (note  de  la  p.  107)  que  ces  ré- 
llcxi(jns  ont  él(i  écrites  en  1816  pour  moi  seul,  et  sans  nulle  intention  de 
les  publier  sous  la  forme  qui  leur  a été  conservée  ici.  C'élail,  comme  on 
voit,  peu  apres  l'époque  où  l’auteur  delà  ’/’ccA/nc  r/c fondée 
sur  la  doctrine  philosophique  de  la  soi-disant  rnison  purr,  déjà  cité  à la 
p.  iç)~t  du  précédent  volume,  essayait,  non  sans  succès,  d’attaquer  les 
écrits  mathématiques  de  nos  plus  grands  géomètres,  défendus  par  M.  Ser- 
vois  et  d’autres;  ce  qui  a conduit  de  plus  jeunes  .savants  algébristes  à se 
laisser  entraîner  à l’attrait  de  discuter,  de  refondre  même  el  de  démon- 
trer à prior(  les  plus  ancienni’s  vérités  mallié’matiqnes , celles  (|ui  sont 
ilues  aux  lents  et  pénibles  progrès  des  siècles  aniérieurs. 
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UOÜ 

ïk.  (Jiic  (ioiir  ilt;  r<;ii\  ijiii,  voiilinil  i‘\plii|ii(‘r  la  repli' 

(les  sipnes  de  posilion,  coinmeiiccnt  par  poser  cc  prineipi' 
\ague  ; Tout  ce  qui  existe  dans  le  cnlcul  doit  exister  aussi  en 
(iéométrie,  par  la  seule  raison  que  le  calcul  est  applicable  à tous 
les  objets  que  cette  science  considère  { ' ).  C,e  iiV'sl  eerles  pas  là 
iiii  axiome;  aussi  esl-il  impossible  d’en  rien  déduire  qui  soii 
bien  elair  ou  malbémati(]uemenl  établi  ; n’est-ee  pas  oublier 
ainsi  (|ue  le  calcul  algébri<|ue  ti’esl  point,  à proprement  parler, 
une  science,  mais  bien  un  an,  un  mécanisme  assujetti  à des 
règles,  à des  procédés  invariables  qui  s’applii|uent  à nos  pre- 
mières conceptions  péoméiri(|ues,  lorsqu’elles  se  bornent  à 
formuler  des  rapports  préexistants  entre  certaines  grandeurs 
des  ligures,  etc.?  (]e  nrécanisme  servant  à découvrir  d’autres 
rapports  qui  découlent  des  premiers,  soulage  la  mémoire, 
abrège  le  travail  de  l'esprit,  mais  jamais  il  ne  le  rlirige;  car, 
dans  son  m_vst(irieu\  svmbolisme,  il  cacbe  trop  souvent,  non 
pas  simplement  des  erreurs  matérielles,  mais  des  contre- 
vérités ou  d’insignifiantes  vacuités. 

(Comment  appliquerait-on  l’Mgèbrc  à la  (Iéométrie,  notam- 
ment, si  l’on  ne  commençait  par  raisonner  sur  les  figures  pour 
en  déduire  les  propriétés  métriques  et  élémentaires?  Il  est 
néanmoins  d'illustres  savants  qui  ont  conçu  l’espoir  chimé- 
ri(|ue  de  rendre  l’analyse  des  coordonnées  tout  à fait  indé- 
pendante de  la  (Iéométrie,  et  cela  faute  d’avoir  fait  la  remarque 
(|ui  précède.  Il  ne  serait  guère  plus  absurde,  ce  me  semble, 
de  prétendre  démontrer  algébriquement  les  bases  de  la  Mé- 
canique et  les  lois  du  système  planétaire,  sans  partir  de  l:i 
notion  expérimentale  et  physiipie  des  forces  qui  se  manifestent 
il  la  surface  de  la  terre  ou  des  lois  naturelles  les  plus  simples 
(lue  Képler  et  (laliléc  ont  découvertes,  ey  se  fondant  sur  l'ob- 
servation directe  des  p•lénomènes. 

Mais  il  est  temps  de  revenir  à notre  sujet  principal,  que  les 
discussions  pr('‘cédentes  nous  ont  fait  un  instant  abandonner. 

4o.  Nous  venons  de  démontrt'r  rigoureusement  qu'en  ad- 
mettant la  règle  des  signes  en  Géométrie,  toutes  les  relations 
l't  propriétés  mélri(iues  relatives  à une  figure  appartiennent. 


l")  (iaudin,  sur  tu  llicorir  îles  signes,  etc.;  NanU'S,  i8it>,  p.  ;>. 
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Mon-seuloiiK.Mil  ;i  mu*  disposiiion  (Ioiiik’i*  des  parties  de  celle 
ligure  peur  laqiudle  elles  seniicnl  ftéomélruiiieiiienl  déiiion- 
irées,  niais  encore  à toutes  les  dispositions  possibles  de  ces 
parties,  pourvu  que  la  transformation  puisse  être  conçue 
comme  avant  lieu  en  vertu  d’un  déplacement  continu. 

Il  résulte  de  là  (pie,  de  même  que  pour  une  situation  par- 
liculièro  et  donnée  d'une  ligure,  cliaque  relation  est  apte 
a détermiiuM-  une  certaine  distance  ou  un  certain  point  sur 
une  certaine  droite,  quand  les  autres  dislances  ()ui  v entreni 
sont  connues,  de  même  celle  relation  devient  propre,  quand 
on  su|)posc  le  systiMiie  variable,  à construire  la  suite  des  points 
analogues  au  jiremier;  ce  sera  donc  la  délinition  irÉniHiqiie 
d'une  certaine  ligne,  c’est-à-dire  son  éijunlion,  et  comme  telle, 
elle  devra  <mi  renfermer  implicii(Mnenl  les  propriétés  essen- 
lielles;  car  elle  construit  el  (hdermine  parfaiiemeiii  imites  les 
|>arlies  d(>.Ia  courbe. 

Donnons  quebpies  exemples  : 

Soient  ah,  ah’’  ( /f".  ii(>)  des  parallcW  qnclcom]iK‘S  eom|tris<'S  dans 
l'angle  A.«H  formé  par  deux  droites  (ixos  indétinies  » A el  vH  : on  a,  comme 
on  l'a  vu  ( n"'  2!l)  sans  signe  algébriipie,  ' 

n'h'  ah 

vê'  \U'  . 

(pielle  (|ue  soit  la  position  des  lignes  on  des  dislances.  Or.  si  I on  snp|iose 
que  l'angle  en  > el  la  ilioile  ah  restant  invariables,  «'/>'  s<>  meuve  paralli'-  , 

l'i;;.  iifi. 


A 


// 

/O" 

/ 

lortienl  à ah,  la  relation  (à-dessus  sera  apte  à déterminer  à chaque  instant 
l'ordonnée  a'U,  et  par  consi'îcpienl  l'extrémité  mobile  a',  si  l’on  se  donne 
l’abscisse  variable  sh'\  car  on  aura,  m étant  une  conslanle, 

n'h'  — sb'  — III.  \h'. 
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Ollc  reliition  st?ra  donc  pi'opic  à <‘oiistniirü  successiM'menl  tous  les 
points  (le  la  droite  indélinie  .v.\  et  rien  ipie  ses  points;  ce  sera  doni- 
l'équation  même  do  «dto  droite,  eti  ayant  égard  à la  loi  des  signes  de 
[Ktsition.  Ce  serait  aussi  l'équation  de  l’autre  droite  .iB,  si  l'on  regardait 
les  distances  sa'  comme  successivement  données,  et  celles  de  r/'é' comme 
inconnues.  • 

dO.  Ces  considérations  géométriques  s'appliquent  à une  relation  métrique 
ou  algébrique  quclconi]ue,  entre  les  abscisses  et  les  ordonnées  d'une  courbe 
plane,  pourvu  que  celte  relation,  assujettie  à la  loi  des  signes,  subsiste 
dans  toutes  les  positions  possibles  des  coordonnées  variables. 

Par  exemple,  dans  le  cercle  (c),  /îg.  117,  dont  c est  le  centre, 

Fig.  117. 


AB  une  diamétrale,  <■/>  — r un  rayon  quelconque,  lut  pci  [lendicnlaire  à AH 
l'ordonnée,  ca  l'abscisse  de  l’extrémité  b du  rayon,  on  a algébriquement 

■ — 7 — 2 — 1 

^ ar  -{-ab  - cb  ~ r", 

tpiel  que  soit  b ; c’est  donc  l'équation  de  ce  cercle.  Je  n'insisterai  pas  ici 
sur  les  ihéories  de  l'.Analyso  des  coordonnées,  qui,  au  fond,  n’est  qu’un 
cas  particulier  de  l'application  de  l’Algebre  à la  Géométrie;  ce  que  nous 
venons  de  dire,  en  elTet,  des  équations  entre  les  coordonnées  ordinaires 
d'une  ligne  courbe,  s’applique  aux  relations  géométriques  entre  des  dis- 
tances variables  (luelconques. 

Soit  arbil  ou  {»),  fig.  118,  un  cercle  quelconque,  «/<  et  ctl  deux  sécantes 
se  coupant  en  a ; on  a,  toujours  sans  signes  algébriques, 

sc.sil  =7  sa.sb. 

Fiij.  118 


Imaginons  que  les  points  a.  c.  t!  restent  fixes,  tandis  que  h,  droite  ab 
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tourne  autour  du  |H>int/K  l'ùqiiution  ci-dcssus,  en  ayant  égard  aux  inver- 
sions de  sens  et  de  signes,  donnera,  pour  chaque  position  de  ab.  Un 
[Mjint  b du  cercle  (o)  qui  passe  par  tt,  c,  d,  et  elle  ne  donnera  aucun  point 
en  dehors  de  ce  cercle;  ce  sera  donc  son  équation  génétique,  de  môme 
que  l’équation  sm  — r constante,  serait  celle  d’un  autre  cercle  ayant  pour 
centre  le  point  fixe  s. 

Soit  encore  abr  un  triangle  inscrit  au  cercle  (o),  1 19,  dont  le 


Fit!-  "9 


sommet  c vienne  à se  mouvoir,  tandis  que  a et  b restent  fixes  : on  aura, 
intérieurement  au  triangle, 

angle  acb  ou  r = C const., 

quelle  que  soit  la  situation  de  c sur  le  cercle,  ou,  si  l’on  veut  encore, 

« -+-  A C = aoo". 

Cette  relation  est  aussi  l'équation  du  cercle  (o);  car,  en  se  donnant  rr,  elle 
fournit  A,  et  par  suite  le  point  correspondant  c du  cercle,  dont,  par  con- 
séquent, elle  construit  successivement  tous  les  points  en  considérant  n 
et  A comme  variables. 

Il  en  est  évidemment  de  même  de  toutes  les  propriétés  possibles  des 
figures  à l’égard  des  lignes  qu’elles  sont  supposées  construire;  mais  il  est  à 
remarquer  qu’une  môme  équation  relative  à une  figure  donnée  peut  sou- 
vent être  la  définition  de  plusieurs  lieux,  selon  la  nature  des  quantités  qui 
y entrent.  Cela  arriverait  notamment  pour  les  figures  qui  nous  ont  occupés 
ci-dessus,  si  Pon  changeait  les  hypothèses  concernarit  le  mode  de  descrip- 
tion. Il  faut  donc,  dans  chaque  cas,  distinguer  attentivement  les  grandeurs 
et  les  points  censés  fixes,  des  grandeurs  et  des  points  qui  doivent  être 
mobiles  ou  variables  en  vertu  de  la  liaison  admise;  autrement,  on  ne 
saurait  prononcer  sur  la  nature  des  lignes  que  représentent  les  relations 
examinées.  Or  cela  peut  arriver  dans  toutes  les  questions  géométriques 
où  la  nature  et  la  loi  du  déplacement  des  parties  constituent  la  donnée 
essentielle.  , 

i7.  11  nous  reste  à faire  sur  les  relations  métriques  appar- 
tenant aux  ligures,  une  remarque  générale  qui  nous  sera  très- 
utile  ])ar  la  suite. 
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Toutes  les  jyropriélés  {géométriques  pouvniit  être  censées 
déduites  avec  exactitude  du  raisonnement  ordinaire,  elles  ne 
doivent  évidemment  renfermer  rien  d'étranger  aux  ligures 
mômes  qu’elles  concernent;  elles  sont  nécessairement,  dans 
leur  expression  algébrique,  les  plus  simples  possible. 

Pour  faire  concevoir  ce  que  nous  entendons  par  là,  repre- 
nons les  données  et  les  hjpothèses  de  la  fig.  117,  n®  iG,  on 
aura,  pour  tous  les  points  du  cercle  (c), 

1 J 

nh  = r’  — ac  . 

Voilà  une  relation  primitive,  car  elle  ne  peut  provenir  par  au- 
cune transformation  d’une  autre  plus  simple  qu'elle.  En  l’éle- 
vant au  carré,  on  a nécessairement  aussi 

ab  — {r’  — va  ) ; 

mais  quoi(iue  celte  relation  soit  une  conséquence  rigoureuse 
de  la  première,  elle  dit  pourtant  plus  qu’elle,  par  la  raison 

J 

que  — ca  a\i  lieu  d’être  essentiellement  positif  peut  y deve- 
nir négatif,  sans  que  celle  dernière  équation  change  de  forme 
algébiiquc;  en  sorte  qu'elle  exprime  à la  fois  tout  ce  que  ren- 

— a — a — a — a 

ferme  la  relation  ah  = r’  — ca  et  celle-ci  — ab  = r' — ca  , 
qui  est  bien  différente,  puisqu’elle  appartient,  non  plus  au 
cercle  lui-même,  mais  à Y hyperbole  équitalf're,  et  construit 
celle  hyperbole  par  points. 

— a —a 

La  relation  ab  = r'  — ca  est  celle  que  nous  appelons  pri- 

niitive^  l’autre  ab  = (/■=  — ca  ) n’csl  que  dérivée.  Or,  je  dis 
que  les  relations  de  la  Géométrie  sont  toutes  d'une  nature 
simple  comme  la  première. 

D’abord,  cela  peut  résulter  du  fait  géométrique  même,  et 
l’on  peut  toujours  supposer  qu’on  n’admette  que  de  semblables 
relations;  mais  on  peut  aussi  montrer  que  cela  résulte  immé- 
diatement des  principes  fondamentaux  de  la  Géométrie  pure,  à 
l’aide  d’un  raisonnement  déjà  employé  et  que  nous  allons  re- 
produire. 

V8.  Il  est  incontestable  qu’il  en  est  ainsi  dans  les  (igures 


Digitized  by  Google 


'21  t 


DE  POSITION  EN  GfiOMÉTHIE. 
ôlêmenlaircs  auxquelles  peuveiu  se  ramener  loules  les  autres. 

Or,  nous  avons  vu  que  les  propositions  les  plus  générales  de 
la  Géométrie  peuvent  se  déduire  de  la  combinaison  des  éga- 
lités (pii  a|)|i;u'tienneni  aux  ligures  élémenlaires.  D’ailleurs,  il 
est  bien  visible  cpie  ces  combinaisons  se  réiluiseni,  en  dernier 
terme,  à l'élimination  de  certaines  ipiaiitiiés  enlrii  les  égalités 
primitives:  si  donc  on  a le  soin  de  ne  jamais  employer  pour 
celle  éliniination  ijue  des  méthodes  (]ui  ne  coinpliipient  pas 
inutilement  les  résultats,  il  arrivera  que  les  équations  linales 
ne  diront  ni  plus  ni  moins  que  les  relations  primitives;  par 
Conséipieiit  si  celles-ci  n’appartiennent  tpi’à  la  ligure  proposée, 
l(‘S  autres  n'appai’liendronl  également  (pi’à  cette  seule  ligure, 
et  en  seruiil,  |>ar  cela  mémo,  des  détinilions  exactes,  des  équa- 
tions caractéristiipies.  .Mais  c’(>st  précisément  ce  (|u’il  faut 
admettre  dans  la  rccherclie  de  propositions  nouvelles,  et  c’e.st 
nécessairenumt  ce  tpii  arrive  (piand  on  jirocède  par  b>  laison-  • 
Ttement  ordinaire.  Donc,  les  piopHétés  géométrb|ues  sont  des 
relations  sinqiles,  inséparables,  irréductibles  à de  moindres  ' 
K'inies;  elles  n’apparlienneul  en  toute  rigm.mr,  qu’à  la  figure 
dont  elles  émanent.  Quant  aux  équations  qui  s'en  déduisent  par 
voie  de  multiplication,  d’élévation  aux  puissances,  etc.,  nous  . 
en  faisons  alrstraction,  et  regardons  de  telles  opérations  comme 
non  |iennises  au  point  de  vue  de  la  Géonu’tric  ancienne. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  relativement  aux  relations  de 
celte  nature*  est  précisément  aussi  ce  (pie  l'on  (d)serve  dans  les 
rechcrclies  purement  algébri(jucs;  car  on  n’admei  Jamais  pour 
résultats  véritables  tous  ceux  (jni  proviennent  d’éliminations 
ou  de  transformations  non  immédiatement  ou  inipliciteinent 
comprises  dans  les  équations  priiidtives;  il  faut  (pièces  résid- 
tats  les  rendent  idenliqnes  par  substitution  directe  et  ne  donnent 
ni  plus  ni  moins  que  ces  équations.  C'est  dans  l’Iiypothèse  où 
l'on  n’admet  (pie  des  opérations  et  des  résultats  licites,  (]ue 
nous  raisomierons  dans  ce  qni  va  suivre,  afin  d’éviter  toute 
<'‘<piivo(pie,  tout  paradoxe,  et  de  détruire  p.ar  là  les  nombreux 
reproches  adressés  jusqu’ici  aux  applications  de  l’.\nalyse  al- 
géliriquc  à la  Géométrie. 

W.  Considérons  toujours  une  ligure  composée  d’éléments 
géométriques  quelconques,  séparément  soumis  à la’ loi  de 

•4. 


Digitized  by  Google 


■X  I l 


111'  CAIIIRK.  - SUn  LA  1.01  DF>;  SIONMS 
el  il<‘s  sigiii's  d<-  posiiion;  laiii  ilahs  si»ii  idal  ariin-l 
ou  |)i'iinilil' (|iic  dans  s«‘s  clats  coirclalils  ou  dérivés;  il  csl  in- 
dispensable de  dislinguer  ailcniivcmenl  les  données  des  in- 
connues ou  grandeurs  restées  eniièrement  arbitraires;  les  con- 
stantes des  variables  ou  indéterminées  ; les  objets  fixes  des  ob- 
jets mobiles  ou  susceptibles  de  changer  de  posiiiou  par  rapport 
aux  premiers;  enfin  les  constantes  fixes  iies  constantes  mobiles, 
c’est-à-dire  variables  de  position.  Par  exemple,  dans  un  trian- 
gle, la  base  peut  être  donnée  de  grandeur  et  de  position,  tandis 
que  l'un  des  côtés  adjacents,  aussi  donné  de  grandeur,  ne  le 
sera  pas  de  position  relativement  au  sommet  fixe  par  lequel  il 
est  assujetti  à passer. 

(x‘la  pose,  imaginons  qu’on  résolve  les  équations  qui  ex- 
priment les  propriétés  de  l’état  primitif  du  système,  équations 
en  nombr(‘  suffisant  par  rapport  aux  inconnues  pour  les  déter- 
miner de  grandeur  et  de  position;  les  valeurs  ainsi  obtenues 
satisferont,  par  bypotbèse,  aux  relations  primitives  en  les 
prenant  collectivement  avec  leurs  signes.  Si  ces  signes  sont 
positifs,  la  position  d’abord  attribuée  aux  divers  éléments  de 
la  figure  sera,  sans  nul  doute,  la  véritable  position  du  sys- 
tème, conformément  aux  principes  généralement  reçus.  Donc 
alors  les  ejuantités  inconnues  se  trouveront  à la  fois  déter- 
minées de  grandeur  et  de  situation. 

Mais  si,  au  contraire,  le  signe  algébrique  de  la  valeur  finale 
d’une  inconnue  quelconque  est  négatif,  c’est,  admet-on  en- 
core, la  preuve  que  cette  inconnue  doit  avoir  un  sens  oppos(‘ 
à celui  qu’on  lui  attribuait  d’abord,  et,  si  cette  valeur  éutit 
imaginaire,  ce  serait  aussi  une  preuve  que  les  é(|uations  d’où 
l’on  part  sont  incompatibles  entre  elles  pour  l’hypothèse  faite 
sur  la  position  relative  des  points,  les  signes  des  données,  etc.; 
le  résultat  définitif,  la  figure  à découvrir  étant  elle-même 
inconstructible  géométriquement. 

50.  La  chose  est  en  soi  incontestable,  en  général,  d’après 
les  règles  de  l’Algèbre  et  les  principes  précédemment  établis 
pour  la  loi  des  signes  de  position  ; mais  il  peut  se  présenter 
bien  des  difficultés  dans  l’application,  et  ces  difficultés  pro- 
viennent moins  de  l’Analyse  algébrique  (|ue  de  la  manière  res- 
treinte dont  on  envisage  souvent  lès  questions. 
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Nous  allons  essayer,  dans  les  paragraphes  ci-apres,  de  par- 
eoiirir  sticcessivemcnl  les  prinripales  soluliotis  de  celle  es- 
pèce qui  soin  jusqu'ici  (i8i  ■;)  parvenues  à noire  connaissance. 

I"  Si  les  objels  connus  sonl  lous  fixes,  landis  que  les  in- 
connus resleni  seuls  indélerminés  de  silualion  ei  de  gran- 
ileur,  il  esl  visible  que  les  conséquences  ci-dessus  seroiil 
direciemenl  el  rigoureusemenl  applicables,  pourvu  loulefois 
que  les  équaiions  de  dépari  exprimenl  des  propriélés  effec- 
livos  du  syslème.  En  effel,  les  signes  el  les  valeurs  des  in- 
connus élanl  alors  seuls  indélerminés,  le  système  oblenu  el 
la  figure  qui  s’y  rapporle  ne  peuvenl  èlre  en  désaccord  avec 
les  hypolhèses  de  la  mise  en  cqualion,  que  par  les  signes 
mêmes  ci  la  gratideur  absolue  ou  la  silualion  des  quanlilés 
cherchées. 

Dans  les  mêmes  circonslances,  il  peut  arriver  deux  cas  ; ou 
les  «lisiances  inconnues  se  mesurent  sur  des  lignes  droites  de 
position  fixe  et  déterminée,  ou  elles  se  mesurent  sur  des 
lignes  droites  de  silualion  inconnue;  le  premier  de  ces  cas  ne 
saurait  offrir  aucune  difficulté,  que  les  valeurs  obtenues  algé- 
briquement soient  positives,  négatives  ou  même  imaginaires, 
pourvu  toujours  que  les  équaiions  d'où  l’on  part  exprimenl 
les  véritables  conditions  ou  propriélés  du  syslème  cherché. 

Examen  raisonné  et  critique  de  la  solution  connue  de  quel- 
ques problèmes  déterminés  relatifs  aux  points  ratifiés  sur 

une  droite  fixe. 

ol.  Une  erreur  que  l'on  commet  facilement  et  irès-souveni 
ilans  la  mise  en  équation,  c’est  de  confondre  le  système  cher- 
fhé  avec  d’autres  systèmes  plus  ou  moins  analogues,  mais  qui 
en  sonl  réellement  distincts  géométriquement,  sinon  algébri- 
quement. Eelle  erreur  esl  d’autant  plus  facile  à commelln* 
((ue,  sous  un  certain  point  de  vue,  sous  celui  de  l’énoncé 
\erbal  de  la  question  notamment,  ces  systèmes  ne  semblent 
différer  que  par  la  silualion  el  non  par  leur  nature  propre. 

l’uur  en  donner  un  exenqile  élémentaire,  soit  nhx  ( fij».  i-n>)  une  cir- 
conférence de  cercle,  dont  le  centre  est  «.  sh  el  sx  deux  sécantes,  dont 
l une  sh  délermine  des  segmenis  su.  sh  qu’on  suppose  connus,  tandis 
ijii’on  regarde  comme  inconnus  les  segments  cr  et'.o'  formés  sur  1 autre; 
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du  cenlre  o soit  abaissée  une  perpendieulaire  ni  sur  la  droite  jx  : si  l’on 
suppose  sxy  donnée  de  direction,  i.<  sera  aussi  connue,  et  l'on  aura  tout 
ce  qu'il  faut  pour  délorniiner  .r  et  7 ou  sx  et  sy.  En  eflet,  i étant  néces- 
sairement le  milieu  do  xy,  on  a,  pour  la  position  hypolhétiquemenl  sup- 
■postM?  aux  points  X et  y,  remplissant  d’ailleurs  la  condition  que  ces  points 
soient  sur  un  cercle  qui  passe  par  a et  b,  on  a,  dis-je, 

. sa.sb  = .fx..vr,  a.'/  = sx  -I-  sy. 

Ces  équations  étant  des  traductions  algébriques  rigoureuses  de  l’énoncé 
doivent  infailliblement  faire  connaître  les  points  x el_r  chercliés. 

Mais  si,  au  lies  de  supposer  les  points  x et  ,r  d’un  même  cèle  du 

Fii>,  lïo. 


[H)inl  .V,  on  les  eût  supposés  do  cotés  différents  en  x'  et  > 011  aurait 

obtenu  les  éipialions 

sn.sb  - - sx'.sy',  ‘xsi  sy'  — sx'.. 


lesquelles  différent  entièrement  des  premières  et  fournissent  aussi  des  va- 
leurs distinctes.  En  effet,  tandis  que  les  premières  donnent 


■v.r  = si  dt  \/xi  — sa . sb , 


les  autres,  au  contraire,  donnent 


.tx'  = — si  ± yJsi‘ 


i.sb. 


Le  |ii'oblème  semblerait  donc  susceptible  de  quatre  solutions  réelles  et 
•distinctes,  ce  qui  parait  véritableinont  absurde.  D'un  autre  côté,  l’absurdité 
ne  vient  pas  de  ce  que  l'Analyse  a mêlé  des  racines  étrangères  à celles 
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qui  ap])arlieiiiienl  au  problème,  rar  les  racines  obtenues  satisfont  algé- 
briquement aux  équations  primitives  correspondantes;  elle  ne  peut  donc 
provenir  que  de  la  mise  en  équation  elle-même,  ou  plutôt  encore,  de 
riiypolhèse  particulière  qui  a été  faite  sur  la  position  des  points  x'  et^'  : 
en  effet,  l'hypothèse  faite  en  second  lieu  sur  la  position  do  ces  doux 
points,  ne  saurait  convenir  à la  nature  du  cercle;  car  on  sait  que,  dans 
cette  courbe,  le  point  d’intersection  do  deux  sécantes  quelcompies  est  a 
la  fois  au  delà  ou  en  deçà  des  quatre  points  d’intersection  qui  leur  cor- 
respondent. 

Ainsi  le  système  des  dernières  équations  n’appartient  pas  à la  question 
proposée,  puisqu’il  est  expressément  spécifié,  dans  son  énoncé,  que  les 
points  inconnus  doivent  appartenir  au  cercle  contenant  a et  b.  Mais  si, 
négligeant  cotte  condition  particulière,  on  so  borne  à exiger  que  le  rec- 
tangle .fx..rr  soit  donné  à priori,  ainsi  que  le  point  i milieu  de  xr,  alors 
le  problème  aura  quatre  solutions  effectives,  qui  ont  déjà  été  données  ci- 
dessus;  car  il  n’y  aura  plus  do  raison  (wur  rejeter  l’hypothèse  où  les  points 
X et  r seraient  situés  do  part  et  d'autre  du  point 

On  aurait  donc  bien  tort  ici  de  croire  que  les  incertitudes  tiennent  au 
mode  d’opérer,  à ce  que  l’on  se  sert  de  l’Analyse  algébrique;  car  si,  en 
traitant  la  mémo  question  géométriquement,  il  arrivait  qu’on  ne  connût 
ni  la  position  du  centre,  ni  celle  do  la  circonférence  (o),  on  tomberait  évi- 
demment dans  une  indécision  pareille  à l’égard  de  la  véritable  position 
des  points  inconnus  x cl  j. 

D’ailleurs,  de  quelque  manière  que  l’on  procède,  on  n’échappe  point  à 
toute  difficulté;  puisque  si  on  met  le  problème  en  équation  dans  ces  con- 
ditions générales,  on’ne  pourra  partir  que  de  l’uno  de  ces  hypothèses 
distinctes  : ou  les  points  x et  i sont  à la  fois  d’un  môme  côté  ou  ils  sont 
de  côtés  opposés  du  point  ,r;  or,  dans  l’un  et  l’autre  cas,  on  n’obtiendrait 
que  deux  solutions  du  problème,  tandis  que  réellement  il  en  a quatre, 
d'après  l’énoncé  verbal,  dès  que,  dans  cet  énoncé,  rien  ne  s()écifie  quelle 
est  la  position  relative  des  points  cherchés  x et  v à l’égard  du  point  ,v, 
toujours  censé  donné  à priori  ainsi  que  le  point  milieu  i. 

52.  Dans  celte  dernière  hypothèse  comme  dans  la  première, 
on  ne  saurait  accuser  l'xVnalyse  algébrique;  car  les  mêmes  rai- 
sons qui  prouvent  qu’elle  n’avail  pas  nécessairement  et  de 
son  fait,  mêlé  des  racines  fausses  ou  étrangères  à celles  qui 
appartiennent  au  problème,  servent  aussi  à démontrer  qu’elle 
ne  saurait  en  avoir  diminué  le  nombre.  Il  est  bien  évident, 
en  effet,  qu’ici  les  équations  de  départ  ne  peuvent  avoir  d’au- 
tres racines  algébriques  que  celles  qui  s’en  déduisent  par 
les  procédés  ordinaires  du  calcul. 

G’esI  donc  encore  à la  façon  dont  le  problème  a été  mis  en 
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équaliun  qu'il  faut  attribuer  la  limitation  des  résultats  obte- 
nus; c’est  parce  que  cette  mise  en  équation  n’exprime  pas 
tout  le  sens  de  la  question,  qu’en  un  mot  elle  est  trop  res- 
treinte. Il  ne  faut  pas  croire,  au  surplus,  que  la  Géométrie  pure 
se  conduise  d’une  manière  différente  dans  les  mômes  circon- 
stances; car  on  peut  s’assurer  ici  du  contraire  en  cherchant  à 
résoudre  le  problème  d’après  les  procédés  d’intuition  qui  lui 
sont  propres.  Ce  qui  fait  que  l’Algèbre,  comme  la  Géométrie, 
ne  donne,  dans  certains  cas,  que  des  solutions  partielles,  c’est 
(]ue  ces  .solutions  sont  séparables  et  ont  quelque  chose  de 
distinct;  c’est  que  l’équation  générale  qui  les  donnerait  toutes 
simultanément,  est  décomposable  en  facteurs  rationnels  plus 
simples.  Dans  toute  autre  circonstance,  la  n)ème  chose  n'auraii 
plus  lieu.  Ainsi,  par  la  môme  raison  qu'il  y a en  Algèbre  des 
racines  étroitement  conjuguées,  des  équations  indécompo- 
sables, il  y a aussi  en  Géométrie  des  solutions  qu’on  ne  peut 
séparer  autrement  que  par  la  pensée  et  en  violant  la  conti- 
nuité ; tels  sont,  par  exemple,  les  deux  points  d’intersection 
d’un  cercle  et  d’une  droite  arbitraire,  etc. 

53.  On  j)cut  demander  comment,  dans  les  circonstances 
dont  il  a été  parlé,  il  faudra  se  conduire  pour  obtenir  les  vé- 
ritables solutions  ou  équations  du  problème,  celles  qui  répon- 
dent pleinement  à l’énoncé  verbal  de  la  question.  Or  voici,  si 
je  ne  me  trompe,  un  moyen  d’y  parvenir  sans  trop  d’hésitation. 

On  tracera  quelque  part  une  figure  qui  soit  dans  les  con- 
ditions générales  de  cet  énoncé,  et  dans  laquelle  tout  sera 
supposé  connu  cl  possible.  Celle  figure  servira  de  type  géné- 
ral pour  les  diverses  questions  du  même  genre.  On  recher- 
chera ensuite  les  relations  descriptives  ou  métriques  qui 
appartiennent  à cette  figure,  en  choisissant  de  préférence 
celles  qui  lient  d’une  manière  immédiate  les  inconnues  aux 
données  de  l’énoncé  verbal.  Enfin  on  imaginera  que,  par  un 
mouvement  gradué,  les  objets  qui,  dans  la  figure  type,  corres- 
pondent à ceux  de  cet  énoncé,  viennent  prendre  la  situation 
qu’on  préletid  leur  attribuer  en  particulier  sans  violation  du 
principe  de  continuité,  et  tout  en  appliquant  la  règle  des 
signes  de  position  aux  diverses  relations  considérées,  en  sc 
rappelant  toutefois  ( 38)  que,  dans  le  passage  d’une  position  à 
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l’auire,  les  dislanres  supposées  iiuonnues  ne  doiveiii  pas 
changer  de  signe. 

Appliquons  ceci  au  problème  déjà  pris  pour  exemple. 

54.  Dans  co  problème,  il  s’agit  de  « déterminer  les  {wints  d’inlerseclion 
» d'une  droite  indéfinie  .rB  (fig.  121)  tracée  sur  un  plan,  avec  un  cercle 

Fijj.  131. 


n dont  le  centre  o est  connu,  et  qui,  de  plus,  doit  rencontrer  une  autre 
1 droite  .«A  donnée  de  position  aux  points  n et  h de  sa  direi'tion.  » 
Quoique  ccl  énoncé  ne  fa.sse  nullement  mention  de  la  position  relative 
dos  données,  toutefois  je  continuerai  à supposer  qu'on  veuille  le  résoudre 
pour  la  situation  attribuée  à la  Jïg.  120  ou  121. 

D’après  ce  qui  précède,  on  tracera  (Jig.  122)  une  circonférence  de 
cercle  quelconque  près  de  la  Jig.  121  dont  on  s’occupe,  puis  on  lui  mè- 
nera deux  sécantes  également  arbitraires,  telles  que  a!  et  oh,  se  cou- 
pant quelque  part  en  Supposant  que  l'une  d’elles  ah,  représente  la  sé- 

Fig  122. 


caille  donnée  à priori,  l'autre  cd  représentera  la  si'icanle  inconnue  ; du 
centre  n du  cercle,  ayant  abaissé  la  perpendiculaire  ni  sur  celle  dernière, 
elle  la  partagera  en  deux  parties  égales  au  point  /;  ce  point  sera  donc 
aussi  connu,  puisque  « est  censé  donné  ainsi  ipie  la  direction  iiidéniiie 
de  rd.  Or,  pour  la  position  actuelle  et  (mite  hypotliétiqiie  de  la  ligure,  on  a 

\r.\d  wi.di,  \d — . 2.«. 
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Telles  sont  les  é<^ualiuns  qui  servent  de  type  t;énéral  à la  solution  du 
problème;  en  les  résolvant  par  rapport  à sc  et  qu’on  suppose  incon- 
nues, on  aura  séparément 

.—  2 

■vr  --  — si  ± N si  ■+-  su . sb , 
s(l  — si  ± Ksi  + sii.sb. 

Os  formules  appartiendront  à toutes  les  situations  |)ossiblt^s  des  lignes  de 
la  figure,  lorsqu'on  y aura  égard  à la  loi  géométrique  des  signes. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  veuille  les  appliquer  aux  hypothèses 
particulières  faites  sur  les  données  de  la  fii;.  lîi.  On  remarquera  que, 
dans  le  passage  de  cette  figure  à la  suivante,  la  ilistance  sa  devient  seule 
inverse  [Wrmi  ces  données,  relativement  à la  position  qu'elle  occupait  du 
côté  opposé  du  point  x ; celte  distance  devant  donc  seule  changer  do 
signe  puisque  sr,  srl sont  des  inconnues  { Ü3 ),  les  formules  ci-dessus  devien- 
dront, pour  le  nouveau  cas, 

sr  = — si  ± V si  — sa . sh , 

sil  = si  ± V si  — sa . sb . 

La  première  de  ces  formules  donne  pour  sc  deux  valeurs  négatives,  et 
apprend  que,  dans  la  /fg.  121,  c a aussi  une  situation  contraire  à ceJle 
(pi’on  lui  avait  supposée  dans  la  figure  type,  c’est-à-dire  qu’au  lieu  d’étre 
à gauche  de  s,  il  doit  être  à droite  comme  le  montre  la  122.  Quant 
à la  formule  qui  donne  sr/,  elle  fournit  les  distances  absolues,  toutes  deux 
positives,  déjà  trouvées  au  n°  51  ( fig.  120)  (*). 

5.5.  Tout  ceci  résulte  immédiatement  de  ce  que  la  Ijgure  prise  pour 
type  no  ditfère  que  par  la  situation  des  parties  intégrantes,  et  non  par 
leur  nature  propre,  do  celle  que  Ton  se  |)iopose  d'obtenir  algébriquement 
d'ajirès  l’énoncé  verbal,  (piclle  que  soit  d'ailleurs  la  situation  relative  des 
objets  donnés  ou  connus  à priori  ; aussi  les  formules  trouvées  sont-elles 
applicables  à tous  les  cas  possibles,  dés  ipi’on  a égard  à la  mutation  des 
s'gnes  de  position  qui  s’y  rapportent. 

• .le  ne  crois  pas  qu'on  puisse  éprouver  de  difficultés  relativement  à la 


(*)  I.c  texte  maniisorit  ne  contient  rien  de  particulier  relativement  à l'inter- 
prétation dex  valeurs  positives,  négatives  et  iniatjinnires  des  diverses  inconnues, 
parce  <]ue  ce  (fcnre  de  cpiestions  SC  trouve  approfondi  d'mie  manière  Utiile  spé- 
ciale et  ronlrairemenl  anx  opinions  de  t'.arnot.  dans  les  articles  suivants  rtc  ce 
llf  ('.allier 
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manière  dont  se  comporlenl  les  signes  des  inconnues,  selon  la  position  : 
cela  dérive  naturellement  des  règles  et  des  lois  précédemment  établies 
d’une  manière  générale,  Mais  on  peut  faire  une  autre  question  plus  dilli- 
cile  en  demandant  la  raison  pour  laquelle  on  obtient  simultanément  les 
valeurs  de  sc  et  sd  quoiqu’on  ne  clierclio  que  sc  seule.  Nous  répon- 
drons ; la  raison  en  est  (|ue  les  points  c et  d sont  unis  entre  eux  de  telle 
sorte  que  ce  qu’on  peut  dire  de  l’un  s’applique  naturellement  à l'autre, 
qu’en  construisant  l'un  on  construit  en  même  temps  l'autre,  et  que  par 
conséquent  sc  et  sd  doivent  dépendre  d’une  même  »'>quation  algébrique. 
En  effet,  le  cercle  (o),  122,  les  détermine  d'une  manière  simulta'née 

et  inséparable,  à moins  qu’on  ne  restreigne  le  tracé  de  ce  cercle.  A la 
vérité,  on  pourrait  dire  que  les  distances  sc  et  sd  entrant  symétriquement 
dans  les  éipiations  de  départ,  il  n’y  a pas  de  raison  pour  que  le  résultat 
linal  donne  l’une  des  racines  plutôt  que  l’autre;  mais  alors  aussi  on  peut 
demander  pourquoi  sc  et  sd  entrent  symétriquement  ainsi  dans  les  ('xpia- 
lions  primitives;  ce  qui  revient  toujours  au  môme. 

56.  On  conçoit  bien  maintenant  qu’en  agissant  comme  on 
vient  de  l’expliquer  sur  des  exemples,  on  évitera,  dajis  la  mise 
en  équation,  de  confondre  la  question  réelle  de  l'énoncé  ver- 
bal avec  d’autres  questions  plus  ou  moins  analogues,  mais 
pourtant  distinctes  de  nature  ; en  effet,  par  là  on  aura  néces- 
sairement obtenu  un  système  en  corrélation  réelle  et  directe 
avec  le  système  cherché.  Cependant  il  n’esl  pas  toujours  né- 
cessaire de  tracer  une  figuré  à part  de  celle  des  données  du 
problème,  pourvu  que  la  position  hypotbélif[uement  adoptée 
pour  les  objets  inconnus  fasse  réellement  partie  du  système 
indiqué  par  l’énoncé  verbal. 

Après  avoir  montré  d’ailleurs  comment  on  peut  renfernier  la 
mise  en  équation  de  la  question  dans  les  bornes  véritables  de 
l’énoncé  verbal,  il  paraîtrait  convenable  d’indiquer  aussi  les 
moyens  propres  à faire  découvrir  à priori  tous  les  systèmes  de 
solutions  (]ui  peuvent  appartenir  à un  énoticé  général,  lorsque, 
de  leur  nature,  ces  systèmes  sont  séparables  et  ont  quelque 
chose  de  distinct.  Il  est  difficile  de  donner  une  règle  géné- 
rale; cependant  on  peut  remarquer  que  les  é(juatious  qui  ap- 
partiennent à ces  divers  systèmes  de  nature  séparable,  doivent, 
d’après  l’hypothèse,  ne  différer  que  par  les  signes  de  position 
(lui  y entrent;  car,  autrement,  elles  ne  répondraient  pas  à uii 
même  énoncé,  mais  à des  énoncés  différents. 

D'un  antre  côté,  il  est  visible  aussi  (|ur  C(*  ne  sont  pas  les 
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données  d’un  |ind)léine  qui  doivent  porter  des  sifçnes  dillo- 
renls;  car  ces  données  sont  les  mêmes  i>our  tous  les  sys- 
tèmes corrélatifs,  à moins  (ju’elles  n’appartiennent  à des  ob- 
jets indéterminés  de  situation.  Ces  systèmes  ne  doivent  donc 
différer  que  par  les  signes  de  position  attribués  aux  inconnues; 
or,  s’il  existe  plusieurs  équations  distinctes  propres  à traduire 
les  conditions  du  problème,  il  pourra  se  faire  que  les  unes 
définissent  la  situation  des  parties  du  système,  tandis  que  les 
autres  seront  des  relations  métriques  entièrement  étrangères 
à cette  situation,  ou  au  moins  pouvant  être  regardées  comme 
telles  ; cela  arriverait,  par  exemple,  si  le  rectangle  d’une  dis- 
tance par  une  autre,  devait  être  égal  à un  rectangle  ou  à une 
aire  donnée,  etc.  Dans  ces  cas  et  tous  les  semblables,  les 
équations  (|ui  expriment  des  conditions  étrangères  à la  situa- 
tion demeurant  invariables,  quelle  que  soit  la  position  qu’on 
suppose  aux  distances  et  objets  inconnus,  on  obtiendra  évi- 
demment autant  de  systèmes  différents  d’équations  qu’il  exis- 
tera de  positions  distinctes  de  ces  inconnues,  susceptibles  de 
faire  varier  les  signes  des  termes  dans  les  relations  métriques 
tlui  définissent  la  situation. 

57.  (ju’on  demande,  par  exemple,  combien  de  systèniies  différents 
iréipialions  appartiennent  à la  question  suivante,  dont  la  corresiKjndance 
avec  celle  ci-dessiis  est  facile  i»  a|>erce\oir. 

« Trouver  sur  une  droite  indelinie  (./fg.  i /3  ) deux  jujints  .r  et  , tels 
" que  leur  distance  .n  soit  divisée  également  au  point  /,  el  (pie  le  ri'c- 

Kii;.  1/3. 

A_  ^ J J ' y ** 

» langio  des  distances  de  ces  points  à un  autre  point  .«  de  la  droite  soit 
s donné,  n 

Pour  la  situation  actuellement  attribuée  aux  points  .c  et  i , les  (‘(pia- 
tions  du  problème  sont  évidemment,  en  nommant  l’aire  du  rectangle 
donné. 

sx.sY~  ôr  = >y, 

xi  = SX  -(-  /X.  xi  .ïi"  — 


De  ces  trois  équations,  les  deux  premières  sont  étrangères  à la  situa- 
tion des  points  r et  i,  et  par  con.sêpient  iinariables dans  leur  forme  . les 
dernières  seules  peiivcnl  varier  dans  signes  |>arce  (pi'elles  expriment 
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di‘s  propi'ieli^  Sîéiu'rales  de  silualioii.  Si  donc  ou  venait  à faire  varier  la 
silimtiun  supposée  aux  peints  .r  et^»  , elles  pourraient  elian^'er  de  forme, 
el,  comme  celles-là  demeureraient  invariables,  la  quesiion  serait  autre. 
•\insi  le  point  .r,  au  lieu  d'étre  à droite,  étant  supposé  en  .v'  à gaucho 
(le  .V.  les  dernières  6juations  deviendraient 

.(/■  = — ï.r'-t-  />',  .17  = .t)  — />  , 

et  conduiraient  évidemment  à des  valeurs  distinctes  pour  s.r  et  .vi , par 
leur  combinaison  avec  les  deux  premières. 

Maintenant,  il  est  aisé  de  s’assurer  que  les  autres  liypotlièses  que 
l'on  pourrait  faire  sur  la  situation  des  points  x et  »,  ne  sauraient  fournir 
d'('■quations  distinctes  de  celles  déjà  trouvées  ci-dessus.  En  elTet,  après  les 
deux  suppositions  précédentes,  il  ne  reste  plus  que  colles  ou  .*r  passe  à 
droite  de  ic,  ce  qui  donne 

ou  ' .11  = .ï.r  -f-  ox,  .fi  = iy'  — .y', 

ou  .«»  = — .ïx'-p  fx'.  .11  =r  iy — .f)  ’; . 

équations  qui  rentrent  dans  les  premières,  parce  qu  elles  n’en  dillèreiit 
qu’en  ce  que  .v.r  y est  changé  en  ,y  et  réciproiiuement. 

■ 58.  M.  ('.lyiiol  (Géométrie  de  position,  p.  53,  it"  58)  résout 
un  problème  qui  offre  une  grande  analogie  avec  le  précéd<Mii 
sous  le  ra|>porl  des  difficultés:  l’illustre  géomètre  prtisente  à 
ce  sujet  diverses  réflexions  qui  sont  foin  de  s’accorder  avec 
les  nôtres.  Comme  ces  réflexions  tendent  à prbuvi'r  tiiie  l’.Vna- 
lyse  algébrique  ne  donne  pas  toujours  des  solutions  véritables, 
et  qu’elle  peut,  de  son  fait  propre,  en  introduire  d’absolument 
insignifiantes  ou  même  de  fausses,  je  crois  devoir  discuter  ces 
réllexions  avec  une  certaine  étendue,  afin  de  jeter  un  jilus 
grand  jour  encore  sur  ce  genre  de  questions. 

Voici  le  problème  dont  il  s’agit  : 

U Trouver  sur  la  direction  d’une  droite  at>  { yfg.  la.f),  un  [loint  x tel, 

Fij;. 

~ i V ~â — ’T r — 

I)  quo  le  rectangle  de  .ra . .tI>  soit  égal  à une  surface  donnée,  égale  à la 
» moitié  du  carré  fait  sur  ah.  n 

En  admettant,  avec  l'auleur,  qne  le  (xiint  .r  soit  (mire  a et  h,  on  a ' 
ra.  .rh  — - ah  ■.  a.r  -f-  rh  — ah  ; 
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il’iiu  l'on  lire 

xn  = - nb  ± - nb  \ = - «4  ( i ± y/  — i ) . 


<'.cs  flenx  valeurs  étant  imaginaires,  l'auteur  en  conclut  (|ue  le  problenie 
a pu  elre  mal  mis  en  èquntinn,  jxiree  ijiie  l’un  mirait  fait  tes  raisonne- 
ments sur  une  figare  ifiti  n'était  jias  relie  que  l'on  /levait  eonsi/térer.  Il 
établit  donc  ses  nouveaux  raisonnements  en  supposant  le  point  ,r  au  delà 
de  ba  en  .r';  alors  les  équations  deviennent 


d’où  l’on  lire 


xa.xb  ~ -ah  , x' b — x' a — air. 
•I 


xa  = - ah  à:  - \ 3 ah  =e  - ab  ( \ ± fz) . 
■11  -1  ' 


Ces  deux  valeurs  étant  réelles,  l’auteur  en  conclut  (p.  55)  qu  elles  ré- 
solvent la  question  proposée;  mais  ensuite  il  ajoute:  « On  voit  que  le 
B signe  imaginaire  des  racines  d'une  ç(|uation  n’annonce  pas  plus  que  le 

n signe  négatif  l’impossibilité  de  résoudre  le  problème  proposé On 

Il  ne  doit  considérer  la  question  telle  ipi’elle  a été  résolue  que  comme 
B une  question  partielle,  dont  les  racines  négatives  et  imaginaires  indi- 
B quent  d’autres  questions  plus  ou  moins  analogues  à la  première,  les- 
B quelles  pourraient  être  réunies  à celles-ci  dans  un  énoncé  général 
B auqiK'l  l’équation  qu'on  trouverait  alors  serait  toujours  applicable  immé- 
B diaiement  et  sans. aucune  modilication  dans  les  signes.  » 

M-.  Carnot  justilîo  son  opinion  sur  l’exemple  même  qu’il  vient  de  traiter 
en  prenant  pour  inconnue  non  plus  xa,  mais  la  distance  du  point  x à un 
point  A du  prolongement  de  ha.  Ayant  tiré  de  cette  nouvelle  mise  en 
équation,  deux  valeurs  réelles  et  positives  pour  l’inconnue  X.r,  il  |iensc 
avoir  obtenu  les  deux  racines  cherchées  parce  qu'il  a donné  une  extension 
sulhsanto  aux  hypothèses  ou  conditions  du  problème.  Ces  conséquences 
ne  nous  paraissent  |)as  exactes. 


59.  l’remiéremenl,  il  n’est  pas  vrai  dédire  que  dans  la  première  hypo- 
thèse, celle  qui  phi(;ail  x entre  n et  b,  le  problème  ait  été  mal  mis  en 
équation,  et  qu’on  ait  établi  le  raisonnement  sur  une  figure  étran.gère  à 
celle  (pi’il  s’agissait  de  considérer.  En  effet , rénoncé  général  de  la 
question  laisse  la  position  du  point  .r  entièrement  arbitraire,  et  il  idy  a 
aucune  incompatibilité  entre  les  hypothèses  et  l'énoncé;  l’Analyse,  en  don- 
nant deux  racines  Imaginaires,  apprend  que  les  données  de  la  question, 
incompatibles  avec  ces  hypothèses  pour  le  cas  actuel,  peuvent  ne  plus 
félre  pour  d’autres  valeurs  des  données. 

En  effet,  si  le  rectangle  de  xa..rh  devait  être  égal,  non  pas  à la  sur- 

I 1 

lace  -ab  , mais  à une  surface  quelconque  les  équations  deviendraient , 
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l't)  admiHlanl  loiijours  l liypolhèso  que  x soil  enlro  « et  h, 

xn.xb  =:  A’,  xa  xb  = ab, 

d’où  l'on  tirerait 


expressions  qui  pourront  être  tour  à tour  réelles,  toutes  deux  positives 
ou  imaginaires,  selon  que  A sera  < ou  > que  ^ nb.  Les  racines  imagi- 
naires trouvées  d’abord  indiquent  donc  que  le  problème,  non  résoluble 
pour  les  données  et  les  hy|K>tbèscs  actuelles,  pourrait  le  devenir  en  chan- 
geant simplement  les  valeurs  absolues  de  ces  données,  sans  modifier  en 
rien  les  conditions  et  les  hypothèses 

60.  Cos  idées  s’accordent,  comme  on  voit,  avec  celles  que  nous  avons  don- 
nées en  général  des  imaginaires  (38  et  suiv.),  on  disant  qu’elles  n’indi- 
quent point  des  impossibdités  absolues,  mais  bien  des  impossibilités  rela- 
tives aux  positions  et  aux  grandeurs  qu’elles  concernent.  A la  vérité,  dans 

10  cas  actuel,  on  pourrait  être  conduit  avec  M.  Carnotà  envisager  les  choses 
sous  un  tout  autre  point  de  vue,  en  regardant  les  hypothèses  ou  condi- 
tions elles-mêmes  comme  mal  établies,  puisque,  en  changeant  ces  hypo- 
thèses et  supposant  le  point  x au  delà  de  iib,  on  obtient  deux  solutions 
réelles  du  problème;  mais  il  est  facile  do  démontrer  que  cette  opinion 
sur  Jes  racines  imaginaires  en  général  est  inadmissible. 

En  effet,  si  les  hypothèses  étaient  mal  établies  pour  le  cas  actuel,  il  n’y 
aurait  aucun  motif  de  croire  qu’elles  fussent  mieux  établies  pour  toute 
autre  valeur  attribuée  au  rectangle  xa.xb.  Or  on  a vu  ci-dessus  que  ces 
hypothèses  pouvant  très-bien  convenir  à une  infinité  do  grandeurs  sup- 
posées à ce  rectangle  et  donnant  deux  valeurs  réelles  pour  l’inconnue  xa, 

11  ne  serait  pas  plus  exact  de  dire  que  les  racines  imaginaires  obtenues, 
indiquaient  d’autres  hypothèses  propres  à rendre  le  problème  possible, 
c’est-à-dire  donnant  des  solutions  géométriques  réelles;  car  on  pourrait 
tout  aussi  bien  admettre  que  les  valeurs  réelles  trouvées  pour  le  cas 
de  xfi.xb  = indi(|uent  également  d’autres  solutions  du  problème  et 
un  changement  nécessaire  dans  les  hypothèses.  En  admettant  alors 
que  X se  trouve  en  x',  au  delà  de  «à,  on  obtiendrait 


r'rt 


or  ces  valeurs  sont  toujours  réelles. 

Ce  qui  fait  ([u’en  changeant  les  hypothèses  on  a obtenu  des  solutions 
réelles,  c’est,  comme  on  vient  de  le  remarcpier,  que  le  problème  est  sus- • 
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wpliblo  en  j'énéral  de  ijualre  suliilionii  de  celle  espèce,  sc^parables  en 
deux  grou|)e8  dislincLs,  et  (pa'  l’un  de  ces  groupes  peul  être  imaginaire 
tandis  que  l'aulre  est  nécessaircmeni  réel.  Quant  aux  racines  négatives 
obtenues  dans  les  différentes  hypothèses,  elles  re<lrcssent  véritablement 
CCS  hypothèses,  mais  sous  le  seul  rapport  de  la  (wsllion,  en  apprenant 
que  la  distance  cherchée  est  inverse  do  ce  qu’on  la  supposait  d’abord:  ce 
sont  toujours  des  solutions  béelles  et  géométriques  du  problème  tel  qu’il 
a été  mis  en  équation, 

61.  Secondement,  il  n’est  pas  exact  non  plus  de  dire  que,  parce  que 
dans  la  seconde  hypothèse  on  a trouvé  deux  racines  réelles,  pn  ait,  par 
li  môme,  obtenu  toutes  les  solutions  du  problème  ; pour  l’affirmer,  il  fau- 
drait avoir  parcouru  toutes  les  hypothèses  admissibles.  Il  ne  l'est  pas 
.davantage  de  prétendre  qu’on  puisse  réunir  les  divers  cas  dans  un  seul 
énoncé  général,  auquel  les  équations  alors  obtenues  seraient  toujours 
applicables  sans  modification  dans  les  signes. 

Car,  par  exemple,  en  prenant  une  nouvelle  origine  k 124  ) en  deçà 
de  ab,  le  nombre  des  hypothèses  possibles  sur  la  position  du  point  a-, 
n’est  pas  changé,  et  chacune  do  ces  hypothèses  donne  des  équations  dif- 
férentes tout  aussi  bien  que  si  l'origine  était  prise  en  a.  Aussi  arrive-t-il 
que,  quand  le  problème  est  susceptible  de  quatre  solutions  réelles,  la 
nouvelle  mise  en  équation  ne  donne  encore  que  les  solutions  partielles  du 
problème. 

Concluons  de  là  que  les  racines  négatives  indiquent  (38  et 
«uiv.)  des  solutions  réelles,  en  même  temps  qu’un  change- 
ment dans  les  hypothèses  sur  la  situation  des  inconnues,  et 
que,  à l’inverse,  les  imaginaires  indiquent  que,  pour  les  gran- 
deurs actuelles  des  données  du  problème,  les  solutions  exa- 
minées sont  véritablement  impossibles,  quoiqu’elles  puissent 
devenir  possibles  et  constructibles  géomélri(|uement  en  chan- 
geant ces  grandeurs  sans  changer  les  hypothèses.  Dans  aucun 
cas,  on  ne  peut  affirmer  avoir  obtenu  intégralement  les  solu- 
tions du  problème  quand  ces  solutions  sont  séparables  et 
offrent  quelque  chose  de  véritablement  distinct. 

Ce  qui  fait  encore  qu’ici,  comme  dans  les  questions  exami- 
nées plus  haut,  les  changements  d’hypothèses  relatives  à la  po- 
sition de  l’inconnue  ont  pu  fournir  des  solutions  nouvelles, 
c’est  que,  parmi  les  équations  primitives,  il  en  est  qui,  étran- 
gères à la  situation  et  aux  hypothèses  qui  la  concernent, 
sont  purement  relatives  à la  grandeur  constante  ou  absolue 
•des  données,  tandis  que,  d’antre  part,  il  s’en  trouve  aussi  (jui 
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ne  roiu'eriiiiiil  que  la  sitiialinn  nuiUielle  «les  parlies,  soni 
|iai-  roiis«;iiuenl  variahles  dans  les  sifîties.  Ces  dernières  re- 
lations, sans  conditions  de  grandeurït  absolues,  expriment  v«*- 
rilablement  les  propriétés  générales  du  système  «|u'il  s’agit 
d'étudier;  les  autres  sont  des  conditions  de  mesure  (17)  étran- 
gères auxquelles  on  veut  l’assujettir.  Pour  qu’une  relation 
mélriiiue  exprime  une  propriété  géométrique  de  la  figure  ou 
du  système  considéré,  il  faut  que  les  grandeurs  y puissent 
changer  «le  signe  en  même  temps  que  de  position;  alors  le 
changement  d’hypothèse  il’innueraii  plus  sur  le  nombre  des 
solutions  effectives,  le  système  examiné  devenant  distinct  d<> 
tout  autre,  et  les  hypothèses  admises  n'e  pouvant  inlluerque 
sur  1«‘S  signes  ei  les  valeurs  relatives  des  inconnues. 

02.  M.  (’.arnot  reproche  encore  {p.58)à  la  docirine 'ordinaire 
«l’affirmer  «)ue  le  calcul  doit  redresser  de.  lui-même  l’erreui- 
qu’on  pourrait  avoir  commise  en  exprimant  algébriquement  les 
c«)n«litions  du  problème.  En  cela  je  pense  «jii'il  a parfailemeiu 
raison;  car,  s’il  airrive,  comme  dans  les  précédents  exemples, 
i|ue  le  problème  ait  plusieurs  solutions  séjiarables  et  distinctes, 
il  est  biesi  évident  que  le  calcul  ne  «hmnera  que  ce.  qui  concerne 
fun  quelconque  de  ces  systèmes  «le  solutions  sans  rien  redres- 
ser. Opendant,  comme  dans  le  même  cas  on  n’aura  réellement 
commis  d’erreur  qu’eiv  prenant  un  système  pour  un  aiitre,  on 
aura  vraiimmt  obtenu  par  le  calcul  toutes  les  racines  ou  solu- 
tions qui  lui  appartiennent,  puis«iue  ces  solutions  seront  insé- 
parables; de  plus,  ce  calcul  fera  connaître  si  la  position  suppo- 
sée à l’objet  inconnu  est  conforme  ou  non  à celle  «|ui  p«nit 
avoir  lieu,  et  en  cela  encore  il  redressera  l’erreur  commise. 
Dans  le  cas  le  plus  général  où  les  solutions  appartenant  au 
problème  seront  t«)utes  inséparables,  le  calcul  fera  connaître 
évidemment  celles  qui  «>nt  le  sens  a«lmis  par  l'hypothèse, 
ou  celles  «lui  ont  un  sens  contraire,  ou  enfin  celles  qui  sont 
susciqitibles  de  «levenir  impossibles,  imaginaires  pour  Cer- 
taines conditi«>ns  «ni  «lonnées  relatives  à la  position,  à la  gran- 
«leur  et  aux  signes.  ■ 

D'après  ces  considérations,  je  n’admettrai  pas,  avec  M.  Car- 
not, «pie  «les  ligures,  «lérivées  l’une  de  l’autre  par  voie  d«> 
«•oiuiimité,  puissent  être  géométri«(uemenl  eu  corrélati«»n  roiii- 
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plexe,  c’esl-à-dire  imap;inaire  scluii  ses  délinilions,  qui  s'ap- 
pliquent au  cas  où  certaines  données  constantes  et  fixes,  n'au- 
raient par  elles-mêmes, aucune  existence  réelle  et  géomé- 
trique, mais  purement  algébrique  et  hypothétique,  comme  il 
arrive,  par  exemple,  quand  on  vient  à changer  arbitrairement 
une  constante  telle  que  a’  en  — a',  ou  a en  a^J — i,  etc.,  et,  en 
général,  quand  on  modifie  la  nature  même  des  conditions  et 
des  équations  algébriques  fondamentales  d'un  problème  géo- 
métrique; toutes  celles  que  je  prétends  étudier  ou  examiner 
ici  se  rapportent  essentiellement  à’ce  que  M.  Carnot  nomme 
corréidtiort  (Jirficle  ou  inverse,  la  seule  que  l'on  ait  à consi- 
dérer dans  la  rechercFie  des  Propriétés  projectives  des  figures 
ei  dans  l’Analyse  des  transversales. 

G3.  Ce  qui  précède  fait  voir  clairement,  ce  me  semble,  qne. 
quand  on  a obtenu  algébriquement  deux  racines  ou  valeurs 
de  l’inconnue  d’un  problème,  on  peut,  en  toute  sûreté,  af- 
firmer que  ces  racines  sont  des  solutions  véritables  du  pro- 
ftlème  tel  qu’il  a été  mis  en  équation,  aussi  bien  que  des  so- 
lutions véritables  de  l’énoncé  verbal  de  la  (fuestion,  pourvu  que 
la  mise  en  équation  en  soit  la  traduction  fidèle,  et  cela  même 
quand  ces  racines  sont  négatives,  imaginaires,  etc.  Néanmoins 
on  ne  pourra  pas  dire  avoir  résolu  complètement  la  question 
dans  le  sens  général  de  l’énoncé,  si,  de  sa  n.^ture  et  par  de 
simples  mutations  de  signe  ou  de  position,  elle  est  séparabh» 
en  plusieurs  autres  et  susceptible  de  divers  systèmes  de  solu- 
tions entièrement  distincts. 

Ne  craignons  pas  de  le  répéter  : parce  que,  dans  certains  cas, 
l'Analyse  algébrique  ne  saurait  donner  toutes  les  solutions 
d’un  problème,  il  ne  faut  pas  croire  que  cela  tienne  à son  es- 
sence propre,  mais  bien  à la  nature  môme  des  choses;  car  on 
peut  prouver  par  une  infinité  d’exemples,  que,  dans  les  mêmes 
circonstances,  la  Géométrie  ne  saurait,  de  son  côté,  renfermer 
toutes  les  solutions  en  une  seule.  " . 

fit.  En  particulier,  reprenons  le  problème  ci-dessus  dans  lequel  il  s'agit 
de  trouver  sur  une  droite,  ub  ( /Tg.  ia4)  un  point  x tel,  que  le  rectangle 
de  xn.. ri  soit  égal  à une  surface  donnée  i’.  11  est  évident,  d’après  les 
propriéU'*s  connues  du  cercle,  qu’on  résoudra  aussi  la  question  en  décri- 
\ant  i /rg.  tvi'ii  sur  nb  comme  diamètre,  une  demi-circonférence,  puis  en 
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itionaiil  il  nh,  il  imo  ilislanco  XY  é^ale  à y'j-ti . .ri)  ~ A,  la  parall«>l(!  VH'; 
l'iir  «‘Itc  parallèle  viendra  rencontrer  le  cercle  en  un  point  _i  , par 
exemple,  tel  ipi’en  abaissanl  de  ce  point  l’ordonnée  v.r,  son  pied  .r  sera 
l'one  des  solutions^  demandées,  pui.sqne  l’on  aura 

.rti.  rh  .ry 

Ün  obtient  ainsi  deux  solutions  .r  et  x'  du  problème;  mais  celte  consI rue- 
lion  ne  saurait  en  donner  plus  de  deux  remplis.sant  les  conditions  projio- 

ri|T.  ia5. 


-V— "■ 

■'  l ‘ 'i 

' \ / I ■ ' I 

_ i__* i I i. 

I X a x O r fi  r B 

sces  ; ce  sont  les  mêmes  d'ailleurs  que  l'on  obtiendrait  en  traçant  au  lieu 
de  la  sécante  A’ B'  sa  parallèle  symétrique  par  rapport  àr/é,  et  qui  ré(iotid 
à la  valeur  nésalive  du  radical  ci-dessus  ijxu.xb . 

Pour  en  obtenir  (00)  deux  autres  X et  X',  il  faut  substituer  au  cercle  une 
hyperbole  équilatère  décrite  sur  le  même  diamètre  principal  nh  \ c'est-à- 
dire  qu'il  faut  avoir  recours  à un  expédient  tout  à fait  distinct  du  pre- 
mier; cet  expédient  manquerait  évidemment  si  l’on  ignorait  que  l'hyiH’r- 
bole  équilatère,  en  corrélation  complexe  avec,  le  cercle  selon  la  délinition 
de  M.  Carnot,  jouit  d’une  propriété  qui  lui  est  commune  avec  colle  courbe  : 
ainsi  on  .serait  porté  à croire,  d’après  un  premier  aperçu,  que  le  problème 
n'a  d’autres  solutions  elfectives  que  les  deux  qui  ont  d’abord  été  trouvées. 
Dans  le  cas  actuel  ce  serait  certainement  une  erreur,  puisque  l’énoncé  du 
problème  laisse  la  position  du  point  x entièrement  indéterminée  ou  arbi- 
traire par  rapport  à « et  b. 

thi  voit  aussi  par  là,  ce  que  nous  avons  avancé  d'une  manière  générale, 
que  les  solutions  imaginaires  n’indiquent  pas  plus  que  les  solutions  réelles 
s'il  existe  d'autres  solutions  du  problème.  C.ar,  rie  ce  que  la  parallèle  A' H' 
ne  rencontrerait  pas  le  cercle,  on  pourrait  être  tenté  de  conclure  qu'il 
n’existe  eU’ectivemenl  aucune  solution  du  problème;  tout  comme  on  pour 
rail  croire  qu’il  n’en  existe  que  deux  seulement,  quand  cette  même  droite 
le  rencontre  en  deux  points  réels. 

(sN.  Au  surplus,  on  pourrait  multiplier  beaucoup  les  exemples  par  les- 
quels on  sr-rail  conduit  aux  mêmes  diflicultés  d'interprétation;  dans  tous 
elles  tiennent  à la  séparabililé  des  .solutions  algébriques  ou  géométriques, 
provenant  de  ce  qu’il  existe  (17)  datis  l'énoncé  du  problème  des  coudi- 
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lions  iiuU'pemliiiiles  de  la  position  des  (winls  on  des  lignes.  Nous  n'en 
ollrirons  pins  qu'un  seul,  remarquable  parce  qu'il  a été  apprurundi  |>ai 
un  savant  qui  s'est  occupé,  après  AI.  Carnot,  de  la  règle  des  signes  en 
Gèoraétrie  (Gaudin,  a'  |)ai  tie,  p.  a8). 

Il  D'un  point  M a.G),  dont  la  position  est 'donnée  par  rapport  au\ 
■'  droites  lixes  AC  et  AS  formant  un  atigle  connu  CAS  on  «,  mener,  dans 

f ie  i?r>, 

.v  ' 

...M 

S' 

✓ 

n . * 

r*  ' ~'y.\  U c 


/ 

0 cet  angle,  une  droite  CMS,  de  manière  que  le  triangle  intercepté  ÀC.s 
" soit  égal  à une  surface  donnée  /’.  « 

Soit  abaissée  du  point  M l'ordonnée  MR  = m parallèle  à AS.  sur  ,\C. 
dont  elle  retranche  l’abscis-se  ,\R  = //,  on  aura,  par  la  similitude  de.s 
triangles  ACS,  RCM, 

.\S  : MR  = : AC  : RC  = VC  — AR  AC  - //  ; 

ce  qui  donne  l’équation  de  situation 

,VS(AC. -«)  = «/.. VC. 

Or,  d'après  l'énoncé, 

.VS.  AC.  si  n«  = a/'; 

donc  on  a,  dans  l'iiv  |K)llièse  actuelle  de  la  ligure. 


VC  .msiiirt  _ 
AC  — « 


2 2 / ^ '>  ///  ■ 

AC i'_AC,+  -Î4— 

/«sin«  msinn 


ce  (pii  donne  pour  première  solution  les  valeurs 

_ /'±  — a/0«/(  sin/i  _ /’  ± / — a 

«isino  n/sinn  ’ 

en  [sisant  l'aire  constante  et  donnée  a«/Hsino  =:  ,v’. 

.Mais  si,  au  lieu  de  Supposer  le  triangle  inconnu  dans  l’angle  S.VC., 
on  l’eùl  imaginé  en  S'AC  dans  le  supplément  fi' aoo"~«  de  cet  angle, 
on  eut  obtenu,  en  raisonnant  d’une  manière  analogue, 

P±  a/0««sinrt  _ /“±  /p'/’+.c’ 
wsin«  ;//sinn  ’ 

valeurs  toujours  réelles  et  Ires-distinrtes  des  prt'Téfienles;  l’une  positi\(< 
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io|>omliiiil  U l'aii;;li!  niAmeSAC,  l'autre  néfî.'ilive  !i|i|)iirlciiaiU  a son  o|i(»osi' 
an  sommet  en  A,  e’ost-à-dire  située  du  rété  de  AC,,  contraire  à AC'. 

I,e  problème  est  doue  susceptible  de  quatre  solutions  dilférentes  et 
distinctes,  toutes  réelles  quand  on  a /’ > ■ini/ia\nti  ou  .v%  mais  dont  les 
unes  sont  positives  et  les  autres  néfratives;  cirron.stanre  d'autant  plus 
digne  de  remarque  que  les  auteurs  qui  se  sont  occupés  de  la  question,  tels 
que  Bezout  (Cours  {ir  A/tit/irmfitùjiirs,  t.  II,  p.  ii~),  Biot  [Cèoiiirtrir  ariii- 
lylic/iie,  fi'  édit.,  p.  66),  n'ont  pas  soupçonné  qu'elle  ju'il  avoir  plus  île  deux 
solutions  effectives.  M.  Gaudin  (p.  1o  du  .Mémoire  précédemment  cité) 
affirme  même  avoir  obtenu  les  deux  uniques  solutions  de  ce  problème; 
et,  comme  ses  raisonnements  pour  découvrir  la  signification  de  la  racine 
négative  que  lui  donne  l'analyse  dans  le  premier  cas,  semblent  justifier 
une  telle  assertion,  on  pourrait  reprocher  à ces  raisonnements  de  n'ètre 
pas.  au  fond,  parfaitement  rigoureux,  ni  |)arfaitemcnt  clairs.  Nous  croyons, 
on  conséquence,  devoir  faire  ici  l'application  de  la  règle  des  signi»s  de 
position  d'après  nos  principes.  . 

t)6.  Nous  ferons  d'abord  observer  que  les  solutions  du  problème  se 
partageant  en  deux  systèmes  bien  distincts,  il  devient  nécessaire  de  s'oc- 
cuper de  chacun  d'eux  séparément.  Mais,  comme  le  premier  système  nous 
a fourni  deux  racines  essentiellement  positives  pour  il  parait  inu- 

tile de  .s'eu  préoccuper;  il  est  visible,  en  effet,  que  ces  deux  racines  ap- 
partiennent à l'angle  même  CAS  donné'.  Considérons  donc  .séparément 
l'iiutre  système,  celui  qui  a pour  point  de  départ  les  équations 

.AS' (,AC' -(-h)  ==///.  AC', 

AS'.  AC',  .sine/ = aé'; 

la  première  d'entre  elles  exprime  seule  une  propriété  de  sitiiatioti  de  ce 
système,  car  elle  a été  déiluite  géométriquement  dos  hypothèses  faites  sur 
la  figure.  Cette  équation  peut  donc  exprimer,  par  la  variation  des  signes 
des  distances  qui  y entrent,  toutes  les  positions  imaginables  do  la  droite 
MS'C'  autour  du  point  M, 

.Ainsi,  par  exemple,  quand  AS'  et  ,\C'  (./%.  iï6)  y changeront  à la  fois 
de  signes  en  devenant  inverses,  les  points  (','  et  S'  passeront  évidemment 
dans  l'angle  opposé  au  sommet  à celui  C'AS'  qin>  l'on  considère  par  hyiH)- 
thèse,  mais  si  AC'  change  seul  de  signe  dans  les  deux  membres,  on  rc- 
lombo  algébriquement  sur  l'équation  AS{ AC  — «)  = "'•  AC.  aux  accents 
près.  D'autre  part,  A cause  de  l'étpiation  de  condition  .AS.AC.sina— a/’, 
qui  doit  coexister  avec  la  précédente,  il  n'y  aura  d'admissible,  parmi  tout<>s 
les  situations  de  la  droite  Alt'.',  que  celles  t]ui  s'accordent  pour  les  signes 
(■t  |«iiir  la  grandeur  avec  cette  mémo  éipiation  ; mais  on  voit  (pie  l'accord 
U aura  lieu  ipu»  (loiir  les  valeurs  à la  fois  |K)sitives  ou  à la  fois  négatives 
des  distances  AS',  AC.';  car  autrement  on  tomberait  dans  une  coutnidic- 
tion  manifeste  résidtant  de  ce  qu'on  siqipose  ici  l'aire  /•  essentiellement 
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iiivanablf  do  granilour  et  de  sij.’ne.  Donc  les  valeurs  qu’on  trouvera  alge- 
bri(iueuient  [xnir  ces  dislaiict's , no  pourront  également  iju’étro  toutes  les 
deux  positives  ou  toutes  les  deux  négatives.  Or,  quand  elles  sont  à la  fois 
|K)sitivt^s,  l'équation  de  situation  fait  connaître  que  la  droite  S'C'est  réel- 
lenuuit  dans  l’angle  «'  examiné,  et,  (juand  elles  sont  toutes  deux  négatives, 
elle  apprend  (jue  cette  droite  est  alors  dans  l’angle  opiwsé  au  sommet  par 
rapport  à puisque  AC'  et  AS'  y deviennent  à la  fois  inverses  et  chan- 
gent do  sens  à l’égard  de  l’origine  commune  A.  Donc  aussi  la  racine  néga- 
tive trouvée  pour  AC'  doit  être  portée  du  coté  de  AC.  c’est-à-dire  en  sens 
contraire  de  ce  qu'on  le  supposait  dans  la  seconde  mise  (ui  équation. 

07.  Il  est  donc  vrai  de  dire  que,  quand  lu  solution  algé- 
brique d’un  problème  géométrique  convenablement  circon- 
scrit et  énoncé,  donne  à la  fois  plusieurs  racines,  les  unes 
positives,  les  autres  négatives,  celles  qui  sont  positives  résol- 
vent la  question  dans  l’iiypotbèse  même  faite  sur  la  position 
de  l’inconnue,  puisqu’elles  indiquent  que  celte  racine  doit 
être  portée  dans  le  sens  arbitrairement  choisi  pour  la  repré- 
senter.. Les  racines  négatives,  par  là  même,  indiquent  que  la 
grandeur  à laquelle  elles  correspondent  doit  avoir  une  situa- 
tion opposée  à celle  de  l’hypothèse. 

Le  genre  de  raisonnement  établi  sur  les  exemples  qui  pré- 
cèdent peut  évidemment  s’appliquer  à tous  les  cas  d’une  nature 
analogue;  car  alors  il  y aura  des  équations  qui  exprimeroiu 
les  propriétés  géométriques  du  système  auxquelles  la  règle 
des  signes  de  position  demeure  applicable,  et  d’autres  rela- 
tions qui,  étrangères  à la  situation  à cause  des  constantes  ab- 
solues qu’elles  renferment,  restreindront  le  nombre  des  va- 
riations de  signes  possibles,  et  excluront  ainsi  des  solutions 
algébriiiues  et  géométriques,  toutes  celles  qui  n’apparlienneni 
pas  à la  ligure,  au  système  examiné  en  particulier.  Or,  je  le 
répète,  quelles  que  soient  les  racines  ainsi  obtenues,  s’il  y en 
a une  de  négative,  elle  satisfera,  conjointement  avec  ses  con- 
juguées réelles  ou  intaginaires,  aux  équations  de  situation  de 
c<î  même  système,  et  appartiendra  en  conséciuence  à une  po- 
sition de  la  ligure  pour  laquelle  la  distance  correspondante 
sera  devenue  inverse  par  rapport  à celle  qu’on  lui  supposait 
en  premier  lieu. 

(>8.  On  voit  avec  quelle  facilité  les  principes  établis  au  coin- 
mencemeut  de  ces  rei'bercbes  conduisent  au  dénouement  de 
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loules  les  iliflicullés  de  signes  dans  l'appUeation  de  l'Algéhre 
a lu  Géoinélrie,  et  combien  sont  peu  exactes  ei  rigoureuses 
les  démonslralions  qu’on  a voulu  donnera  priori  de  la  n'*gle 
ordinairemenl  admise.  Si,  en  effet, ‘nous  n’avions  pas  juslilié 
à l’avance  que  eelie  règle  existe  pour  les  positions  corrélatives 
d'un  système  soumis  à la  continuité,  sur  quelle  base  aurions- 
nous  pu  appuyer  nos  raisonnements’?  Il  aurait  toujours  fallu 
admettre,  tacitement  ou  non,  le  principe  général  qui  s’y  rap- 
porte; autrement  on  eût  été  réduit  à démontrer  la  concor- 
dance des  résultats  pour  cbacun  des  exemples  considérés  en 
particulier,  en  reprenant  la  série  entière  des  raisonnements 
déjii  établis,, et  en  chercbant  à obtenir  des  racines  positives 
à la  place  des  racines  négatives,  par  une  extension  ou  par  un 
changement  convenable  dans  les  hypotbèses  de  l’énoncé  du 
problème  ; par  exemple,  en  prenant  pour  nouvelle  inconnue, 
non  plus  la  distance  trouvée  négative,  mais  une  autre  distance 
liée  d’une  certaine  façon  à la  première,  ou  encore  en  chan- 
geant l’origine  même  des  distances,  etc. 

On  admet  alors,  il  est  vrai,  que  la  racine  positive  résout 
immédiatement  le  problème  dans  l’hypotbèse  d’abord  établie 
sur  la  position  des  distances  inconnues;  or,  c’est  encore  là 
une  hypothèse  qui  ne  pouvait  se  justifier  que  par  le  fait  même, 
de  la  Géométrie,  c’est-à-dire  en  prouvant  que  les  propriétés 
métriques  d’une  ligure  sont  immédiatement  applicables,  sans 
changement  de  signe,  à toutes  ses  dérivées  qui  n’en  diffèrent 
par  aucun  renversement  de  position  des  parties. 

(■)!(.  Pour  montrer  qu'en  eiïel  ce  principe  d’apparence  si  évidente,  ne 
I eut  résulter  de  connaissances  étrangères  à la  Géométrie,  il  suflil  d’offrir 
un  seul  exemple. 

•Soit  ASB  ( Jiff.  117')  un  angle  inscrit  a la  circoidérence  (('.),  d s'agit 


Pic  '27- 


O 

de  demonirer  que  imis  les  angles  inscrits  qui,  s appuyant  sur  la  eonli-  AU, 


Digitized  by  Google 


11]'  OAllIKU.  - SL’U  LA  l.Of  DKS  SIGNES 
sniil  sitiiiw  d'mi  même  coté  de  celle  corde,  ont  pour  mesure  l;i  moitié 
de  l'arc  AU. 

Voici  la  dcmoii.slratiim  ordinaire  : 

Supposons,  comme  dans  la  lij^ure  ci-dessus,  cpio  le  centri'  C du  cercle 
soit  compris  entre  les  côtés  de  l'angle  S,  menons  le  diamètre  OCS  et  k*s 
rayons  ('.A,  CB,  on  aura 

.ACO  -ji.ASC.,  BCO  2ll.S('.. 

et  par  conséquent 

ACO -e  HCU-  /(ASt:-t-US(',}  ou  ACU-^'iASU; 
mais,  on  a éijalenient 

ACU  = arc.\OÜ,  donc  z.ASB  = arc  .AOB 

\ oila  la  déinon.stralion  élahlie  pour  la  situation  actuelle  de  l'anele  ASIt . 
ruais  si  l'on  vient  à déplacer  cet  angle  par  un  mouvement  graduel  jusvpi'à 
ce  ipie,  //g',  r/8,  il  ne  renrenne  plus  le  centre  C,  la  proposition  n'est  plus 
une  cousinpience  immédiate  des  premiers  raisonnements,  quoique  lc*s  deux 

l'ig.  nS. 

/ .s 

/ 


ov 

A 

systèmes  soient  en  corrélation  directe;  ces  raisonnements  eii  ellet  ces- 
.seront  d'élre  immédiatement  applicables,  piiisipie  les  lignes  auxiliaires  t;S. 
SA,  SB  ayant  changé  de  position  entre  elles  et  à l égird  de  celles  que 
I on  considère,  l'angle  ASU  est  devenu  inverse  de  ce  cpi'il  était;  ce  ne 
sora  donc  plus  alors  la  somme,  mais  la  dilTérence  des  angles  BSO  et  ASO 
cpi'il  s’agira  de  considérer,  et  il  en  sera  de  même  à l’égard  des  arcs  éor- 
lespondanls. 

70.  Si,  pour  un  exeniple.'aussi  simple  que  celui  (|ui  pré- 
cédé, vui  ne  peut  pas  aniriiier,  sans  recourir  de  nouveau  à la 
ligure  cl  au  raisumicmeiit  géoiiietriquc,  ipie  la  propriéu’-  de- 
meure applicable  à toutes  les  situations  du  système  cpiaiid  les 
liarties  de  ce  système  (.(mservent  la  même  situation  relalixe 
les  unes  à I égard  des  autres,  comment  pourrait-on  l'adineiire 
eu  giMiéral  et  pour  une  ligure  quelconque'.’  I,e  seul  moyen  d'y 
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jiarveilir  esl  évidemnieiit  relui  dont  nous  avons  l'ail  usage  en 
étalflissani  d’abord  la  règle  des  signes  pour  les  ligures  élémen- 
taires de  la  (iéonVétrie,  ])uis  rélendani  à toutes  les  ligures 
possibles. 

Ainsi,  fjuaiid  M.  iiarnot  admet  (|u'uik“  ((Uantilé  géomélri(iue 
<|ui,  dans  un  premier  système,  était  la  différence  de  deu\ 
(|uanlil«^  dont  la  plus  petite  a été  relraticliée  de  la  plus  grande, 
devient,  dans  le  système  corrélatif,  la  différence  de  deux  au- 
tri'sdoni  la  plusgramic  a été,  au  contraire,  reiranrbée  delà  plus 
petite,  quand  il  admet  ainsi  ,(|ue  celle  (|uanlil('  change  de  signe 
•lans  toutes  b*s  éi|uations  (|ui'e\priiuent  des  propriétés  du  sys- 
tème, il  avance  précisément  ce  (|u’il  fallait  prouver,  savoir  : 
(|ue  les  quantités  cpii  cbangenl  de  sens,  cbangcuit  simultané- 
ment de  signe  dans  les  relations  mélrii|ues  oii  elles  entrent. 

En  l'ffet,  admettre  (|ue  celle  même  quantité,  après  avoir  été 
la  différence  directe  de  certaines  distances,  en  devient  la  diffé.- 
rencc  inverse,  c'est  supposer,  en  réalité,  (|U(‘  la  distance  dont 
il  s’agit  a changé  tie  sens  à l’égard  de  l'origine  d’oii  elle  se 
mesure,  et  rien  de  plus.  Adimutre  ensuite  que  celle  mènu! 
longueur  change  de  signe  dans  les  relations  examinées, 
c’est  supposer,  à priori  ou  tacitement,  que  ces  relations 
dt'meureraient  immédialemeni  applicables  au  système  cor- 
r<'•lalif,  sans  changement  de  signe,  si  l’on  venait  à rempla- 
cer, dans  le  système  [irimitif,  cha(|ue  (juantité  variable  par  la 
différence  algébrique  des  lignes  dont  elle  est  la  différence 
géométrique.  Or  cela  irnpliipie  évidemment  {]ue  les  nouve!li*s 
formules  demeurent  invariables  de  signes  pour  tous  les  cas  oii 
les  lignes  qui  composent  la  différence  demeurent  directes.-" 
proposition  (]ui  n’esi,  comme  nous  l’avons  vu  ci-dessus,  pas 
plus  admissible  en  toute  rigueur,  <pie  la  proposition  mènu! 
i|u  il  s’agit  de  di’unonlrer. 

Mais  je  reprends  l’objet  |vrincipal  des  [irécédenles. discus- 
sions, dont  je  me  suis  un  instant  écarté  et  qu’il  s’agit  d’appro- 
fondir et  de  géméraliser  davantage. 

71.  Ouand  une  fois  on  a trouvé  toutes  les  solutions  alge- 
bri(|u(-s  d’un  |)r(d)lème  de  (iéoinélric  pour  la  jiosilion  aciuelb* 
des  donmu's,  on  (‘leml  sans  peine  ces  solutions  à toutes  les 
situations  |iossibb‘s  des  mèm<“S  donnéi's,  en  avant  égard  a la 
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cuiitinuilc  el  à la  règle  des  signes;  car  les  nouveaux  syslèiiies 
de  solutions  peuvent  être  censés  provenir  de  ceux  de  la  ligure 
type  ou  primitive,  par  le  déplacement  graduel’ des  données, 
et  les  équations  de  conditions  étrangères  à la  situation,  demeu- 
rent par  hypothèse  d’une  forme  explicite  invariable,  tandis 
que  les  relations  métriques  qui  expriment  les  propriétés  géo- 
métriques de  la  ligure  varient  seules  dans  les  signes  des  don- 
nées qu’on  supposait  d’abord  lixes  et  qui  ont  ensuite  changé 
de  situation  entre  elles  dans  le  système  dérivé,  ce  qui  doit 
entraîner  des  changements  analogues  dans  les  équations  fina- 
les du  problème. 

Ainsi,  ayant  posé,  dans  lo  cas  où  M el  SC  r/ü,  n"  65)  sont  situes 
dans  l'angle  CVS,  les  équations 

AS(AC  — ")=  «/.AC,  AS. ACsin// =.  i/’, 

ce  qui  donne 
AC  = 

|Mjui'  irouviT  celles  qui  correspondent  au  cas  [Jig.  129)  où  M (wssc  en 
M'  par  exemple,  dans  l'angle  supplémentaire  SAC',  on  imaginera  tpie  ce 


Fie  iju. 


/ 

|ioiut  M s'y  Iraiisporle  il  un  mouvement  continu  quelconque;  le  point  R 
passant  en  IC,  .VRou  « dc\iendra  inverse,  mais  tout  le  ivsté  demeurera  le 
même,  puisipie,  par  liyimtliése,  on  conserve  à SC.  devenu  sr,  une  (tositiuii 
analogue  dans  l'angle  SAC,  alin  de  ne  pas  modi lier  les  conditions  primi- 
tives du  sysléino.  Cliangcant  donc  le  signe  de  n = AU  dans  les  formules 
ci-dessus,  il  viendra 

AS(AC -!-«)  = /«.AC,  ,\S.ACsii\«  = a/’. 

nts\nti 

f.e»  (icrmcreis  lacint’é  conoernenl  omoro  l unglr  SAi.;  or,  on  cltut  ro- 
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marquer  qu’elles  seul  aEsolumenl  de  la  mùme  forme  que  relies  qui  ont 
été  trouvées  (05  et  Gt!)  pour  le  second  système  de  solution,  celui  qui 
upparLicnl  au  point  M,  mais  à une  droite  MS'C'  (Jïg-  ■ J'G)  tracee  dans  le 
supplément  «'  de  l'angle  donnée/;  ce  qui  doit  être,  puisque  tout  est  sem- 
blalde  de  part  et  d'autre,  et  que  d'ailleurs  le  signe  dp  sinus  de  l'angle  // 
est  égal  à celui  de  son  supplément 

Si  l’on  plaçait  .M'  dans  l’angle  op|X)so  au  sommet  à l’angle  donné  CAS, 

///  et  « changeraient  à la  fois  de  signe  dans  les  formules,  et  l’on  aurait 
alors  pour  la  solution  du  problème  : 

— insitui  ///si  11//'  * 

les  deux  racines  seraient  ainsi  toutes  les  deux  négatives,  ce  qui  apprend  , 
que  la  droite  CS  ou  sc,  au  lieu  d’ètro  dans  l’angle  même  CAS,  selon  l'hy- 
potliése,  serait  dans  son  opposé  au  sommet,  etc. 

72.  On  voit,  par  les  precedentes  discussions,  que  les  angles 
de  deux  droites,  opposés  au  sonnnel,  se  comportent  absolu- 
ment comme  s'ils  formaient  un  seul  et  même  système,  une 
seule  et  mente  ligne  courbe,  tandis  tpie  leurs  suppléments  se 
comportent  comme  s’ils  constituaient  un  autre  système  es- 
sentiellement distinct  du  premier.  Cette  distjnction  est  en 
effet  conforme  à la  nature  des  choses  ; car,  dans  le  cas  des 
angles  opposés,  une  droite  peut,  en  se  .mouvant  parallè- 
lement à elle-même,  engendrer  d’une  manière  continue  les 
côtés  et  les  autres  parties  de  ces  angles,  par  exemple  leurs 
aires  triartgulaires,  etc.,  ce  (|ui  ne  saurait  avoir  lieu  à l’égard 
de  deux  angles  adjacents  ou  supplémentaires,  qui  constituent 
ainsi  véritablement  (28)  des  systèmes  en  corrélation  indirecle 
sinon  complexe. 

Si,  au  lieu  de  procéder  à la  solution  directement,  comme 
niHis  venons  de  le  faire,  on  employait  l’Analyse  des  coordon- 
nées de  Descartes,  on  arriverait  absolument  aux  mêmes  con- 
séquences; on  n’en  obtiendrait  pas  plus,  à la  fois,  les  quatre 
solutions  du  problème,  et  l’on  ne  trouverait,  pour  cbaqiic  by- 
potbèse  établie  sur  la  position  de  la  droite  cherchée,  (pie  deux 
solutions  seulement  qui  seraient  inséparables  entre  elles.  Les 
mêmes  choses  arriveraient  à plus  forte  raistm,  en  procédani 
d’une  manièr<‘  purement  géoniétri(iue. 

"II.  lùi  cHel,  mi  sait  que,  dans  l’Iiv  prrbolc  ia|>|ioi  Ire  a ses  a>vm|)l(iles 
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(//),'.  lAoj,  If  lriani;lf  ACS,  formé  entre  res  nsymplotes  et  tme  lan- 
geiile  CS,  est  toujours  égal  en  surface  au  parallélogramme  eonsiruit  sur 
les  demi-axes  on  à la  //iiitsa/iiT  de  l'hyperbole.  De  là  II  résulte  qu’un 
point  M éUint  donné  (|uelque  part  sur  le  plan  de  l’angle  formé  par  ces 

Kip.  lüo. 


asymptotes,  pour  résoudre  j)ar  la  (iéoinétrie  la  t|uestion  traitée  ci-de.ssii> 
algolirifpjement,  il  faudrait,  du  point  donné  M,  mener  des  langent«>s  à la 
eonrije;  car  cliaeim  des  triangles  interceptés  ASC,  équivalant  à la  puis- 
sance de  l'iivperbole , serait  égal  à l’aire  donnée.  On  trouverait  donc 
ainsi  deux  solnlidns  seulement  du  problème*,  comme -cela  a été  avancé. 
Pour  obtonir  les  deux  autres,  il  faudrait  considérer  à la  place  de  l'hyper- 
bole eonsiruile  dans  les  angles  oppo.sés  aux  sommets  CAS,  CAS',  celle  qui 
appartient  a leurs  suppléments  SAC'.  S'.AC.  11  est  xisible,  en  effet,  qu'on 
(ilitiendrait  deux  nouvelli*s  solutions  très-différentes  des  premiér(*s,  quoi- 
que répondant  au  même  point  .M.  ' ‘ 

Si  l’on  mlierchait  jiar  1 Analyse  des  coordonnées  la  courbe  enveloppée 
par  les  droites  SC  qui  intorcojitent  des  triangles  équivalents,  on  ne  trou- 
v<*rait  non  plus  cpi’une  seule  hyperbole,  et  jiour  trouver  l’antre,  il  fau- 
drait changer  rhypothèse  mémo  faite  sur  la  tMisition  de  SC  par  rapptirt  à 
l’angle  ou  aux  droites  indéfinies  qui  en  limitent  les  exlrémiltis.  D'ailleurs 
ces  circonstanees  se  présenteraient  également  si  la  droite  SC  devait  inter- 
cepter des  segments  AS,  AC,  dont  le  rectangle  fût  constant  et  ilonné  a 
priori  .sans  égard  au  signe  de  position  (p.  ->.6  et  sniv.). 

7'r.  Plus  géiiéralemetU,  lorsque,  parmi  les  eonditioits  d’iiii 
problênit*  géoinélri(|iie,  il  entre  des  relations  indé|)ettdantes 
de  la  sitiiatioti  ou  de  la  loi  îles  signes,  on  peut,  ooinnie  nous 
l’avotis  avancé  (tiS),  être  sur  ipte  la  question  est  susceptible  ilc 
plusieurs  systèmes  de  sidutions  si’parables  et  distiticts,  et  qin* 
r\nal\*ie.  pa's  mieux  que  la  (iéoinétrie,  ne  les  donnera  d’um* 
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ntaniùrc  simulianéc;  île  même  aussi  la  (îéomélrio,  pas  plus 
i|iie  l'Analyse  alf’éliriiiuc,  ne  parviemlrail  à les  séparer  si  ri'el- 
lemeni  ils  étalenl  soumis  b une  même  loi  runlinue,  romnie 
ecla  aurait  lieu,  par  exemple,  dans  cliai|iie  système  distinei  de 
solutions. 

(Jnand  donc  il  arrivi'  ()iie  l’énonci’  veihal  d'une  (|ueslion 
spéeilic  un  système  en  particulier  et  le  sépare  par  qiielqiie 
caractère  tranché  de  ses  analogues,  une  traduction  algéliriipie 
rigoureuse  et  (|ui  ne  jiourra  appartenir  qu’a  ce  système  seul, 
fera  connaître,  tout  comme  la  (iéométrie  pure,  les  solutions" 
(|iii  lui  sont  propres,  et  rien  (|ue  ces  solutions;  car  les  racines 
obtenues  conviendront,  par  hypolhèse,  aux  éi|uations  de  dé- 
linition  et  les  rendront  identiques,  si  elles  appartienneni 
exclusivement  au  système  examiné.  Donc  aussi  il  est  inexact 
de  dire,  avec  M.  Carnot,  que  l’Analyse  algéhri(|ue  amalgame 
des  solutions  fausses  ou  étrangères  b celles  des  questions 
proposées.  Et,  quand  bien  même  on  arriverait  b des  résultats 
imaginaires,  ce  ne  saurait  être  non  plus  (58  et  (IV)  un  signe 
«lu’elics  appartiennent  b un  système  différent. 

73.  Ainsi,  que,  d'un  puiiil  ,v  (yTg.  lîi),  il  s’agisse  do  mener  deux  tan- 
gentes au  cercle  (C)  : dans  le  cas  eu  ce  (xiint  sera  intérieur  au  cercle, 
un  trouvera  pour  déterminer  algébriquement  les  (loints  de  contact  t et 
l deux  racines  imaginaires;  cela  signiliera  tout  simplement  que  les  deux 

• ■ Fig . 1 1 1 . 
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tangentes  sont  impossibles  dans  l'iiypolbése  actuelle.  A la  vérité,  si,  sur 
16  diamètre  AB  passant  par  ,v,  on  décrit  une  hyperbole  équilalère,  an 
|K)int  s correspondront  deux  tangentes  réelles  et  des  racines  en  apparence 
analogues  aux  premières;  mais  celle  hyperbole  formant  une  courbe  entiè- 
rement distincte  du  cercle,  et  ne  pouvant  être  censée  provenir  d'une  trans- 
formation réelle  et  continue  de  ce  cercle,  il  n'est  ni  naturel,  ni  géomé- 
triqiieuxuvl  permis  de  considérer  le  svstèmech's  ilernières  tangentes  comnn' 
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le  (wrélalif  du  i>remier  nu  oonHlIliiaiit  un  nu'mc  sysiéntc  dansd(>s  poîsi- 
lions  différenles.  En  etïet,  :»i  le  |>oinl  v,  au  lieu  d’ùlre  (uist^ur  la  direclion 
du  diamèire  ( ümniun  AB,  était  pris  quelque  autre  part,  en  .t’ par  exemple, 
on  obtiendrait  à la  fois  doux  langenti's  pour  le  cercle  et  doux  pour  l'hyper- 
bole; ce  qui  annonce  bien  que  les  racines  trouvées  sont  (|uadruples  cl  sci- 
parables  par  couples,  ainsi  que  les  courbes  elles-mêmes.  Quant  aux  racines 
négatives,  elles  n'indiquent  pas  des  solutions  d'un  système  autre  que  celui  des 
donnivs  elles-mêmes,  pourvu  qu'on  regarde  les  lignes  comme  prolongcVs 
indéfiniment,  ce  qui  est  bien  naturel  et  bien  conforme  à l’idée  qu'il  con- 
vient d’en  ]>rendre  d’après  la  notion  de  continuité  ; lorsque  la  Géométrie 
ordinaire  n'envisage  qu’une  portion  plus  ou  moins  étendue  de  ces  lignes, 
c’est  pour  faciliter  le  raisonnement  et  réduire  a priori  le  nombre  des  cas 
possibles,  et  non  (var  une  nécessité  absolue 

En  un  mol,  si,  avec  M.  Carnot,  on  regarde  les  racines  imaginaires  comme 
indiquant  des  solutions  réelles  d'un  système  analogue  mais  pourtant  distinct 
du  proposé,  il  faut  nécessairement  aussi  admettre  que  les  solutions  réelles, 
quand  elles  renferment  des  radicaux,  indiquent  d’autres  solutions  encore 
que  celles  qu’elles  donnent  etfeclivement;  notion  ipii  contrarie  évidem- 
ment toutes  les  idées  reçues. 

Nous  nous  sommes  beaucoup  étendus  sur  les  exemples  qui 
précèdent,  parce  que  les  difficultés  qu’ils  offrent  se  reprodui- 
sent presque  à chaque  pas  et  souvent  avec  des  caractères  tout 
opposés.  Nous  allons,  ci-après,  passer  à d’autres  considérations 
en  continuant  de  raisonner  dans  le  même  esprit  d’examen  cri- 
tique, sans  trop  oublier  d’ailleurs  qu'il  s’agit  de  la  théorie  des 
signes  de  position  appliquée  au  principe  de  continuité. 

Problèmes  dans  lesquels  les  inconnues  appartiennent 
essentiellement  t't  des  droites  mobiles. 

76.  Jusqu’ici  nous  avons,  à proprement  parler,  envisagé  les 
questions  géométriques  sous  le  point  de  vue  particulier  où 
les  données  d'un  problème,  aux  constantes  près,  étant  fixes, 
les  inconnues  elles-mêmes  se  mesurent  sur  des  droites  don- 
nées. Nous  allons  maintenant  nous  occuper  des  questions  dans 
lesquelles  les  données  étant  toujours  fixes,  les  distances  in- 
connues se  mesurent  sur  des  droites  el.les-mèmes  indeiernni- 
ni'ies  de  situation. 

Dans  ce  cas  jilus  général,  le  problème  est  doublmnent  in- 
déiermini',  et  chaque  solution  ou  racine  obtenue  ]»our  uui' 


Digitized  by  Google 


DE  KlSmoN  EN  (;fi(>MÉTRIE. 

position  arltilntire  <loniiée  du  sjslènn*  niobilo,  peut  s«*  r(‘- 
produire  sur  une  inlinilé  d'autres  d’après  les  rondiiions  parti 
eiilières  de  l’énoncé.  Or,  pour  celle  silualion  délerniinée  du 
svslème  mobile,  loul  ce  qui  a élé  dil  précédemmenl,  entre 
autres  dans  le  cas  particulier  des  droites  ou  axes  fixes,  quant 
au  nombre  des  racines  ou  solutions  et  aux  sipnes  algébriques 
que  ces  racines  coinporlenl  en  égard  à la  |)Osilion  des  points 
et  des  distances  relatives  réelles,  imaginaires,  etc.,  tout  cela 
doit  s’appli(iuer  nécessairement  au  cas  plus  général  qui  nous 
ocnqie.  Mais  chacune  des  inconnues  répondant  à un  point 
du  système  mobile  (|iii  remplit  les  conditions  du  problème, 
(juand  on  fera  varier  la  position  de  ce  système  ou  de  la  ligne 
«Iroite  qui  renferme  les  points  inconnus,  ces  points  eux- 
mêmes  changeront  de  place  et  décriront,  chacun  en  particu- 
lier, une  certaine  ligne  nommée  le  Heu  de  ce  point;  l’eii- 
semble  de  ces  lignes  représentera  évidemment  tous  les  points 
possibles  qui  satisfont  aux  conditions  du  problème  dans  son 
étal  d’indétermination  générale. 

Offrons  quelques  exemples. 

“7.  « Sur  une  droite  SD  [/ijr.  1 3a).  assujettie  à [tasser  par  le  [Mtint  S (li> 
« la  drnile  (i\e  AB,  trouver  un  point  ,r.  tel  qu’en  le  joignant  à deux  points 

Fie  '3,. 

/d 

/ 


» donnés  A,  B do  AB,  les  triangles  S.Ax,  SBx  qui  en  résultent  soient 
« semblables  entre  eux,  » 

Quelle  que  soit  la  silualion  du  point  x sur  la  droite  SD,  il  est  visible 
([110  ces  triangles  ne  sauraient  être  semblables  dans  les  hypothèses  de  la 
ligure,  à moins  que  l’angle  SxA  ne  soit  égal  à l'angle  SB,r:  mais  alors  ou 
aurait,  en  comparant  les  côtés  homologues, 

>.A  ,' S.f  : : S,r  ; SB,  d'où  S,r  ==  S.\,SB, 
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L’I.  |iar  l'on^r'iiiicnl.  ou  nommuiil  K'  l'aire  du  reclaiij;le  SA. SR, 

S.r  ± y SA  .SR  — ± K , 

ce  qui  apprend  ; i°  (|ue  la  distance  du  point  .r  au  point  fixe  S est  con- 
stante, quelle  que  soit  la  direction  de  la  droite  SI),  et  vi"  (pie,  pour  uni* 
môme  direction  de  SI),  il  existe  deux  points  .r,  situés  l'iin  adroite,  l’autre 
à jiauclie  de  l’origine  S.  Un  ellet,  les  relations  d’où  l’on  a tiré  la  valeur 
de  S.r  expriment  des  propriétés  géométriques  du  système  cl  sont  par 
conséquent  assujetties  à lu  règle  des  signes  de  position,  de  sorte  que  la 
distance  alTcclée  du  signe  —,  est  réellement  inverse  de  celle  que  précède 
le  signe  4-,  supposé  correspondre  au  point  supérieur  I)  de  la  droite  mo- 
lüle  SI). 

Il  résulte  de  là  que  tous  ces  points  j-  cl  leurs  0[iposés  j~'  sont  situés 
.sur  une  circonférence  de  cercle  unique  dont  S est  le  centre,  et  la  con- 
stante ± K,  un  douille  rayon.  Réciproquement,  puisque  le  cercle  en  ques- 
tion re()iésentc  le  lieu  de  tous  les  points  .c  et  j'',  il  donnera  par  sa  ren- 
contre avec  une  rayonnante  (|uelconque  1)  les  deux  points  j:  et  .r',  qui 
aiqiartiennent  à cette  droite.  Un  pourra  donc  regarder  l’wpiation 

s.i-  - /sXsn  - K 

coimue  propre  a représenter  rinter.sociion  d’une  cireonférenee  de  cercle 
dont  le  centre  i>sl  S et  le  rayon  K avec  l’un  quelconque  de  ses  diamètres, 
et  il  en  sera  de  même  de  toute  expressinn  de  la  forme 

S.i  ±y'K^-tK. 

Si  l’on  axait  clierclié  le  point  .r  d une  manière  purement  géométrique, 
on  eût  trouvé,  tout  aus^i  bien  que  par  la  règle  des  signes  algébriques,  les 
deux  solutions  dont  le  problème  est  susceptible;  car  le  point  .r  est  évi- 
demment le,  point  de  contact  d'un  cercle  [las.sanl  par  .V  et  R,  avec  la 
droite  SI)  donnée  de  direction,  et  l’on  Sait  ipie,  par  deux  points,  on 
peut  en  etVel  tracer  deux  cercles  tangents  à une  dririte  donnée. 

78.  Supposons,  pour  second  exemple,  que  la  droito  SD  {Jtff  i3ï),  au 
lieu  de  tourner  autour  d'un  point  (ixe  situé  sur  la  direction  indétinie  de 
la  dnute  A R,  reste  i l'J)  constamment  parallèle  à elle-même,  et  que 
l'on  doive  toujours  avoir  entre  S.z-  et  les  segments  SA.  SR  formés  sur  la 
direction  lixe  de  AR,  par  son  point  de  rencontre  variable  S avec  l’appli- 
quée t'.lt.  la  relation  purement  géométrique 

Si  -.rS.à.SR  ou  S.r  ~ ± P S.\  .SR . 
l.elle  expression  cliange'.inl  avec  la  po>ition  de  S,  mdiqite,  .selon  ce  qui 
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précède,  ([u’il  existe  sur  la  direction  do  Cl),  deux  points  tels  que  .r  et 
situés  à la  rencontre  de  cette  droite  et  du  cercle  dont  le  centre  est  S,  et 


Fi(î.  i«. 


'K 

/ l\ 
I I 

I 

I / / 


/ 

■t 


qui  a pour  rayon  la  valeur  absolue  do  v'’SA.SD.  Taisant  donc  mouvoir  la 
droite  CD  parallèlement  à elle-même,  les  points  x et  .t,  varieront  aussi 
et  décriront,  comme  on  sait,  une  hyperbole  à deux  branches,  pour  toutes 
les  positions  situées  en  deeà  ou  au  delà  de  .\B. 

.\u  surplus,  quelle  que  soit  la  manière  dont  la  droite  CD  ou  SD  change 
de  position  dans  le  plan  de  AB,  en  continuant  de  posséder  avec  cette 
droite  l'origine  commune  S,  qui,  dans  certains  cas,  peut  être  fixe,  la 
formule 

Sx  =rSA,SB  ou  Sx  = ±v'SA.SB 

n’en  sera  pas  moins  l’équation  d'une  certaine  ligne  ou  d'un  système  de 
lignes  continues  renfermant  tous  les  points  qui  remplissent  les  conditions 
du  problème  dans  son  état  d’indétermination  hypothétique. 

79.  Dans  ce  qui  précède,  les  relations  primitives,  celles  d’où  l’on  déduit 
les  valeurs  de  Sx,  sont  censées  exprimer  des  propriétés  géométriques  du 
système,  assujetties  à la  loi  des  signes  pour  chacune  des  positions  de  la 
droite  mobile  CD;  s’il  en  était* autrement,  il  pourrait  arriver  que  les  so- 
lutions et  racines  ainsi  obtenues  ne  comprissent  pas  toutes  celles  du  pro- 
blème envisagé  dans  son  énoncé  le  plus  général,  parce  que  ces  solutions 
seraient  séparables  en  plusieurs  grou|>csou  systèmes;  mais  alors,  comme 
on  l’a  vu  (04  et  suiv.),  le  lieu  cherché  serait  lui-ménie  susceptible  d’étro 
partagé  en  lieux  distincts,  dont  le  tracé  .s’obtiendrait  pour  chaque  groupe, 
ainsi  qu’on  vient  de  l'expliquer,  et  cela  bien  que  leur  ensemble  appartint  à 
une  équation  primitive  unique  et  géométriquement  assujettie  à la  loi  do 
continuité  et  des  signes  de  position.  Or,  toute  la  difficulté,  dans  chaque 
cas,  est  de  bien  distinguer  entre  eux  les  différents  groupes  de  solutions  ou 
de  racines,  ([ui  semblent  parfois  s’exclure  ou  se  confondre  mutuelle- 
ment, à moins  que  l’énoncé  verbal  de  la  question  n’en  limite  lui-méme 

II.  i6 
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l'élonduo,  soit  exjilii  ilimpnl,  Soit  par  matcntcndu  ou  manque  de  généralité 
et  d’extension,  eoinmo  les  énoncés  purement  géométriques  en  montrent  de 
fréquents  exemples. 

Supposons  notamment  que  l'énoncé  du  problème  ci-dessus  (78),  soit 
conçu  en  ces  termes  : 

U Trouver  (Jig.  i3.()  la  suite  des  points  jt  tels  que,  en  menant  de  cha- 
» cun  d eux  une  parallèle  CSD  à une  droite  fixe  donnée,  puis  deux  autres 


Fig.  134. 


» droites  j.  A,  .rB  à deux  points  fixes  A et  B,  les  triangles  SxA,  S.rB, 
n formés  par  ces  droites  et  par  AB,  soient  .semblables  entre  eux.  » 
D’après  cet  énoncé  et  la  position  particulière  attribuée  aux  lignes  do  la 
figure,  on  a (77)  entre  ces  lignes  la  proportion 

SA:Sa:;:S.r;SB  ou  Sx  =S.V.SB; 

* ce  qui  donne,  sur  ch.mme  des  parallèles  indéfinies  CD,  deux  points  xeto-, 
par  une  construction  graphique  <|u’il  est  inutile  de  rappeler  à cause  do 
sa  simplicité.  Mais,  comme  celte  relation  exprime  à la  fois  une  propriété 
de  situation  et  une  propriété  métrique  do  la^figure,  elle  est,  [wr  là  même, 
as.sujettie  a la  règle  établie  dans  les  n"  2!f  et  suivants,  d'après  laquelle 
les  signes  de  position  doivent  se  détruire  réciproquement  dans  les  égalités 
do  cette  espèce. 

Supposons  donc  que  SD  se  meuve  parallèlement  jusqu'à  ce  qu’ello 
vienne  on  S'D’  entre  X et  B,  l’abscisse  S'.\  sera  devenue  inverse  ou  négative 
dans  riiypolhèso  de  la  figure,  et  la_ relation  ci-dessus  prendra  la  forme 

Sur  = — SA. SB,  Sx  = ± ç/— S-V.SB, 

qui  indique  qu’il  n’existe  alors,  sur  la  parallèle  correspondante  S'D',  aucun 
point  qui  remplisse  la  condition  exigée;  et  en  elfet,  les  deux  cercles  qui 
(77),  passant  par  X et  B,  seraient  tangents  a l’appliquée  parallèle  S'D', 
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il(‘vipnnpiil  alors  inconslriirlibles.  (Juo  si,  au  rontraire,  la  parallèle  SI) 
ou  Cl)  se  transporte  en  S”D"  ou  C'D",  à droite  et  au  delà  de  AB,  les  ser- 
ments SA,  SB,  changeant  à la  lois  de  sens  et  de  signes,  conduiront  à des 
valeurs  réelles  ou  possibles  de  Sx.  Le  lieu  des  jioinls  x est  donc,  dans 
les  hyi«)llièses  de  la  fi<^.  i33,  une  seule  et  même  hyperbole  ; il  eût  été 
une  ellipse  i32)  décrite  sur  AB  comme  diamètre  conjugué  à la  di- 
rection de  la  droite  CD,  si,  dans  celte  figure  ly[>e  ou  primitive,  on  eût 
supposé  CD  on  C’D'  entre  A et  B;  l'énoncé  de  la  question  exigeant  d'ail- 
leurs, chose  bien  uaturelle,  que  les  relations  qui  s'en  déduisent  géomé- 
triquement expriment  des  propriétés  de  situation  véritables  de  la  figure 
ou  des  points  cherchés,  il  no  pourra  plus  y avoir  lieu  à équivoquer,  et 
la  courbe  définie  par  l’équation 

^’=SA.SB 

sera  unique  ; dans  lo  cas  contraire,  cette  même  relation  iKnirra  appartenir 
à plusieurs  courbes  distinctes  (*). 

80.  Conséquences.  — - On  voit,  par  cette  discussion,  (jucsi, 
en  Géométrie,  on  prétendait  ne  pas  avoir  égard  aux  signes  de 
position  dans  les  figures  corrélatives,  on  pourrait  énre  e))trainé 


(*)  Comme  me  le  fait  remarquer  avec  rai&ôn  M.  Moiitnrd,  U exUtc  dans  ce 
4{ul  |>réc<^do  une  sorte  de  confusion  provenant  de  ce  que  renonce  géométrique 
du  problème  se  fonde  sur  la  similitude  de  deux  triangles  qui  ne  peuvent  être 
c'quian];les»  à la  manière  ordinaire,  quand  le  point  S {Jtg.  i3^)  passe  à 1 inté- 
rieur do  l'intervalle  AH.  Dans  ce  cas,  en  cflét,  l'antjlc  BSD  cesse  d’étre  commun 
aux  deux  triangles  ASx,  BSx,  et  devient  le  supplément  de  A5D  ou  AS^rj  par  * 
suite,  l’angle  AxS  cl  lo  c6té  AS  changent  de  signes  et  de  sens;  mais,  d'apre-s  nos 
)>rincipes  (24  etsuiv.),  les  ongles  intérienrs  des  triangles,  au  lieu  d'être  égaux, 
sont*supplements  respectifs  Tun  de  l’autre  ol  ont  même  j/nui,  ce  qui  entrahii! 
également  la  proportionnaiité  des  cAlés  homologues,  véritable  caractère  de  la 
similitude  des  triangles  en  général.  Dès  lors  aussi  la  construction  des  points  x 
et  x',  pour  le  cas  où  l'appliquée  CSl)  vient  en  C'S'D',  dépend  non  plus  du  con- 
tact de  deux  cercles  passant  par  A et  B tangents  à cette  appliquée,  mais  bien  do 
la  rencontre  de  celle-ci  avec  une  circonfércnco  unique  décrite  sur  AB  comme 
œrde,  et  ayant  pour  centre  le  point  commun  aux  perpendiculaires  élevées  en 
suri  niilioii  et  au  point  S de  la  droite  C'D'  ; car  en  traçant  ce  dernier  cercle,  on 

— 2 

s'assure  qu’en  eOct,  l’équation  de  condition  Sx  =:SA.SB  est  satisfaite  sans 
contradiction  dans  les  signed  dc*posititni.  Les  deux  systèmes  de  conslruction  ci- 
dessus  établissent  d’ailleurs  un  caractère  distinctif  entre  les  propriétés  do  l'el- 
lipse et  de  riiypcrbule,  et  il  est  digne  de  remarque  qu’en  appliquant  aux 
diamètres  conjugues  de  rdlipse  cl  de  l’hyperbole  en  géîTéral,  le  genre  de  consi- 
dérations critiquées  pour  le  cas  particulier  du  cercle,  dans  les  35  et  36,  on 
stM'ail  induit  h conclure  que  le  cocffiçicnt  nlgonthmiqutf  )/ — i n'est  point  exclu- 

lü. 
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il  de  graves  erreurs,  piiisiiu’il  arriverait  de  confondre  entre 
elles  des  courbes  très-distinctes,  bien  que  jouissant  de  cer- 
taines propriétés  communes  quand  on  fait  abstraction  de  la 
situation  relative  des  points  et  des  lignes. 

Donnons-cn  un  nouvel  exi'tnple  : 

a On  demande  quelle  est  la  suite  des  [toiiils  .r  ( /f».  i35  et  i35')  tels, 
» (pi'en  menant  de  chacun  d'eux,  comme  le  montrent  ces  ligures,  deux 
» lignes  droites  -rA  et  jB  à deux  points  lises  et  B,  la  somme  dos  angles 
» 5!  et  [3  formés  par  ces  lignes  avec  des  droites  fixes  AK  et  BK  soit  égale  à 
» un  angle  constant  i donné,  en  sorte  qu'on  ait 

O -t-p  = lî  . 

Pour  la  .situation  de  la  J/g.  i35,  le  point  .r  appartient  évidemment  à 
une  circonférence  do  cercle;  car  on  déduit  facilement  di‘  l'énoncé  qu<> 

Fig.  iJ."!.  Fig.  ilt.'i', 

I y 

\ ' , 
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Tanglc  en  *r  ilu  triangle  ABx  est  lui-mème  conslant;  mais  si  l’on  vcmlail 
admettre  la  mt'me  relation  pour  toutes  les  situations  possibles  des  lignes 
de  la  figure,  sans  avoir  égard  aux  rliangements  qui  s’opèrent  dans  les 
signes  do  position,  le  point  j:  pourrait  cesser  d'appartenir  a ccUc  courbe, 
et  cela  arrive  notamment  dans  les  hypotlièses  de  i35\ 


'B 

I 


HiYcmcnt  le  signe  de  la  perpendicularité  ; mais  qu’il  peut  tout  aussi  bien  ropre- 
sonter  VoUliquité  des  droites  dirigées  sous  un  angle  d’inclinaison  quelconque- 
D'après  cela,  il  me  parait  difTiCilo  de  s'explisjiier  rationnellcnieiU  comment 
M.  Cauchy,  notre  célèbre  et  très-habile  trunsformatcur  de  formules,  d'équa- 
tions algébriques,  ait  appuyé  do  l'autoriU*  de  sa  plume  élégante  cl  facile,  l'in- 
terprélolion  exclusive  d«  signe  ^ — i , en  sc  fondant  sur  un  genre  de  considé- 
rations géoinclriques  pour  1c  moins  discutables  au  point  de  vue  des  principes 
{fontpU'S  rendus  de  l'Academie  des  Science/,  i85o,  l,  XXII,  p.  i3i  et  iqa). 
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P'n  ('lïet,  do  la  situation  représenU'-c  par  la /î".  i3i  on  déduit,  on  appe- 
lant M ot  N lus  angles  constants  M.TB,  NB.\, 

X N 

ang  J"  = 200"  — x.VÜ  — xü.V  — 200"  — M-4-*  — N + p * 

ou 

•r  200“  — M — N-t-a-t-p=:  200"  — M — N -t- i( , 
tandis  ijue  pour  la  seconde  position  (Jîg.  i35)  du  point  .jt,  on  aura 

ang  X = 2 00”  — X .\B  — X B.\  = 200"  — M-G*  — N — p 
ou 

X = 200"  — JI  — N-f-*  — p — 200“  — M — N-t-X  — 25, 

relation  dilTérento  de  celle  qui  a d’abord  été  obtenue,  à tel  point  que  Tuno 
apprend  que  l'angle  .r  est  constant,  et  l'autre  qu'il  est  \ariablo.  On  peut, 
en  outre,  s’assurer  que  la  première  correspond  au  cercle  et  la  seconde  à 
l'hyperbole  ihpiilatère  ; la  véritable  solulion  embrasse  donc  l’ensemblo 
des  doux  courbes,  dès  c|ue  l’énoncé  verbal  ne  spécifie  pas  la  position  à la- 
quelle corres|>ond  la  relation  examiné»'  a-p  (5  = / ; mais,  si  l’on  entendait 
assujettir  cette  mémo  relation  à la  loi  des  signes  de  position  ou  de  conti- 
nuité, il’  n’y  aurait  plus  qu’un  seul  lieu  géométriipie  relatif  à chacune 
des  figures  distinctes  choisie  en  particulier  (*). 

Hemarqtie.  1—  On  pourrait  multiplier  à. l’infini  les  exemples, 
ce  qui  servirait  à faire  découvrir  les  jiropriétcs  communes 
aux  courbes  de  diverses  cs|>cces.  Dans  d’autres  circonstances, 
il  pourrait  aussi  arriver  qu’on  n'obtînt  qu’une  portion  limitée 
ou  une  simple  branche  d’une  courbe,  comme  on  en  a des 
éxemples  dans  la  cissoi'de  et  la  coneboïde  des  .Anciens,  etc. 

81.  Examen  de  la  loi  des  signes  de  position  dans  le  sys- 
tème des  coordonnées  de  Descartes>,  — . Les  diverses  relations 


(*)  II  C8t  arrive  plus  d’une  fois  à rfiu  connaissance,  et  sans  doute  à colle  do 
beaucoup  d’uutrcs,  que,  dans  les  examens  d’admission  aux  diverses  Écoles  et 
dans  des  compositions  de  concours  pour  des  prix  de  mathématiques  spéciales, 
le  même  problème  de  Géométrie  analytique,  mis  en  équation  par  les  élèves  sous 
di*s  aspects  ou  conditions  distinctes  quant  û la  position  hypothétique  des  lignes 
inconnues  de  la  ligure,  ait  conduit  à des  solutions  diiTerentes,  contradictoires 
même  dans  les  résultats,  liieii  souvent  aussi,  il  est  arrivé  que,  faute  d’une 
attention  suflisanle  de  la  part  de  resaniinatcur  ou  des  membres  du  jury,  on  ait 
adopté  comme  seule  bonne  et  rigoureuse  la  composition  qui  offrait  des  résiiU 
tais  conronnes  ù ceux  que  l’on  connaissait  déjà,  et  qui  avaient  etc  prépares  à 
ravniicc  par  des  professeurs  clrapgcrs  ou  non  au  concours. 
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itiélr  iqucs  o\ainiiiées  ci-dessus  soin  ce  (jue,  d’après  l’usage 
général,  j’ai  déjà  appelé  les  équations  des  lignes  correspon- 
dantes/ mais  on  voit  combien  on  peut  être  induit  en  cmmr 
sur  la  nature  véritable  de  la  ligne  représentée;  car,  selon 
qu’on  suppose  à la  figure  telle  ou  telle  situation,  selon  qu’on 
prétendra  rendre  l’équation  applicable  simultanément  à toutes 
ces  situations  sans  avoir  égard  à la  mutation  des  signes  ou 
en  y ayant  égard,  elle  pourra  correspondre  {74-  et  suiv.)  tantôt 
à une  ligne  ou  portion  de  ligne  courbe,  tantôt  à une  autre 
ligne,  et  tantôt  aussi  elle  peut  appartenir  à la  fois  à deux  ou 
plusieurs  lignes  distinctes  géométriquement , c’est-à-dire 
qu’elle  est  apte  alors  à en  construire  successivement  et  séjia- 
rément  tous  les  points. 

On  doit  voir  par  là  encore,  si  je  ne  me  trompe,  combien  est 
grande  l’erreur  de  ceux  qui  prétendent  expliquer  la  règle  des 
signes  de  position  dans  le  système  des  coordonnées  de  Des- 
cartes>  à priori  et  par  convention,  c’est-à-dire  sans  recourir 
aux  notions  j)rcmières  de  la  (iéométrie.  Ils  sont  nécessaire- 
ment obligés  de  supposer  tacitement  cette  règle  toute  démon- 
trée, ou  de  l’admettre  par  analogie  avec  ce  qui  se  passe  dans 
lus  courbes  déjà  connues  telles  que  la  circonférence  de  cercle, 
la  ligne  droite,  etc.  Aussi  les  démonstrations  qu’ils  veulent 
établir  ainsi  pèchent-elles  toutes  en  ce  qu’elles  supposent, 
d’une  manière  plus  ou  moins  déguisée,  ce  ([u’il  s’agissait  j)ré- 
cisément  de  prouver,  à jieu  près  comme  il  prrive  dans  les 
prétendues  théories  des  parallèles  où  l’on  cherche  à éviter 
toute  notion  de  continuité  ou  de  l’inlini. 

Si.  Problème.  — Soit,  par  exemple, 

f(sp  = X et  :rp  =y)  — o 

» une  éi]ualion  algébrique  exprimant  la  rdalion  qui  lie  (,/îg.  i3ü)  les 
» ordonnées  xp  aux  abscisses  com*spoiulanles  .ip.  d'une  courbe,  en  pre- 
>>  liant  les  droites  fixes  Vp  V',  X.ïX'  |)our  axes  de  coordonnées  recUuigu- 
» laires  ou  obliques,  ayant  leur  intersection  cemmune  .x  |iour  origine. 
» Siqiposons  encore  que  l’on  parte  de  la  situation  actuelle  des  cüordonnt>es 
)>  variables  sp  et  px,  soumises  à l'équation  algélu  ique  ci-dessus.  On  de- 
» mande  quel  sera  le  lieu  des  points  x,  et  comment  on  pourra  le  construire 
» au  moyen  ilc  colle  équation.  » 

-le  donne  à sp  successivement  toutes  les  valeurs  possibles  depuis  zéro 
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jusqu’à  l'intini.  I.Vquation  ci-dessus  fournira  pour  sp  dcsvaleursou  racines 
correspondantes,  parmi  lesquelles  je  n’en  considère  qu’une  seule  que  je 
supjMJse  essenlicllement  réelle  et  positive,  alin  d’éviter  de  [irimo  abord 
toute  dillicidté  relative  à l'intcriirétation  dos  signes;  il  est  naturel  cl  ra-’ 


Fig.  i3G. 


lionnellenienl  permis  de  porter  ces  valeurs,  de  p en  x,  sur  les  parallèles  à 
l’axe .ïV,  et  cela  au-dessus  do  l’axe  xX,  c’est-à-dire  dans  la  région  Y.vX; 
au  moins  cela  peut-il  résulter  d’une  convention  explicitement  admise  dans 
l’énoncé  de  la  question;  car  on  pourrait  tout  aussi  bien  convenir  de  por- 
ter les  valeurs  positives  obtenues  algébriquement  pour  px,  au-dessous  do 
l’axe  X'xX. 

On  obtiendrait  donc  ainsi  une  série  de  points  x situés  tous  dans  l’angle 
X.vY  et  correspondants  à la  série  de  iwsilions  distinctes,  mais  consécu- 
tives, que  l’on  peut  attribuer  à p le  long  de  l’axe  iX,  en  s’écartant  d’un 
mouvement  continu  do  l’origine  lixe  .v.  Or,  il  y a lieu  de  se  demander 
tout  d’abord  : i”  si  Ja  succession  des  points  x fournis  par  une  mémo  valeur 
algéljriquc  de  xp,  conjuguée  à l’abscisse  .sp,  constitue  une  courbe  ou  bran- 
che do  Courbe  elle-même  cnntinue;  a"  le  point /rayant  ainsi  parcouru  une 
|K)rtion  plus  ou  moins  grande  de  l’axe  XX'  vers  la  droite  de  l’origine  s 
«les  abscisses,  à c]uels  points  x ou  à quelle  ligne  ou  branche  de  courbe 
pourraient  correspondre  les  diverses  positions  do  p situées  à gaucho  do 
l’origine  x des  abscisses  sp. 

Ici  il  y a vraiment  lieu  d’ùlre  fort  embarrassé  si  l’on  ne  veut  pas  admet- 
tre à priori  la  règle  dessignt's  dé  position  et  l’hypothèse  de  la  continuité. 
Voici  comment  on  s’y  prend  d’ordinaire  pour  résoudre  ces  dilhcultés,  non 
toutefois  sans  admettre  tacitement  celte  hypothèse  de  la  continuité.  Puis- 
que l’équation /(.«yx,  xp)—o  exprime,  pour  la  position  actuelledësaxes.rX, 
xV,  la  relation  entre  les  abscisses  .et  les  ordonmies  de  la  courbe,  «m  ne 
changera  rien  à la  généralité  ni  à la  nature  de  celle  courbe,  si  on  la  rap- 
porte à une  nouvelle  origine  .r,  et  à un  nouvel  axe  d’ordonnées  11',  situés 
à gauche  des  précédents,  cl  pour  lesquels  on  a,  relativement  à chacune 
dei}  positions  de  xp, 

sp  = .s,p  — XX,; 

substituant  donc  pour  sp  cette  valeur  dans  l’équation  primitive,  rien  ne 
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sera  changé  e<  il  viendra 

/(.V,/;  — M,,x/^)  = o. 

Ce  raisonnement  est  jusqu'ici  très-exact,  c’est-à-dire  tant  qu’on  suppose 
aux  ordonnées  /xr  la  situation  qu’elles  ont  actuellement  d’après  l'hypo- 
thèse, c’est-à-dire  encore  tant  qu’on  suppose  p à droite  de  l’origine  t; 
mais  il  cesse  de  l’élre  dès  que,  au  contraire,  on  le  prend  en  />,  à gauche 
du  point  s. 

En  effet,  on  n’aura  plus  alors 

\p  = sj)  — xï, , mais  hien  s//^  = ss,  — 
de  sorte  que  |)our  toutes  ces  positions  />,  à gaucho  do  on  devrait  avoir 

/^x)  = o, 

très-différente  de  celle  <[ui  précède. 

Pour  admettre  que  l'équation /(.?,/.>  — /^j-)  = o pùt  s’appliquer  à la 
fois  aux  points  p situés  à droite  de  l’origine  comme  aux  points  p,  situés 
à gauche,  il  faudrait  supposer  que,  dans  l’équation  primitive  / [sp,  p.r)  —o, 
.\p  pùt  recevoir  à priori  un  signe  négatif,  ce  (pii  revient  à admettre  la  règle 
des  signes  de  position,  soit  comme  pure  convention,  soit  par  analogie  avec 
ce  qui  SI'  passe  dans  des  courbes  d('jà  connues  par  leurs  propriétés  géomé- 
triques. En  prenant  donc  pour  équation  unique  du  lieu  des  points  x rap- 
portés à la  nouvelle  origne  .v  : 

— M,.  /i.j  ) = o, 

on  étend  véritablement  le  sens  attribué  à l’équation  primitive;  on  admet, 
à priori,  qu’elle  s'applique  à toutes  les  jKisitiüns  du  [loint  p,  moyennant 
les  changements  de  signes  convenus;  en  un  mot,  on  invoque  le  principe 
de  continuité  et  l'analogie. 

N’est-ce  pas  effectivement  parce  que,  dans  la  relation  simple 

sp  = sj)  — ss„ 

on  a déjà  observé  le  changement  de  signe  que  doit  subir  sp  (piand  p passe 
en  /(,  à gauche  de  .v,  alin  que  cette  relation  demeure  apiilicable  géomé- 
triipiement  à la  nouvelle  position,  que  l'on  est  induit  à supposer  <iu’il  doit 
en  être  ainsi,  en  général,  des  abscisses  et  ordonnées  qui  entrent  dans 
ràpialion  f(sp,  px)  — o do  la  courbe  à construire  ou  à étudier Or,  cette 
manière  de  raisonner  n’est  nullement  acceptable  en  principe. 

Admettons  toutefois  (juo  la  nouvelle  équation /(.v,/.<  — j.c,, /i.r)  =r  o ne 
dise  ni  plus  ni  moins  que  la  première,  et  qu’elle  s’applùiue  indistincte- 
ment aux  points/)  et  p,\  pour  avoir  reculé  l’origine,  on  n’aura  pas  reculé 
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la  diflicullé^  car  la  nouvelle  équation  n’a  une  signincalion  claire  et  pré- 
cise que  pour  les  seuls  points  situés  à droite  do  l'origine  v,  et  non  pour 
ceux  qui  le  sont  à gauche  ou  en  deçà.  A fortiori,  en  sera-t-il  ainsi  de 
l’équation  dont  on  est  |)arti.  A la  vérité,  on  peut  reculer  l’origine  x,  à 
une  distance  arbitraire  de  .v,  mais,  quelle  que  soit  cette  distance,  on  pourra 
toujoui-s  concevoir  des  points  cl  des  ordonnées  de  courbe  au  delà,  vers  la 
gauche,  et  pour  lesquels,  par  conséquent,  la  dilTirultô  restera  la  mémo  ; 
car  rien  n’empéche  que  la  courbe  à construire  ne  s’étende  indéfiniment 
de  ce  célé  do  l’origine  .v,  au(piel  cas,  pour  admettre  les  conséquences  ci- 
dessus  sans  restriction  aucune,  il  faudrait  imaginer  l’origine  v,  et  Taxe  11' 
transportés  à une  t/ixltimc  infinie  do  l’origine  primitive,  ce  (]ui  détruit 
toutes  les  notions  géométriques  claires  cl  [irécises  qu’on  s'est  formées 
antérieurement. 

83.  Conséquences  du  précédent  examen,  — Concluons  de 
ces  raisonnements  : 

1”  Que  la  règle  des  signes  île  position  n’csl,  en  toute  rigueur, 
ni  démontrable  ni  démontrée  pour  les  équations  algébriques 
entre  les  abscisses  et  ordonnées  ordinaires  des  lignes  courbes, 
c’est-à-dire  pour  les  relations  purement  algébriques  non  dé- 
duites de  considérations  gcomélriiiues  établies  sur  les  données 
mêmes  d’une  figure; 

2°  Que,  en  admettant  pour  ces  équations  la  loi  des- varia- 
tions de  signes  (|ui  s’observe  dans  les  relations  métriques  élé- 
mentaires de  la  Géométrie,  on  agit  par  pure  analogie  sans  y 
être  suffisamment  autorisé  par  les  régies  d’une  saine  et  rigou- 
reuse logique: 

3°  Qu’enlin,  et  à la  vérité,  on  jieut  bien  adopter  à priori, 
pour  les  équations  algébriques,  la  règle  ci-dessus  des  signes 
comme  une  convention  particulière  dont  il  résulte,  par  le  fait, 
des  lignes  continues  ou  non  dans  toutes  leurs  parties  ; mais 
qu’alors  aussi  il  faut  bien  se  garder  de  les  confondre,  .sans 
discussion  ni  vérification  préalables,  avec  les  lignes  cotirbes 
de  même  équation,  déduites  de  considérations  iniremenl  géo- 
métriques, à moins  de  prouver  que  celles-ci  sont  toutes  assu- 
jetties aux  règles  conventionnellement  adoptées. 

Admettre,  à priori,  l’identité  parfaite  des  deux  genres  de 
courbes,  c’est,  je  le  répète,  supposer  sans  discussion  et  sans 
^treuve  que  les  relations  métriques  des  figures,  en  géné- 
ral, sont  assujetties  à la  loi  de  continuité  et  des  signes  de  po- 
sition ; c’est  admettre,  notamment,  que  les  portions  distinctes 
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tl’iino  courbe  ou  il’uno  surface  représentée  par  une  équation 
entre  les  coordonnées  x,  y,  z,  limitées  aux  axes  ou  plans  res- 
pectifs de  ces  coordonnées,  se  raccordent  parfaitement  les 
unes  avec  les  autres,  sans  coudes  ni  jarrets;  qu’elles  y ont 
les  mêmes  coefficients  différentiels  de  tous,  les  ordres,  etc.; 
ce  qui  certainement  n’est  pas  un  axiome  évident  en  soi,  comme 
on  a dû  s’en  apercevoir  d’après  tout  ce  qui  précède. 

Ainsi  donc,  il  y a une  distinction  trèsTgrandc  à faire  entre 
les  équations  purement  algébriques  ou  qu’on  se  donjie  à priori 
comme  représentant  des  lignes  ou  des  surfaces  dans  le  système 
de  Descartes,  et  celles  qui  se  déduisent,  à posteriori,  de  con- 
sidérations purement  géométriques  : pour  que  les  premières 
signilient  une  chose  unique  et  distincte,  il  faut  les  assujettir 
à des  conventions  tirées  de  l’analogie  et  vérifiables  seulement 
par  les  applications  ultérieures;  tandis  que  les  autres  sont  as- 
sujetties à des  règles  invariables  et  sûres  déduites  de  faits 
conformes  à l’essence  même  des  êtres  géométri(|ues.  De  là 
d’ailleurs  .naissent  toutes  les  difficultés  r|ui  résultent  de  la 
com|iaraison  et  du  ra\)procliement  entre  ces  manières  de  rai- 
sonner de  deux  sciences  en  apparence  si  distinctes. 

8i.  A l’égard  de  la  démonstration  à priori  ci-dessus  de  la 
règle  des  signes  de  position  dans  la  théorie  des  coordonnées 
de  Descartes,  elle  est  conforme  notamment  à celle  (|ui  a été 
exjioséc  par  M.  Biot  (Essai  de  (iéometrie  analytique,  2'  édi- 
tion, i8o5,  p.  iG  à 20^,  d’a|irès  les  doctrines  de  .M.  Carnot, 
sans  discussion  ni  vérification  préalable,  si  ce  n’est  pour  le 
cas  de  la  ligne  droite -et  du  cercle.  (J'ianl  à la  convention  toute 
gratuite,  relative  aux  siKiies  de  position  généralement  admise 
et  que  ce  dernier  savant  combat  lui-même,  mais  à un  autre 
point  de  vue,  dans  sa  Géométrie  de  position  (p.  xxi,  25, 
72,  etc.),  cette  convention,  et  sa  prétendue  démonstration 
impliquent,  je  le  répète,*  la  notion  métaphysique  de  la  con- 
tinuité et  de  l’infini,  repoussée  des  Anciens  et  non  jus(|u’ici 
adoptée  avec  une  entière  franchise  par  les  modernes.  Je  défie 
notamment  (|u’on  démontre,  sans  invoquer  cette  notion, 
l’exact  raccordement  de  deux  arcs  de  ligne  courbe  apparte» 
liant  à des  angles  différents  des  axes  coordonnés  et  à des  signes 
différents  des  abscisses  ou  des  ordonnées  sous  les  conditions 
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ci-dessus  indiquées.  Cela  suffit  pour  expli(|uor  la  répugnance 
(]ue  de  sévères  et  profonds  géomètres  tels  que  llujgens. 
Newton,  etc.,  éprouvaient  à se  servir  de  l’Analyse  des  coor- 
données, qui  venait  à peine  d’être  découverte  par  Descartes, 
cl  dont  l’usage  fut  si  longtemps  à se  généraliser,  à se  répandre 
. en  Europe. 

85.  Parallèle  entre  la  géométrie  des  Ànciens  et  celle  de  Des- 
cartes.  — Les  conventions  relatives  aux  signes  de  position 
dans  le  système  de  coordonnées  ordinaires,  dont  il  vient  d'être 
parlé,  ne  i)euvenl  donc  être  admises  cpie  comme  les  con- 
séquences et  les  résultats  à posteriori  de  nombreuses  véri- 
fications et  d’une  expérience  anlcrieurement  acquise,  si 
l’on  ne  veut  pas  suivre  la  marche  ascendante  et  progressive 
des  Anciens,  la  seule  véritablement  rationnelle,,  dont  je  me 
suis  constamment  efforcé  de  me  rapprocher  dans  ce  qui  pré- 
cède, et  en  l'absence  de  laquelle  les  ingénieux  tableaux  de 
corrélation  imaginés  et  partiellement  réalisées  par  M.  (’arnoi, 
aussi  bien  <[ue  la  théorie  des  quantités  directes  cl  inverses, 
sont  sans  fondement  véritablement  logique. 

-A  coup  sûr,  la  règle  des  signes  de  position,  admise  conven- 
tionnellement dans  l’Analyse  des  coordonnées,  suffit  pour  dé- 
terminer la  position  d’un  point  sans  ambiguïté  ni  incertitude, 
mais  elle  ne  suffit  pas  pour  prouver  que  ce  point  appartient  à 
la  ligne  ou  à la  surface  (|u’uno  équation  donnée,  doit  repré- 
senter (*). 

Dans  l’immortelle  Géométrie  de  Descartes,  oit  se  trouvent 
pour  la  |)r(;niière  fois,  tentées  la  ilescription  et  la  classification 
des  courbes  aujourd’hui  improprement  iwmmccis  algébriques. 


(*)  Les  conventions  et  notations  algébriques  abré\  iativfis  qui  servent  à 
soulager  la  mémoire  sans  fortifier  le  jugement  ou  rentenrienient,  n’ont  de 
valeur  effective  qu’aulant  ipi 'elles  dérivent  de  la  natuif  intime  des  clioses 
et  s'y  accommodent  exactement,  comme  c'est  le  cas  présent;  mais  elles 
peuvent  devenir  un  abus  regrettable  et  une  source  d’obscurité,  d'erreur 
même  et  de  confusion  inextricable  dams  toute  autre  circonstance,  comme 
quelques  écrits  de  notre  époque  en  montrent  de  fâcheux  exemples;  obs- 
curité, confusion  dont  le  systémp  des  coordonnées  de  Descartes  et  celui 
des  coordonnées  (Kjlaircs  ne  sont  nullement  exempts,  malgré  leurs  ingé- 
nieuses notations  algorithmhiues. 
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à peine  eiUreviie  par  les  Anciens  dans  le  ei-lèbre  proldèinede 
l’appus  ; r/(/  quatuor  lineas  : dans  celle  Géométrie,  Üescaries 
indi(|ue  très- bien  la  correspondance  (|ui  exisle  entre  la  posi- 
tion des  indéterminées  X et  v et  les  signes  positifs  ou  négalifs 
qu'elles  portent  dans  les  éi|ualions  des  coui'l)Cs;  signes  dont  le 
dernier  appartient  aux  ordonnées  cl  abscisses  au-dessous  de  ^ 
zéro  ou  de  rien,  comme  le  dit  l'auteur  d'après  l'usage  d'alors, 
ce  qui  signifie  simplement  au-dessous  des  axes  à partir  des- 
(luels  elles  se  mesurent.  Mais,  cela  ne  l’empêche  nullement, 
dans  sa  théorie  subséquente  îles  équations  numériques,  d'ap- 
peler/m«.sc^  les  racines  négatives  de  ces  équations  dont  pour- 
tant il  avait  en  main  rinlerprélalion  géométrique  (*]. 

80.  Descaries  n'avait  certainement  pas  entrevu  la  fécondité 
et  la  portée  de  sa  méthode,  qui,  dans  les  derniers  lemits,  entre 
les  mains  d’Euler,  de  Elairaut,  mais  surtout  de  I.agrange  et  de 
Monge,  est  devenue  un  instrument  général  de  démonstration 
et  de  découvertes,  une  langue  géométrique  pour  ainsi  dire 
universelle;  avantage  qu’elle  doit  non-seulement  à la  simpli- 
cité de  son  algorithme  et  de  ses  notations,  mais  surtout  à son 
système  mélrii|uc  de  représentation  des  éléments  droits  ou 
courbes  des  figures,  par  la  projection,  véritable  transforma- 
tion linéairi;  ou  rectiligne  de  ces  derniers  éléments,  qui  n’al- 
tère pas  le  degré,  les  affections  et  les  propriétés  essentielles 
des  lignes,  et  ne  sort  point,  en  apparence,  des  voies  de  l’Al- 
gèbre pure,  justement  ici  nommée  Jna/j-se  indéterminée. 

De  là,  d'ailleurs,  il  résulte,  chose  vraiment  digne  d’allenlion, 
que  l’on  se  surprend,  après  un  certain  temps  d'exercice,  à con- 
fondre les  êtres  géométriques  véritables  avec  leur  représen- 
tation ou  traduction  algorithmique  par  des  équations  entre 
les  ordonnées  et  les  abscisses,  i|ui  ne  sont  iiouriant  que  de 
purs  auxiliaires  du  laisonnement  logique.  De  là  aussi,  s.e  croit- 


(*)  Ces  remarques  et  celles  qui  suivent  sont  un  rapprochement  na- 
turel, un  résumé  de  divere  passages,  de  Notes  toutes  fort  anciennes,  que 
j'ai  dû  supprimer  à cause  de  leur  étendue  ou  des  répétitions,  des  disjia- 
rates  qu'elles  offraient  dans  l'ordre  et- la  filiation  des  idées,  mais  dont 
l'entière  su|ipressiou  eiH  entraîné  de  véritables  lacunes  dans  l'exposition 
de  cette  partie  épineuse  do  mes  recheroiics. 
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011  foiT  souvent  en  droit,  dans  la  solution  des  prohlènies 
de  Géométrie  analytique,  de  faire  abstraction  de  la  fi{:!iire  à la- 
quelle rette  représentation  fictive  s’appliipie,  et  de  rinlluence 
que  peut  avpir  sur  les  résultats,  la  position  attribuée  primili- 
veinent,  lors  de  la  mise  en  équation,  aux  parties  dont  celle 
figure  se  compose.  Or,  ne  l’oublions  pas,  ce  n'est  point  là  une 
conséquence  rigoureuse  de  vérités  géométriques  antérieu- 
rement établies,  mais  bien  un  simple  rapprocbemenl,  une 
vérification  à jtosleriori,  de  laquelle  on  ne  pourrait  déduire 
aucune  conséquence  nouvelle,  indiscutable  et  a|iplicable  à 
tous  les  cas  possibles;  à moins* d’admettre  qu’il  soit  permis 
de  conclure  du  particulier  au  général  par  voie  d’analogie,  ou 
d’adopter  ouvertement  le  principe  de  continuité,  (|ui  suppose 
l’existence  de  la  loi  des  signes  de  position  dans  les  équations 
ou  relations  métriques  des  figures. 

87.  Considérations  générales. — En  rapprochant  ce  que  nous 
venons  de  dire  des  problèmes  indéterminés,  de  ce  (|ui  a été 
précédemment  établi  sur  les  problèmes  déterminés  relatifs  au 
cas  où  les  données  et  les  inconnues  apparlienneul  à une  droite 
fixe,  il  est  aisé  de  reconnaître  que  les  mêmes  réflexions,  ' 
les  mêmes  difficultés  concernant  les  é(|iialions  de  condition 
étrangères  ou  indépendantes  de  la  loi  des  signes  de  position, 
les  constantes  fixes  ou  mobiles,  la  séparation  de  divers  sys-  .. 
tèmes  distincts  de  solution,  se  reproduisent  dans  tous  les  cas 
possibles,  même  dans  celui  où  l’on  se  sert  du  système  des  coor- 
données linéaires  de  Descartes,  le  plus  remarquable  de  tous 
par  son  universalité. 

Ainsi  les  considérations  relatives  à la  mise  en  équation  dès 
problèmes  déterminés  qui  nous  ont  occu))és  dans  les  n"’  51 
et  suivants,  subsistent  dans  l’application  de  ce  dernier  système, 
et  il  n’y  a d'exceptions  que  pour  les  seuls  cas  où  les  relations 
n)étri(|ues  et  descriptives  qui  se  rapportent  aux  liypolbèses 
faites  sur  la  figure  type  ou  primitive,  satisferaient  naturellement 
au  principe  de  continuité  et  à la  loi  des  signes  de  position;  ce 
qui  arriverait  notamment  s’il  s’agissait  de  figures,  de  relations 
métriques  et  de  propriétés  aptes  à construire  géométrique- 
ment ou  organiquement  d’une  manière  continue,  des  lignes, 
des  surfaces  tout  entières  cl  parlant  soumises  elles-mêmes  à la 
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loi  (Ips  signes  de  position  dans  leurs  jiropriélés  diverses.  Il 
est  évidenl  en  effet,  d’après  tios  principes,  f|ne-  les  résultats 
déduits  algébritiiiement  de  ces  premières  relations,  par  l’Ana- 
lyse. des  coordonnées  de  Descnrtes , jouiront  du  même  ca- 
ractère de  généralité  et  de  continuité.  Or  il  est  à remar(|uer 
que  cela  arriverait  encore  pour  chaque  système  de  solution 
distinct,  dans  l'hypothèse  île  la  si'parahilité  des  résultats  dite 
à des  conditions  de  grandeurs  constantes  et  indépendantes  de 
la  situation;  ce  dont  le  prohlèmc  des  n°*  (i.5  et  suivants  offre 
un  exemple  remar(|uahle , en  ce  que  l’aire  du  ti  iangle  ASC 
{Jig.  12G),  hicn  que  donnée'à  priori,  étant  inconnue  de  po- 
sition, amène  avec  elle  une  amhigiiité  désigné  d’où  résultent 
une  indétermination  corréspondante  et  des  différences  carac- 
téristiipjps  dans  les  divers  modes  de  solutions. 

88.  Système  d'appliquées  polaires  ou  rayonnantes.  — Au 

surplus,  le  système  ancien  des  ordonnées  parallèles,  appliquées 
à un  axe  fixe  des  abscisses  cl  concourant  en  un  point  situé  à 
l’inlini,  n’est  qu’un  cas  jmrliculier  de  celui  des  lignes  conver- 
gentes ou  polaires  (Jig.  loi , n"  2),  dont  la  considération  a servi 
de  point  de  départ  aux  éludes  de  ce  111'  Cahier;  car  les  droiUîs 
AB  ou  rtB,  cl  Su  perpendiculaire  ou  oblique  à AB,  y repré- 
sentent des  axes  fixes;  ab,  ac,  ax des  abscisses;  Sè,  Sc, 

Sar  des  lignes  rayonnant  autour  du  pôle  S,  et  qui  portent  les 
rayons  vecteurs  égaux  ou  circulants  S//,  Sc',  Sjc,  et  les 
distances  variables  appliquées  à l’axe  AB  des  abscisses. 

(>el  ensemble,  où  les  abscisses  sont  des  fonctions  purement 
linéaires  des  tangentes  li igonomélriques  des  angles  polaires 
ou  des  arcs  circulaires  correspondants,  jteul  être'  considéré 
comme  la  projection  centrale  du  système  de  coordonnées  or- 
dinaires, cl  il  offre  l’avaiilage  de  permettre  rinlroduciion  im- 
médiate des  segments  ou  distances  rayonnantes  infinies,  dis- 
parues de  ce  dernier  système,  etc.  (*). 

89.  Pour  le  but  particulier  et  élémentaire  que  nous  clier- 


(*)  La  note  ci-après  justifiera  1,’addition  au  texte,  de  ces  rapproche- 
ments si  naturels  fondés  sur  d'anciens  souvenirs;  i>our  être  complets,  ils 
devraient  s'étemlre  au  système  polaire  des  appliquéi's  parallèles  relative.s 
ix  Vnxr  {tes  onlonnres  dans  le  systcipe  ordinaire,  impliquant  un  second 
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chons  ici  à allcindrc,  il  suflil  de  remarquer  que,  dés  qu’il 

esl  convenu  qu’une  relation  métrique  telle  que  ax  =/i", 
nx  = rfc/r  ou  ses  analogues  tirées  d’équations  algébriques  re- 
latives à un  axe  fixe  AB  {fig-  loi,  p.  169),  impliquent  l’exis- 
tence de  longueurs  partant  d’un  même  point,  mais  opposées 
de  sens  et  de  génération  continue,  il  est  bien  entendu  que  la 
même  convention  peut  être  admise,  en  général,  pour  un  axe 
mobile  suivant  une  loi  (|uclconque  (!■'»),  et,  en  particulier, 
pour  une  droite  pivotant  autour  d’un  point  fixe  S,  et  qui 
emporterait,  dans  sa  rotation  continue  et  uniforme,  l’axe  AB 
des  abscisses,  passant  alors  par  ce  pôle  S,  distinct  ou  non  de 
l’origine  a des  abscisses. 

Or,  le  pivotement  du  rayon  vecteur  Sx'  pouvant  lui-même 
s’opérer  dans  un  sens  rétrograde,  il  en  résulte  une  double 
indéternTination  de  signe,  ([u’on  ne  peut  éviter  qu'en  fixant, 
une  fois  pour  toutes,  le  sens  positif  de  la  rotation  de  Sx';  de 
sorte  que  l’origine  «,  si  on  la  supposait  relativement  fixe  à 
l’égard  du  pôle  S,  parcourrait  une  circonférence  de, cercle,  tan- 
dis (jne  l’extrémité  x de  l’abscisse  variable  ax,  décrirait  elle- 
même  une  ligne  continue  distincte  de  cette  circonférence,  et 
qui,  dans  l’bypotbèsc  particidière  de  la  relation  ci-dessus 

ax  — U',  soit  x=rfc/i,  ou  plus  généralement  dans  le  cas  où 
le  point  a,  situé  lui-même  ii  une  distance  variable  du  pôle, 
serait  assujetti  à demeurer  sur  une  courbe  ou  surface  direc- 
trice donnée,  parcourrait  une  autre  ligne  ou  surface  jouissant 
de  propriétés  étroitemept  liées  à celles  de  la  directrice,  et 
dont  les  plus  simples  avaient  déjà  occupé  les  Anciens  (*). 


pôle  et  la  droite  qui,  l’unissant  au  premier,  représente  tous  les  points  à 
l’infini  de  ce  dernier  système.  Pour  le  cas  de  trois  coordonnées,  on  au- 
rait trois  pôles  et  un  plan  polaire  à considérer,  etc. 

(*)  Cette  classe  fort  étenduo  comprend  non-seulement  la  loiichnulc 
de  Nicomède,  la  cissoïde  de  Diodes,  la  spirale  de  Conon  et  d’Archimède, 
mais  un  grand  nombre  d'autres  lignes  à circonvolutions  simples  ou  mul- 
tiples, dont  je  me  suis  occupé  avec  une  sorte  de.  persévérance  exclusive, 
pendant  mon  séjour  en  1808  et  1809  à l'Éccle  Polyiccliniquo,  à propos 
des  recherches  sur  la  projection  des  courbes  do  séparation  d’ombre  et  do 
lumière  de  la  vis,  mentionnées  aux  pages  447  à 4ôe  éu  tome  1"  de  ces 
Applications;  courbes  dans  lesquelle.s  le  pôle  fixe  des  -rayons  vecteurs  et 
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M ais  laissant  là  ces  généralités,  revenons  à l’objet  de  nos 
précédentes  études  relatives  à la  détermination,  à priori,  des 
points  ap|)artcnant  à une  droite  mobile  autour  d‘un  pôle  fixe. 

90.  Les  discussions  et  les  exemples  qui  se  rapportent  à 
celte  détermination,  nous  ont  naturellement  amenés  à exami- 
ner les  problèmes  indéterminés  de  la  (iéometrie  sous  le  point 
de  vue  le  plus  général  possible.  Cependant  nous  étions  partis 
de  riiypoibèsc,  toute  particulière,  où  les  objets  donnés  de  la 


des  appliipiécs  pivotantes  est,  selon  les  circonslanres,  un  point  singulier 
multiple,  de  rebroussement,  isolé  ou  conjugué,  etc.,  dans  lequel  diverses 
branches  bouclées  et  leurs  npplirjuccs  pimtantes,  réelles  ou  imaginaires, 
se  trouvent  confondues  avec  le  [>éle.  Ces  faits,  que  l'Analyse  algébrique 
des  roordonn>ics  laisse  diflicilement  et  confusément  apercevoir,  la  (icomé- 
trie  de  l’es[)ace,  ou,  plus  spécialement,  la  projection  des  courbes  à double 
courbure  et  des  intersections  de  surfaces,  dont  on  s’occupait  beaucoup 
dans  rftcole  de  Monge,  en  donnait  une  intuition  Irês-rlaire,  qui  ne  pou- 
vait d’ailleurs  comprendre  les  points  d’inflexion  à changement  de  sens  ou 
de  signe  de  la  courbure  des  lignes,  li'quel  constitue  une  sorte  de  rebrous- 
sement dans  la  direction  angulaire  cl  l'inclinaison  variable  des  tangentes 
aux  lignes  continues. 

La  discussion  des  courbes  planes  à point  polaire  multiple,  par  l’examen 
attentif  du  mouvement  graduel  d’un  point  générateur  mobile  sur  une 
droite  tournant  elle-même  continûment  soit  dans  un  sens,  soit  dans  le 
sens  contraire  non  moins  utile  à considérer  dans  la  génération  de  certaines 
courbes  transcendantes,  celle  discussion,  dis-je,  m’avait  beaucoup  préoc- 
cupé dès  l’époque  de  1808,  et  sans  aucun  doute,  je  dois  à ce  genre  épi- 
neux d’exercices  les  premières  notions  un  peu  nettes,  que  j'aie  acquises 
sur  la  loi  elle  principe  do  continuité  dont  je  me  suis  depuis  occupé  d'une 
manière  toute  sysicialo  dans  le  Cahier  ci-après. 

(juant  à une  longue  note  que  j’avais  anciennement  écrite  sur  les  coor- 
données polaires  en  usage,  je  me  borne  à faire  remarquer  qu  elle  avait 
princi|ialement  pour  but  de  montrer  qu’en  réduisant,  comme  l'a  fait  au- 
trefois M.  Cauchy  et,  avant  lui,  M.  Hiot  {Géonwtric  timilyliqiic),\à  discus- 
sion des  é^)uations  polaires  de  l'ellipse  cl  de  l’hyperbole,  à l’examen  des 
angles  île  rayons  vecteurs  compris  entre  o et  ïoo  degrés,  on  rompait 
toute  continuité  dans  la  description  de  ces  courbes  par  le  point  généra- 
teur; ce  qui  arriverait  à fortiori  pour  les  lignes  à évolutions  multiples 
dont  j’ai  précédemment  parlé,  et  à l'égard  desquelles  oh  doit  non-seulement 
considérer  une  rotation  de  400  degrés  du  rayon  vecteur,  mais  encore  une 
infinilé  de  rotations  pareilles  dans  le  sens  positif  et  négatif. 
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figure  seraient  constants  de  grandeur  et  de  position;  mais  il 
est  évident,  quand  bien  même  les  constantes  en  question  se- 
raient supposées  mobiles,  que  rien  ne  serait  changé  dans  les 
conséquences  relatives  aux  signes  de  position.  En  effet,  ptîlir 
un  même  sjstême,  les  quantités  constantes,  quelles  que  soient 
les  positions  qu’elles  prennent,  ne  pouvant  devenir  ni  nulles 
ni  infinies,  conservent  nécessairement  le  même  signe  impli- 
cite, ou  ne  sauraient  devenir  inverses  par  elles-mêmes,  de 
sorte  que  rien  n’est  changé  dans  les  conséquences  dont  il 
s’agit,  les  variables  auxiliaires  qui  déterminent  chacune  des 
positions  du  système  et  les  variables  réellement  inconnues 
qui  s’en  déduisent  pouvant  seules  devenir  inverses  et  changer 
de  signe  et  de  sens  avec  le  changement  de  position.  Cependant 
il  peut  se  faire  encore  que  certaines  constantes  soient  incon- 
nues de  situation;  dans  ce  cas  on  pourrait  éprouver  des  diffi- 
cultés dans  l’intérprétation  des  signes  des  résultats  algébriques; 
c’est  ce  qui  arriverait  en  particulier  si  l’une  des  constantes  était 
la  distance  comprise  entre  deux  points  inconnus  et  mobiles. 
Eclaircissons  ceci  par  un  dernier  exemple. 

91.  PnonLÈME.  — On  demande  (_/%.  iSy)  k le  lieu  des  poinUs  ^ et  >■ 
» situés  deux  à deux  sur  des  droites  .iD,  passant  par  un  pôle  ou  point 

Fie-  >37. 


I)  li\e  -V  de  la  droite  immobile  et  indéfinie  AB,  ce  couple  de-ix)ints  .r  et  ) 
h remplissant  d’ailleurs  les  conditions  suivantes 

xy  = sy  — j.r=K,  .< A..tB.  n 

De  CPS  équations  on  tire  séparément, 

S.V  = — ± 4'rA..i  U,  = ^ K±  ^ /K'-)-  A.iB, 

. II.  ■ 17 
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l'orniules  dans  lesquelles  les  signes  des  radicaux  se  correspondent  respec- 

livenient. 

r.omme  sx  comporte  deux  valeurs,  l'une  positive,  l'autre  négative,  il 
exijile  nécessairement  deux  [loints  .r  répondant  à un  même  rayon  .«D: 
l'un  à droite  du  ]ioint  s comme  on  l’avait  supposé,  l’autre  à gauche  du 
même  point  en  x,;  les  deux  distances  sx,  sx,,  étant  inégales,  chacun  des 
points  correspondants  décrira  une  circonférence  de  cercle  particulière 
autour  du  pôle  ou  centre  s.  Les  mêmes  choses  ont  lieu  pour  le  couple 
des  points  y et  y,  ; mais  ce  qu'il  y a de  remarquable  ici,  c’est  que  les 
cercles  qui  leur  correspondent  se  confondent  respectivement  avec  ceux 
des  points  x et  x, , en  sorte  que  la  série  de  tous  les  points  inconnus  et 
mobiles  se  trouve  distribuée  sur  deux  circonférences  de  cercle  uniques. 

^..Remarques  et  rliscussions. — On  sera  peut-être  surpris  du  renver- 
sement qui  se  produit  dans  la  position  respective  des  points  x et  y;  c^'ir 
il  serait  naturel  do  croire  que  les  deux  autres  x,  et/,  dussent,  à l’égard 
de  l’origine  s,  se  trouver  dans  la  même  condition  que  les  premiers,  qui 
répondent  directement  à la  question  telle  qu’elle  a été  jKiséc. 

En  effet,  si  l’on  avait  mis  le  problème  en  équation  dans  l’hypothèse 
où  X et  /•  se  trouveraient  tous  les  deux  à gauche  de  s,  on  aurait  évidem- 
ment obtenu  les  mômes  racines  que  ci-dessus.  Mais  il  faut  observer  que 
le  problème  mis  en  équation  dans  la  nouvelle  hypothèse,  aurait  réelle- 
ment différé  de  celui  qui  a été  résolu  tout  d’abord;  la  raison  en  est 
qu’alors  on  supposait  la  constante  K essentiellement  positive  et  invariable 
de  sens  ou  de  signe;  or  il  est  aisé  d’apercevoir  que  cette  nouvelle  hypo- 
thè.se  exige,  au  contraire,  que  K ou  xy  en  change. 

Supposons,  en  premier  lieu,  que  x prenne  lu  position  x,  {Jîg.  i38)  on 


Fig.  i38. 


passant  par  s,  sx  deviendra  seule  inverse  dans  la  relation  primitive 
sy  — .ïx  = K,  de  sorte  qu’on  aura 

XX,  = K. 

Supposons,  on  second  lieu,  que  /■  passe  par  l’origine  s,  sy  deviendra  à 
son  tour  inverse,  mais  x,y  restera  directe,  tant  que  y n’aura  pas  dé- 
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passé  X, , position  correspondante  à celle  qu’a  donnée  ci-dessus  le  calcul  , 
algébrique.  Si,  enfin,  le  point  j passe  au  delà  du  point  x,  en  ^r, , non- 
seulement  .y  sera  devenu  inverse,  mais  encore  lui-méme,  do  sorte 
qu’on  aura 

• — y,  + .tjr,=  — = — K. 

La  seconde  hypothèse  revient  encore,  en  elTet,  à changer  le  signe  do 
la  constante  K ou  à supposer  xy  inverse.  C’est  donc  réellement  changer 
la  nature  du  problème  d'abord  mis  en  éfjuation,  puisque  nous  sommes 
partis  do  la  supposition  que  les  constantes  étaient  invariables  de  signe. 
Mais,  à proprement  parler,  on  voit  ici  que  la  relation 

.ty — IX  = K, 

par  la  raison  que  K y est  considéré  comme  constant,  est  véritablement  une 
équation  étrangère  à la  position,  dans  le  genre  do  celle  que  nous  avons 
plusieurs  fois  déjà  eu  à examiner. 

Pour  qu’elle  devînt  une  relation  à la  fois  de  grandeur  et  de  position,  il 
faudrait  admettre  que  K pùt,  tout  à la  fois  aussi,  y changer  do  signe  et 
conserver  un  signe  propre;  or  c'est  ce  qui  est  vraiment  impossible  à 
priori,  puisque,  par  hypothèse,  la  position  de  la  distance  correspon- 
dante est  encore  inconnue.  Pour  savoir  à quoi  répond  l’hypothi'sc  de  K 
invariable  de  grandeur  et  do  signe,  on  peut  imaginer  que  la  longueur 
constante  x>-  = K glisse  vers  l’origine  sans  changer  de  grandeur  et  de 
sens,  sans  devenir  inverse,  mais  aussi  sa  situation  n’aura  pas  changé  à 
l’égard  du  re|)èro  extérieur  I),  car  l’ordre  primitif  était  Djx,  et  le  nou- 
veau D >-,x, , c’est-à-dire  le  même.  Supiwser  donc  à priori  K invariable, 
c’est  admettre  qu’il  glisse  sans  renversement. 

93.  Conséquences.  — L’Analyse  algébrique,  en  apprenant 
(|ue  l’ordre  des  points  x,  j est  renversé,  ne  donne  rien  qui 
ne  soit  parfaitement  exact  et  conforme  aux  hypothèses  établies 
sur  les  équations  primitives;  elle  fournit  les  solutions  qui 
correspondent  véritablement  à ces  équations  et  par  consé- 
quent au  problème  tel  qu’il  a été  posé.  I,a  difficulté  que  ce 
• problème  présente  vient  absolument  de  ce  qu’en  convbinanl 
les  données  du  calcul  avec  les  notions  de  la  Géométrie,  on 
veut  regarder  comme  appartenant  à une  seule  et  même  ques- 
tion, des  solutions  ou  des  points  qui  appartiennent  à plusieurs 
systèmes  distincts  et  séparables  par  des  conditions  en  elles- 
mêmes  différentes. 

D’un  autre  cèté,  en  s’en  tenant  aux  aperçus  purement 
géométriques,  il  arrive  aussi  que  l’on  restreint  le  nombre  des 

■7- 
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solutions  possibles  du  problème,  tandis  que  l’Analyse  algé- 
bri(iue  apprend  qu’il  en  existe  davantage.  Il  est  ineonteslablc 
d’ailleurs  que  les  solutions  fournies  par  l’Algèbre  résolvent 
toujours  le  problème  tel  qu’il  a été  mis  en  écjualion. 

9i.  Solutions  multiples  ihi  même  problème.  — Pour  mieux  faire  voir 
encore,  sur  l'exemple  qui  précède,  comment  un  mémo  énoncé  peut  ren- 
fermer plusieurs  questions  distinctes,  nous  supposerons  (fit;.  13g)  que,  au 
lieu  de  prendre  les  points  jc  et  y tous  deux  à la  droite  du  point  s pour 

Fin-  >39. 


/n 


mettre  le  problème  en  équation,  on  les  ait  choisis  arbitrairement  l’un  à 
gauche  et  l'autre  à droite  de  ce  point;  les  équations  de  condition  devien- 
nent alors 

,îx-t--y=K, 
et  donnent  séparément 

xx  = ^K±^V^K“ — 4-r-^-xB,  sy=  ^ K cpiy'K’  — 4^A.v6. 

Dans  ces  expressions,  le  signe  supérieur  et  le  signe  inférieur  se  corres- 
pondent respeclivement. 

Comme  on  le  voit,  elles  diffèrent  totalement  do  celles  qui  ont  été  obte-' 
nues  dans  la  première  hy[>othèse,  en  sorte  que  les  points  x et  y,  x,  et  r, 
qu’elles  fournissent  ont  dos  positions  très-distincles  de  celles  qu’ils  avaient 
alors,  les  circonférences  qui  leur  correspondent  étant  aussi  ditTérentes. 

Du  reste,  les  remarques  déjà  faites  ci-dessus, s'appliiiuent  à cette  nouvelle 
hypothèse.  Le  problème,  dans  son  énoncé  général,  a véritablement  quatre 
systèmes  distincts  de  solutions,  soit  au  point  de  vue  géométrique,  soit 
au  point  de  vue  algébrique.  On  pourrait  réduire  ces  quatre  systèmes 
à deux  seulement,  si  l'on  regardait  le  signe  de  la  constante  K comme  in- 
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«lütcrminé;  or  rien  n’csl  plus  naturel,  puisque,  en  effet,  la  position  ou 
direction  correspondante  de  l’axe  mobile  xy  est  cllo-mèmo  inconnue. 
Ainsi  les  deux  premiers  systèmes  de  solution  seraient  représentés  par 

SX—  ±-  K ±-i/K’+4-rA..vB,  sy=  T-  K ±-v^K'  + 4-»  A..vB, 

■2  2 a 2 

et  les  deux  derniers  par 

rj'  = ± - K ± - v^K'  — 4.ï.\.  vB,  .y-  = ± - K ^ - v/K’  — 4 ■' Â.i  B, 

les  signes  su|)érieurs  se  correspondant  respectivement  dans  chaque  groupe 
de  formules  ; la  mémo  remar(|ue  est  applicable  à tous  les  cas  possibles  où 
les  constantes  seraient  censées  mobiles  et  entièrement  indéterminées  de 
situation,  ce  qui,  pour  embrasser  algébriquement  tous  les  systèmes  de 
solutions  en  un  seul,  exigerait  qu’on  appliquât  le  double  signe  ± à ces 
constantes,  soit  ici  à K et  au  rectangle  également  donné  SA. SB. 

Problèmes  déterminés  oti  les  points  inconnus  dépendent 
de  la  rencontre  de  lieux  géométriques. 

95.  Règles  à suivre  en  général  dans  la  solution  des  pro- 
blèmes. — Pour  terminer  ce  que  nous  avions  à dire  de  parti- 
culier sur  les  diflicultés  inhérentes  à l’interprétation,  à l’ap- 
plication de  la  règle  des  signes  aux  solutions  algébriques  des 
diverses  questions  de  la  Géométrie,  il  ne  nous  reste  plus  qu’à 
nous  occuper  de  celles  de  ces  questions  où  les  distances 
cherchées  sont  tout  à la  fois  inconnues  dé  grandeur  et  de 
direction.  .Après  tout  ce  que  nous  venons  de  dire  des  pro- 
blèmes indéterminés,  nous  n’éprouverons  aucune  peine  à ré- 
soudre les  difficultés  (jui  pourraient  se  présenter. 

En  effet,  le  but  qu’il  s’agit  d’atteindre  dans  toute  question 
géométrique  est  en  dénuitive,  la  détermination  d’un  certain 
point  de  la  figure  dont  la  position  est  actuellement  inconnue, 
mais  dont  U dépendance  avec  les  autres  objets  de  cette  figure 
est  définie  par  des  relations  métriques  ou  descriptives  expli- 
citement énoncées.  Or,  cette  détermination  exige  que  le  point 
cherché  se  trouve,  soit  à l’intersection  de  deux  lignes  connues 
ou  pouvant  être  considérées  comme  telles,  quand  tous  les 
objets  de  la  figure  sont  situés  dans  un  même  plan;  soit  à 
l’intersection  de’  trois  surfaces  données  ou  à la  rencontre 
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d’une  ligne  et  d’une  surface  données  (|uand  les  objets  de  la 

figure  sont  situés  d’une  manière  quelconque  dans  l’espace. 

C’est  donc  à la  recherche  de  ces  systèmes  de  lignes  ou  de 
surfaces  que  se  réduit  finalement  toute  espèce  de  problèmes 
déterminés.  Fort  souvent,  l’une  de  ces  lignes  ou  surfaces  est 
donnée  par  les  conditions  mêmes  du  problème,  comme  il  ar- 
rive, par  exemple,  quand  on  demande  sur  une  circonférence 
de  cercle  un  point  qui  remplisse  une  certaine  condition  ; alors, 
en  effet,  on  n’a  plus  qu’à  s’occuper  de  la  recherche  d’une  autre 
ligne  qui  contienne  simultanément  ce  point.  Or  celte  ligne 
doit  être  telle,  que  chacun  de  scs  points  jouisse,  en  particu- 
lier, de  la  propriété  même  qui  appartient  à celui-ci,  d'après 
l’énoncé  du  problème. 

96.  Si  la  propriété  dont  il  s’agit  est  purement  métrique  ou 
algébrique,  il  pourra  se  présenter  les  mêmes  difficultés  <|ue 
celles  déjà  reconnues  et  étudiées  dans  ce  qui  précède,  relative- 
ment au  nombre  des  systèmes  de  lignes  ou  de  surfaces  qui  rem- 
plissent réellement  les  conditions  énoncées.  Dans  ces  circon- 
stances, on  résoudra  toujours  les  difficultés  en  ayant  soin  de 
distinguer  les  divers  systèmes  de  solutions  et  de  ne  choisir 
que  celui  ou  ceux  qui  remplissent  strictement  les  conditions 
de  l’énoncé. 

Si,  au  lieu  de  connaître  à priori  l’une  des  lignes  ou  des  sur- 
faces qui  renferment  le  point  cherché,  on  connaissait  simple- 
ment la  relation  ou  la  propriété  <iui  appartient  individuelle- 
ment à chacun  de  ses  points  générateurs,  il  faudrait  prendre 
les  mômes  précautions  que  dans  les  exemples  très-simples  qui 
précèdent.  Quand  deux  lignes  sont  ainsi  définies  par  les  pro- 
priétés métriques  qui  les  caractérisent,  leurs  intersections 
communes  sont  nécessairement  déterminées  aussi  de  situa- 
tion; mais,  pour  l’être  implicitement,  elles  ne  le  sont  pas  tou- 
jours d’une  manière  explicite  et  propre,  par  exemple,  à faire 
trouver  au  besoin  tout  ce  qui  leur  appartient 

Les  procédés  au  moyen  desquels  on  peut  ainsi  faire  ressortir 
de  deux  ou  plusieurs  relations  métriques  données  tout  ce  qui 
doit  appartenir  à leur  système,  constituent  un  art  très-difficile 
et  qui  demande  une  sagacité  toute  particulière  de  la  part  des 
géomètres.  I.es  transformations  algébriques  y sont  d’une  né- 
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cessilé  souvent  presque  indispensable,  mais  on  ne  doit  pas  s’y 
abandonner  sans  réserve,  et  croire,  qu'elles  puissent  toujours 
se  suffire  à elles-mêmes;  il  convient  de  ne  s’en  servir  que 
comme  d’utiles  auxiliaires,  non  pour  diriger,  mais  pour  abréger 
le  raisonnement. 

97,  Au  surplus,  dès  l’instant  où  les  équations  algébriques  que 
l’on  a posées  définissent  véritablement  le  système  examiné, 
les  résultats  qui  s’en  déduisent  par  des  transformations  licites 
conviennent  parfaitement  aussi  à ce  système,  elles  ne  disent  ni 
plus  ni  moins  que  les  équations  primitives,  et  si  ces  dernières 
sont  circonscrites  dans  les  seules  conditions  de  l’énoncé  ver- 
bal du  problème,  les  transformées  et  les  résultats  le  sont 
aussi  et  ne  donnent  rien  qui  lui  soit  étranger.  Les  difficultés 
qu’on  éprouve  souvent  à reporter  ces  résultats  sur  la  figure 
proposée  et  à les  interpréter  géométriquement  ne  proviennent 
nullement  du  fait  même  de  l’Analyse  algébrique,  mais  bien 
de  la  manière  restreinte  dont  on  peut  envisager  la  question 
au  point  de  vue  géométrique,  et  souvent  aussi  de  la  facilité 
avec  laquelle  il  arrive  do  confondre  le  système  réellement 
supposé  dans  la  mise  en  équation,  avec  les  systèmes  plus  ou 
moins  analogues,  quoique  non  dérivés  d’un  même  mode  de 
génération  continue,  ce  qui  fait  qu’on  applique  à l’un  d’eux  ce 
qui  n’appartient  qu’à  l’autre,  et  inversement. 

Cette  confusion  n’a  plus  lieu  quand  on  a l’attention  de  circon- 
scrire la  mise  en  équation  dans  les  véritables  limites  de  l’é- 
noncé, et  réciproquement  quand  il  s’agira  d’interpréter,  de 
découvrir  la  signification  du  résultat  final,  on  devra  remonter 
aux  équations  primitives  dont  il  émane  algébriquement,  pour 
reconnaître  à posteriori  la  figure  à laquelle  il  correspond  effec- 
tivement, et  la  distinguer  de  toutes  ses  analogues,  qui  en  sont 
séparables  et  distinctes  au  point  de  vue  du  principe  de  conti- 
nuité et  de  la  loi  des  signes  de  position. 

98.  Sur  la  mise  en  équation. — Ce  qu’il  y a de  plus  diffi- 
cile dans  la  solution  analytique  d’un  problème,  c’est  donc  la 
mise  en  équation;  si  cette  mise  en  é(|uation  a été  bien  faite, 
si  le  système  d’équations  obtenu  appartient  réellement  à 
l’énoncé  verbal,  et  ne  dit  ni  plus  ni  moins  que  cet  énoncé, 


Digitized  by  Google 


ïG4  111'  CAHIEU.  - SUR  LA  LOI  DES  SIGNES 

les  résullais  sci  onl  iiiimédialcmcnl  ap[)licables,  sans  rcslric- 

lion,  à la  question  proposée. 

Il  faut  avoir  bien  soin,  dans  tous  les  cas,  de  ne  pas  com- 
biner arbiirairemenl  et  inutilement  les  données  ordinaires  de 
la  Géométrie  avec  celles  de  l’Analyse  algébrique,  afin  de  pou- 
voir prononcer  sur  l’état  véritable  de  la  ligure  d’après  la  con- 
naissance des  racines  obtenues;  surtout  il  faut  être  sûr  que  le 
système  de  ces  racines  est  complet  à l’égard  des  parties  con- 
stitutives de  celte  figure.  En  effet,  s’il  reste  encore  quelque 
chose  d’indéterminé  dans  le  système  des  constructions,  il  n’est 
plus  permis  de  se  prononcer  sur  l’état  véritable  de  ce  système, 
soit  géométriquement,  soit  algébriquement,  sans  risquer  de 
tomber  dans  des  conséquences  en  contradiction  plus  oii  moins 
manifeste  avec  les  idées  admises  et  ce  qui  se  passe  effective- 
ment dans  la  figure  dont  on  s’occupe. 

üffrons-en  divers  exemples  très-simples  de  Géométrie. 

09.  1"  Exemjilc.  — o ahc  i4o)  est  un  triangle  dont  les  Iruis 

1^0. 


/c,  ■ 


» cèles  sont  donnés  ; on  demande  quel  est  le  pied  .r  de  la  per|wndicu- 
n lairo  ex,  abaissée  de  son  sommet  c sur  la  base  nh.  » 

Un  Ihéorème  bien  connu  de  la  Géométrie  élémeulairc  donne,  entre 
autres, 

— > — î — I 

, ne  — n/>  — br 

bx  = , ; 

. ïnu 

celle  e.xprossion  élanl  toiijoui’S  réelle,  on  pourrait  en  conclure,  au  pre- 
mier aspect,  (pie  l étal  de  la  figure  est  aussi  toujours  réel  ; notion  con- 
traire aux  faits  connus  de  cotte  Géométrie,  qui  nous  apprennent  que,  si 
le  triangle  est  inconstructible.  Par  c'ontre,  s'il  s'agissait 
de  prononcer  sur  rexistence  géométrique  du  point  .r,  on  serait  conduil 
aniriiier  (|ue- ce  point  cesse  d'exister  quand  le  triangle  ou  le  sommet  r 
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devient  impossible.  Mais  ccs  contradictions  disparaissent  quand  on  joint 
à la  première  relation,  celle-ci 

l/c  = r.c  -I-  b,c  ; 

car  alors  on  en  déduit  In  valeur  de  cj-  nécessaire  (lour  déterminer  entiè- 
rement la  pasition  du  sommet  c,  et  jiar  conséquent  la  forme  du  triangle. 
•Aussi  apprend-on  (pie,  ])our  le  cas  de  al/y-ar  + ib,  la  longueur  sinon  la 
l>osition  ou  direction  indéfinie  de  cette  |)crpendiculaire  est  imaginaire. 

Néanmoins  il  se  présente  ici  une  dillicullé,  car  l'.Analyse  algébriiiue 
donne  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  pour  ac,  tamlis  que 
géométriquement  il  semble  qn’il  n’en  existe  qu'une  seule;  or  celte  dif- 
licullé  disparait  à son  tour,  si  l'on  observe  ijiio,  dès  l’instant  où  l’on  re- 
cherrhe  la  valeur  algébrique  de  la  perpendiculaire  ex  inconnue  de  grandeur 
et  de  position,  l’Algèbre,  par  sa  nature  intime,  donne  nécessairement,  à 
la  fois,  et  la  distance  et  le  signe  de  position  ou  de  corrélation. 

Si,  au  contraire,  on  suppose  la  situation  donnée,  c’est  n’admettre  de 
racines  que  celles  qui  sont  positives  et  absolues.  Donc  si,  dans  la  que.stion  < 
précéilenle,  on  suppose  la  hauteur  du  triangle  nbr  inconnue  à la  fois  de 
grandeur  et  de  situation,  c’est  admettre  implicitement  ipie  ce  triangle 
soit  seulement  donné  [lar  la  grandeur  de  ses  côtés  et  la  position  de  ab, 
et  il  parait  bien  visible  qu’à  une  même  base  «ô  correspondent  effective- 
ment deux  triangles  abc,  abc,  dont  les  sommets  c et  c,  sont  placés  d’une 
manière  symétrique  par  rapport  à cette  base. 

100.  Henmnfues. — Pareilles  choses  arrivent  dans  les  diverses 
t|iieslions  oi'i  les  données  ne  suffisent  pas  pour  construire 
géoinétri(|iicnicnl  la  position  du  système,  ainsi  rptedans  toutes 
celles  où  les  relations  métriques,  les  équations  ne  sont  pas  en 
nombre  suffisant  pour  déterminer  les  différentes  parties  (|u’on 
regarde  comme  inconnues.  Quand  ces  inconnues  et  les  don- 
nées se  mesurent  toutes  sur  une  droite  fixe  à partir  de  points 
également  fixes  ou  donnés,  les  mêmes  difficultés  d’interpréta- 
tion des  résultats  algébriques  ne  sauraient  avoir  lieu,  comme 
on  l’a  vu,  du  moins  quant  aux  signes  de  position  des  distances 
inconiuies. 

Dans  toute  autre  circonstance,  il  sera  impossible  de  rien 
prononacr  sur  la  position  des  points  correspondants,  et,  je  le 
répète,  ce  tpie  l’on  pourra  seulement  affirmer,  c’est  que  les 
points  inconnus  se  trouvent  nécessairement  sur  certaines 
lignes  algébriquement  ou  géométri(|uemenl  définies  par  les 
eomlitions  et  les  solutions  du  problème.  , 
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lOI.  11‘  Exciiipla.—  « Que  l’on  se  donne,  en  grandeur  et  en  direction 
» indélinie,  les  deux  pelils  côtés  sa  et  ah  d’un.lriangle  sah  reeliin^le  en  a 
" {fin-  '4')  et  qu’on  demaiule  la  grandeur  et  la  position  do  l'hypoté- 
1)  mise  sb.  Si 

On  trouve  pour  résultat  algébrique 

/—l  — î 

\(}  = rt  V v<7  4“  , 

expression  toujours  réelle  et  qui  indique,  si  d’ailleurs  on  ne  veut  pas 
combiner  directement  les  données  de  la  Géométrie  avec  celles  de  l'Ana- 
lyse des  coordonnées  ordinaires,  que  le  sommet  b,  considéré  comme  in- 
connu do  position  sur  1a  direction  indéfinie  de  la  droite  sb,  elle-même 
indéterminée  do  position  autour  du  point  fixe  s,  se  trouve  quelque  part 

Fi(;.  1.1 1- 


! 

l 

! 


/ 


sur  une  circonférence  de  cercle  décrite  de  ce  point  s comme  centre,  avec 
2 ^ 

un  rayon  \ sn  . L’Analyse  algébrique  indicjue  en  môme  temps  que, 

pour  obtenir  deux  points  b’  et  //,  de  cefle  circonférence  appartenant  à une 
direction  quelconque  sb'  do  la  droite  indéfinie  qui  les  renferme,  il  faut  por- 
ter la  valeur  du  radical  à gauche  et  a droite  de  l'origine  fixe  .v. 

% 

102.  Si  les  côtés  sa  et  ah  étaient  donnés  à priori  en  grandeur  et  en 
direction,  le  triangle  abs  serait  par  lô  môme  connu  de  position  dans  toutes 
scs  parties,  et  il  ne  resterait  qu’à  calculer  la  grandeur  absolue  de  son 
hypoténuse,  sans  égard  au  double  signe  du  radical;  mais  il  en  est  tout 
autrement  au  double  point  de  vue  géométrique  et  algorithmique  de  la 
génération  continue  de  cette  grandeur,  qui  peut  avoir  lieu  de  s vers  b, 
ou  inversement  de  h vers  r ( i et  S).  A fortiori  en  est-il  ainsi  dans  les 
conditions  de  l'énoncé  ci-dessus,  où  l’origine  s de  l’hypoténuse,  la  posi- 
tion du  côté  sa  et  la  direction  indéfinie  du  côté  ab  sont  seules  données  à 
priori,  mais  non  le  sens  ou  le  signe  algorithmique.  Do  plus,  comme  l’hy- 
,poténuse  sb  est  elle-même  indéterminée  de  sens  et  de  direction  aii- 
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U)ur  du  point  s,  la  formule  al('ébriquc  ci-dessus  indique  uniquement  1rs 
rayons  opposés  de  l’une  quelconque  des  diamétrales  d’un  cercle. 

Donc  aussi  les  intersections  b et  de  la  circonférence  dont  il  s’agit 
avec  la  direction  indéfinie  du  côté  itb,  font  connaître  les  positions  uniques 
du  sommet  b du  triangle  cherché. 

103.  Remar'jurs  diverses.  — Le  nombre  des  solutions  ainsi  obtenues 
est  précisément  égal  à celui  des  racines  algébriques,  mais  il  en  serait 
tout  autrement  si,  [lar  exemple,  le  sommet  b devait  se  trouver  sur  une 
section  conique  donnée,  auquel  cas  les  intersections  de  la  circonférence 
des,  points  b avec  cette  section  conique  pourraient  être  quadruples;  mais  ' 

— 2 — 2 — 2 

alors  mémo  l’équation  sb  = .sa  -\-bfi  exprimerait  une  condition  étrangère 
au  système  de  cette  conique. 

D’autre  part,  011  peut  se  demander  pour  le  cas  actuel  où  cette  môme 
relation  exprime  une  véritable  propriété  de  situation  du  triangle  rectangle 
si  les  deux  uniques  solutions  .sb  et  s^  (Jig.  i4i)  correspondent  res- 
pectivement aux  signes  -+-  et  — du  radical  algébrique.  Or  cela  ne  saurait 
faire  l’objet  d’aucun  doute  d’après  les  considérations  géométriques  expo- 
sées au  n"*  6,  H,  15  (*). 

Pour  expliquer  dans  des  cas  semblables  le  double  signe  d'une  distance 
telle  que  sb,  M.  Gaudin  (ouvrage  déjà  cité  p.  57)’ admet  que  la  valeur  po- 
sitive appartenant  réellement  à la  ligne  donnée  ab,  la  valeur  négative  doit 
correspondre  à une  droite  indéfinie,  symétrique  à ab,  par  rapport  au 
point  fixe  s.  Sans  insister  sur  cette  manière^  incomplète  d'envisager  la 
question,  je' ferai  seulement  remarquer  qu’ici,  à la  vérité,  la  relation 

— 2 — 2 —2 

.sb  = as  -f-  ba  étant  invariable  dans  ses  signes,  quelle  que  soit  la  position 
relative  des  côtés  du  triangle  inconnu,  on  peut  bien  admettre  que  les 
triangles  qui  lui  sont  symétriquement  op|)osés  par  le  sommet  s et  («r  la 
base  ab,  puissent  remplir  lu  condition,  mais  alors  aussi  ce  serait  admettre 
que  les  racines  obtenues  appartiennent  à un  triangle  rectangle  et  à des 
données  ayant  une  situation  différente  de  celles  qu’on  leur  a primitive- 
ment supposées;  ce  qui  me  parait  être  une  fausse  interprétation  du  ré- 
sultat do  l'Analyse  algébrique  dans  les  hypothèses  actuelles,  et  même 
dans  celles  du  problème  que  s’est  proposé  M.  Gaudin  (art.  30),  qui,  au 
lieu  de  la  droite  indélinie  bap  de  la  Jig.  i4i,  considère  une  circonférence 
de  cercle  quelconque  passant  par  le  point  donné  ,t,  et  no  s’occupe  nulle- 
ment d’ailleurs  de  l’oppo.sition  de  signes  des  longueurs  .sb  et  ^|i. 


('  ) Je  supprime  ici  la  longue  itiscassiuii  par  laquelle  je  démunirais  la  vérité 
do  cette  asaertion,  et  me  home  à renvoyer  aux  articles  de  ce  ( allier  qui  démon- 
trent clairement  que,  dans  l'hypothese  où  la  rotation  du  rayon  positif  ib  s’opère 
do  droite  à gauche  à partir  de  là  direction  sa,  <,3  doit  être  considéré  comme  né- 
aatifou  inverse. 
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Du  reste,  il  est  inconte.stable  en  soi  que  l'équation  algébri(]uc 

\b  = fis  -\-ba, 

invariable  dans  les  signes  de  position  des  distances  qui  y entrent,  doit, 
par  cela  même,  correspondre  à une  infinité  de  situations  et  do  questions 
relatives  aux  triangles  n-ctangles. 

10t.  ///'  Exemple.  — Si  l’on  demande  de  calculer  le  rayon  R du 
cercle  circonscrit  à un  triangle  abc  quelconque  [Jig.  i4>),  dont  a,  b,  c 

Fie.  '4*- 


h 


sont  les  cotés,  on  trouve,  en  résolvant  algébriquement,  une  é(iuulion  bien 
connue  : 

R=:^ 

+ (cj‘ -f- <>'  -1- c*  j- 

fornuile  invariable  où  les  côtés  peuvent  aussi  changer  de  signe  en  pre- 
nant des  directions  opposées  au  sens  primitivement  adopté.  Cependant, 
que  signilie  le  signe  négatif  fourni  par  le  calcul  algébrique? 

Nous  répondrons  qu’adopter  le  double  signe  du  radical,  c’est  admettre 
par  là  môme  implicitement  que  le  rayon  est  inconnu  tout  à la  fois  do 
grandeur  et  de  situation,  car  autrement  le  signe  négatif  n'aurait  plus  de 
sens,  géomélriipiement  parlant.  Supposons  donc  que  le  rayon  cherché  soit 
celui  ax  (Jig.  i^i)  <lont  l’extrémité  est  au  sommet  connu  a,  et  qu’on 
demande  la  position  du  centre  x-,  la  direction  do  ax  étant  entièrement 
indéterminée  par  hypotliésc,  la  double  valeur  trouvw  pour  R indique  le 
cüu|)le  de  rayons  opposés  relatifs  à l'une  quelconque  de  ces  directions, 
et  détermine  par  conséquent  un  cercle  qui  passant  par.r  a le  sommet 
fixe  a pour  centre. 

Mais  cela  no  sullit  nullement  pour  déterminer  le  point  inconnu  x de 
position,  et  il  est  néces-saire  de  recourir  à un  autre  sommet  c du  triangle 
abc.  supposé  fixe  comme  le  premier  a,  ce  qui  laisse  seulement  le  troi- 
sième sommet  b arbitraire  do  position,  et  place  le  centre  inconnu  x à l’in- 
lors(“clion  commune  des  cercles  décrits  de  a et  r comme  centres  avec  un 
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r.iyon  égal  à la  valeur  absolue  trouvée  pour  H.  Do  cette  façon,  on  ob- 
tient deux  (wints  .r,  j-,  symétriques  par  rap|>ort  au  côté  ac  et  remplissant 
les  conditions  prescrites;  ce  qui  doit  être,  puisque  l’on  n’a  point  encore 
fait  concourir  à la  détermination  du  point  x le  sommet  h du  triangle,  dont 
la  situation  reste  entièrement  arbitraire  en  conservant  toutes  les  autres 
données,  et  qui  [tout  ainsi  occuper  la  position  é,,  elle-même  syméiriciuo 
par  rajiport  au  côté  ne. 

• 

105.  Remarques  et  interprétations  diverses.  — En  général, 
dès  l'instant  où  l’on  cherche  analytiquement  dans  une  figure 
une  distance  quelconque  incoi^nue,  on  en  recherche  par  là 
même  à la  fois  la  grandeur  et  la  position.  Alors  il  est  naturel 
d’obtenir  deux  ou  plusieurs  valeurs  de  signes  algébriques  dis- 
tincts, réelles  ou  imaginaires,  quand  cette  distance  correspond 
à un  point  d’une  certaine  ligne  assignée  ou  non  de  position, 
puisque  dans  celte  circonstance,  la  direction  en  est  entière- 
ment indéterminée  et  arbitraire,  la  droite  prise  originairement  ’ 
pour  représenter  l’inconnue  pouvant  prendre  des  roules  dis- 
tinctes cl  opposées  même,  pour  arriver  à sa  véritable  position. 
Mais,  dans  tous  les  cas,  il  est  exact  cle  regarder  l’expression 
algébrique  qui  la  donne  comme  indiquant  une  courbe  (ici  le 
cercle),  qui  renferme  le  point  dont,  jusque-là,  la  position  est 
indéterminée. 

Au  surplus,  toutes  les  difficultés  relatives  à l’inierprélalion 
des  signes  algébriques,  disparaissent  dès  l’inslanl  où  l’on  se 
reporte  aux  hypothèses  sur  lesquelles  se  fondent  les  données 
et  . les  équations  primitives,  ce  dont  les  exercices  suivants 
montrent  divers  exemples  plus  ou  moins  analogues  au  précé- 
dent relatif  au  cercle  circonscrit  à un  triangle  donné:  ici,  en 
effet,  chaque  côté  offre  une  double  solution  dont  la  première, 
seule  est  à conserver,  l’autre  appartenant  à un  triangle  distinct 
du  [)roposé  par  le  signe  et  la  position  des  deux  derniers  côtés;  . 
signe  cl  position  dont  la  valeur  algébrique  de  H ne  saurait 
tenir  compte,  puisqu’elle  correspond  à tous  les  triangles  pos- 
sibles construits  avec  les  mêmes  côtés.  Voici  d’ailleurs  une 
autre  manière  d’interpréter  cette  double  solution,  qui  ne  se 
l)résente  pas  dans  la  détermination  linéaire  et  directe  du  cen- 
tre du  cercle  circonscrit,  due  aux  Anciens. 

106.  Süitrtèc  {Ji^.  143)  lo  triangle  dont  il  s’agit,  x lo  centre  inconnu 
du  cerrie  circonscrit;  du  sommet  b soit  abaissée  la  perpendiculaire  sur 
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la  base  ar,  cl  du  centre  x soit  mené  le  rayon  ax  et  la  perpendiculaire  xo 

au  côté  ah\  ce  côté  sera  divisé  en  deux  parties  égales  en  o,  et,  do  plus, 

Fin.  i13. 


les  triangles  rectangles  nox  et  h/H-  seront  semblables,  puis^pie  l'angle  au 
centre  x a même  mesure  (pie  l’angle  en  c;  on  aura  donc 

O J — R : no  — - nli  '.'.br\  lin  ; d’oÙ  R 
2 ' 

d’ailleurs  on  a aussi,  comme  on  sait, 

2 1 2 —2  2 2 . . 

— 2 i.nh  . nr  +7.nh  .oc  -t-20c  .hc  — nb  — ne  — hr 

¥ = — — i — 

4«c 

Telles  sont  les  équations  directes  de  la  question  proposée  ; l’une  et  l'autre 
de  ces  éipiations  exprime  des  propriétés  de  situation  du  système,  et  l’on 
voit  que  le  nombre  des  inconnues  est  alors  en  réalité  de  deux,  à savoir  : 
la  |>erpendiculaire  ô/i  et  le  rayon  que  l'on  cherche. 

Ici  il  n'est  nullement  ditlicilo  d’expliquer  l’origine  de  la  valeur  négative 
du  rayon  inconnu  nx  ou  R , elle  provient  évidemment  de  ce  que  la  perpen- 
diculaire bp  est  susceptible  du  double  signe  ± dans  lu  seconde  des  équa- 
tions ci-dessus,  quand  on  y regarde  celte  por|>endiculaire  clle-mémc 
comme  une  quantité  inconnue.  Or,  admettre  ce  double  signe,  c’est  par  là 
aussi  admettre  que  l'on  considère  à la  fois  cl  le  triangle  nbe  cl  le  triangle 
nb,c  qui  lui  est  égal  cl  symélriiiue  (*). 


nb . br 

Tbj7' 


(•)  Les  diTerses  rcni.nrqiies  <>t  rêltexions  qui  acconipagnnicnl  les  exemples  II' 
el  III®  des  n®*  10*  et  10-i,  étant  d’une  rédaction  obscure  et  par  trop  laconhiuc, 
j’ai  dû  on  développer,  sinon  modifier,  la  pensée,  comme  je  l’ai  fait  dans  d’autres 
oceasions  déjà  citées,  mais  sans  rien  toucher  aux  différents  modes  do  solution 
et  d’inlcrprétaliun  qui  constituent  cha((ue  exercice;  ces  modes  témoi|;nent  d’ail- 
leurs que,  à l’époque  de  iSifion  1817,  mes  idées  n’étaient  point  entièrement 
filées  au  sujet  de  l’interprétation  des  si|;ncs  alijébriques  dans  la  solution  des  pro- 
blèmes dcterniinés  de  la  Géométrie. 
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Exnmen  critique  de  la  solution  connue  de  quelques 
problèmes  déterminés  de  Géométrie  élémentaire. 

107.  Pour  lerminer  le  sujet  qui  nous  occupe,  nous  allons 
examiner  successivement  diverses  questions  présentées  par 
M.  Carnot,  dans  sa  Géométrie  de  position,  comme  autant 
d’exemples  propres  à combattre  les  idées  ordinairement  ad- 
mises dans  l’application  de  l’Algèbre  à la  Géométrie,  questions 
dont  ciuelques-unes  avaient  déjà  occupé  d’Alembert  et  ont  été 
reproduites  dans  le  Mémoire  cité  de  M.  Gaudin. 

108.  I"  Problème.  — « D’un  point  s {/ig.  M4)  pris  en  dehors  d’un  cercle 
» flonné  (c),  on  propose  do  mener  une  droite  sxy  telle,  que  la  portion  xy 
» interceptée  dans  le  cercle  soit  d'une  longueur  donnée  xy=  k.  » 

Traçons  dans  le  cercle  (c),  Jlg.  i44,  une  sécante  arbitraire  sab\  les 
points  U et  h pourront  être  censés  donnés,  ainsi  que  les  segments  sa,  sb, 


Fie.  i4.'|. 


et  pour  déterminer  la  sécante  l'on  aura  par  les  conditions  géométri- 
(|ues  du  problème, 

’xr  = ,y  — ,ï.r  = ti , SX . sy  - sa . sb  ; 

en  combinant  entre  elles  algébriquement  ces  équations  où  la  constante 
mobile  k pourrait  être  affectée  à l’avance  du  double  signe  ±,  afin  d'ob- 
tenir le  système  entier  des  solutions,  on  en  déduit  le  système  particulier 
(les  valeurs  suivantes  : 

SX  = — ^ k ± — k~“ ^sa.sb  , sy:= k ± — ^k^ -y  t\sa.sb, 

dans  les(|uellcs  les  signes  supérieurs  se  correspondent  respectivement. 

La  direction  de  la  droite  qui  renferme  les  points  x et /étant  indétermi- 
née, les  racines  obtenues  expriment,  comme  on  l’a  vu  (n°  91  et  suiv.),  que 
les  points  inconnus  x et  y appartiennent  ,à  un  couple  de  circonférences 
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conronlriqucs  à V,  duiit  les  rencontres  avec  (c)  donneront  toiil  à la  fois  la 
IMisilion  et  la  ('randeur  des  se^inenls  cherchés,  ici  réellement  au  notnhre 
de  (luatre  (!U),  et  non  de  deux,  comme  le  supimse  M.  Carnot,  qui,  après 
avoir  ohlenu  les  deux  valeurs  de  .v.r  opposées  de  signes  par  le  radical, 
admet  à priori  que  la  valeur  négative  ne  peut  répondre  qu'à  la  seconde 
distance  v)-;  mais  c’est  là  une  erreur  évidente,  puisque  rien  n’em|>éche 
(pie  cette  racine  ne  soit  représentée  par  .vr,,  longueur  qui,  en  effet,  doit 
être  censée  négative  (n“  lO'd)  à l’égard  de  la  première. 

Ceci  parait  d'autant  plus  rationnel  que  l'Analyse  algébrique  nous  avertit 
que  les  deux  points  x et.i',  situés  sur  la  même  sécante  du  cercle,  ne  sont 
nullement  donnés  par  la  même  équation. 

En  effet,  si  l’on  admet  que  la  racine  po.sitive  sx=:  — +^V^A'-(-4.vrt.,ïA 

représente  véritablement  x.r  pour  la  position  actuelleiimnl  indicpiée  Sur  la 
fif;.  i44,  on  trouvera  que  la  valeur  correspondante  de  .vr  est 

.ï)'=  - X ’ -t-  isu.sb, 

2 2 

c’est-à-dire  e.«senliellement  positive  comme  celle  de  .vx;  ce  qui,  d’ailleurs,' 
résulte  immédiatement  do  l'é(iualion  de  condition 

.vj  = .v.r-t-X. 

.le  conclus  de  là  que  l’objection  tiré(>  de  cet  exemple,  contre  la  règle 
ordinaire  des  signes  pour  les  distances  mesurées  sur  une  même  droite, 
n’est  nullement  fondée  en  principe,  et  t)u’il  est  im|K)Ssible,  [uir  conséquent, 
d’admettre  avec  M.  Carnot  (pie  cette  règle  .soit  ici  en  défaut  (*). 


'*)  On  n'.i  p.is  lappcté,  ii  propos  du  prnhiùmc  lOS,  le  mode  iinparéoU  de  so- 
tution  proposé  p.ir  M.  Gnudin,  nux  p.  07  à 61  de  son  ouvrage,  sans  doute  parce 
qu'il  a été  sulTisanimcnt  comliatlu  dans  le  n(*  103;  mais  je  ne  saurais  passer  sous 
silence  une  remarque  qui  ne  manque  p.as  d'importance  à cause  de  sa  généralité, 
mais  n’aurait  point  étéu  sa  véritable  place,  peut-être,  dans  les  articJes  précédents; 
c'est  que  le  problème  dont  il  s’agit  ici,  appartient  à une  classe  étendue  de  ques- 
tions intéressantes,  relatives  à l'inscription  d’une  longueur  donnée  ou  constante 
dans  une  courbe  tracée  sur  un  plan  ou  dctinic  par  ses  propriétés  géométriques, 
lors<]ue  d’ailteurs  la  direction  îndéfinio  de  celle  longueur,  véritable  corde,  doit 
satisfaire  à une  autre  condition,  comme  de  passer  par  un  point  connu  ou  d'en- 
velopper une  seconde  courbe  donnée.  Celle  question,  dont  la  solution  algébrique 
offre  des  difticultés  toutes  parlictdières,  peut  se  résoudre  d'une  iminière  pure- 
ment graphiijue  par  le  tracé  d’une  troisicnic  courbe,  dont  le  degré  générale- 
ment Irés-élevé  (éoic  \ K Cab.,  art.  Il),  peut  se  déterminer  à priori,  à l’aide  du 
priticipc  de  géométrie  déjà  mis  en  usage  aux  p.  fio  et  1^8  de  cet  ouvrage,  et  (lui, 
dans  le  cas  Irés-tdémculairc  ou  la  seconde  courbe,  t'enveloppe  tixe  des  sécantes, 
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109.  Hemur<iues  diverses.  — C’esi,  au  surplus,  le  lieu  de  rc- 
iiiarquer  de  nouveau  combien  on  a tort,  en  général,  de  regar- 
der les  solutions  algébriques  des  problèmes  de  ce  genre  comme 
la  représentation  effective  des  distances  a déterminer,  et  de 
rappeler  que  ces  racines  concernent  seulement  le  cas  où  les 
longueurs  inconnues  sont  rangées  sur  une  droite  de  position 
donnée  et  non  variable  à volonté  autour  d’un  j)oint  tel  que 
car  les  conditions  analytiquement  exprimées  ci-dessus  ne  suf- 
lisent  pas,  à elles  seules,  pour  indiquer  que  les  points  x et  y 
appartiennent  à la  circonférence  du  cercle  (c). 

D’autre  part,  d’après  la  forme  trouvée  pour  les  racines  algé- 
briques du  problème  qui  vient  de  nous  occiqier,  les  distances 
SX  et  S)-  demeureraient  réelles  quelle  que  fût  la  grandeur 
de  /r,  et  l’on  serait  ainsi  facilement  tenté  d’en  conclure  que 
les  points  correspondants  sont  toujours  |)ossibles;  ce  (|ui  est 


KC  ri’duirait  a un  {loiiit,  appartient  à la  classe  de  celles  que  nous  avons  mcii- 
lionnees  dans  la  note  du  88. 

Mais,  ce  que  nous  devons  ici  particulièrement  faire  observer,  c’est  que  ce» 
dernières  lignes  courbes,  ii  plusieurs  branches  continues  cl  rentrantes  sur  cllcs- 
nièmcs,  sont  susceptibles  de  se  décomposer,  do  se  séparer  dans  certains  cas,  eu 
plusieurs  lignes  distinctes  de  degrés  Inferieurs,  comme  le  problème  ci-dessus  en 
offre  un  exomple  d’autant  plus  remarquable,  que  si,  au  cercle  dans  lequel  il 
s'agit  d’inscrire  une  corde  de  longueur  donnée,  on  substitue  Tangle  de  deux 
droites  iiidénnies,ou  une  section  conique  quelconque,  le  même  partage,  la  même 
réduction  de  degré  ne  s'^pt-rent  plus. 

Iinlin,  n'cst-il  pas  remarquable,  à un  autre  point  de  viio,  que  Thyperholc  con' 
sidérée  par  Carnot  (p-  laa  de  la  frcomé<nV  de comme  étant  en  cor- 
rélation complexe  ou  imaginaire  par  rapport  à l'ellipse  décrite  snr  les  mêmes 
nies  principaux,  soit  néanmoins  susceptible  d'un  môme  mode  continu  et  géomé- 
trique de  génération  ? IVune  part,  ces  courbes  peuvent  se  changer  rime  dans 
l’autre  par  le  déplaccrocnt  continu  d'un  plan  sécant  dans  le  cène  du  second 
degré;  de  l’autre,  elles  peuvent  résulter  des  procèdes  graphiques  uniformes  in- 
diqués aux  p.  4^  À 02  du  volume  de  ces  ApptieationSf  procédés  qui  ne  suppo- 
sent rien  d’imaginaire  ou  de  complexe  dans  le  sens  algébrique  attaché  ù ces  mots 
par  Carnot  {voir  p.  aaG,  ()2,  de  ce  Cahier);  ce  qui  arrive  aussi  dans  celte  déli- 
nilion  analogue,  commune  à l'ellipse  et  à l'hyperbole,  d'être  le  lieu  des  rencon- 
tres du  rayon  prolongé  d'un  cercle  donné,  avec  la  perpendiculaire  indéfinie  éle  • 
vcc  snr  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  l'extrémité  circulante  du  rayon  à un 
point  fixe  quelconque  situé  dans  le  plan  du  cercle;  la  courbe  élaiit  une  ellipse^ 
ou  une  hjp^rhote^  selon  que  la  distance  de  ce  point  fixe,  premier  foyer,  an  centre 
du  cercle  donné,  second  foyer,  est  inferieure  ou  supérieure  au  rayon  de  ce 
cercle,  mais  se  réduisant  à un  autre  cercle  quand  cette  distance  devient  nullu 
ou  égale  au  rayon  du  premier,  etc 

II.  i8 
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ici  visiblement  absurde  quand  la  constante  k ou  xy  surpasse 
le  diaîiictre  du  cercle  donné.  En  un  mot,  lorsque  les  incon- 
nues d’un  problème  de  fiéomélrie  se  mesurent  sur  des  axes 
de  position  indéterminée,  il  faut  bien  se  garder  de  pro- 
noncer à priori  sur  l’existence  des  points  qui  leur  corres- 
pondent. 

On  pourrait  se  demander  d’ailleurs  pourquoi  l’Analyse  algé- 
brique présente  les  distances  sx  eti/sous  une  forme  toujours 
réelle,  fussent-elles  imaginaires.  Nous  répondrons  qu’on  n’a 
pas  exprimé  toutes  les  conditions  du  problème,  qui  exige  im- 
périeusement que  les  points  x et  r appartiennent  à la  circon- 
férence du  cercle  donné  et  non  à toute  autre  ; or,  évidemment, 
les  équations  de  condition  ne  seront  pas  changées  si  l’on 
remplace  le  cercle  (c)  par  un  cercle  quelconque  passant  par 
les  points  a et  de  sorte  aussi  que  ces  équations  doivent  ap- 
partenir, non-seulement  à la  circonférence  (c),  mais  encore  à 
toutes  celles  qui  contiennent  ces  deux  points;  et  comme, 
quelle  (jue  soit  la  grandeur  de  h,  il  y aura  toujours  une  infinité 
de  circonférences  pour  lesquelles  le  problème  sera  possible, 
on  voit  que,  de  toute  nécessité,  les  valeurs  algébriques  de  sx 
et  sy  doivent  être  indépendantes  de  toute  condition  d’imagina- 
rité  absolue  ou  relative. 

Ainsi,  des  objections  qui,  au  premier  aperçu,  auraient  pu 
faire  accuser  l’Analyse  d’absurdité,  de  contradiction,  ou  tout 
au  moins  d’insignifiance  et  d’obscurité,  servent,  bien  au  con- 
traire, à en  prouver  la  certitude  et  la  fécondité,  quand  on  sait 
l’employer  et  l’interpréter  d’une  manière  convenable,  en  lais- 
sant de  côté  les  notions,  souvent  trop  restreintes,  acquises 
dans  la  Géométrie  élémentaire.  Cet  exemple  prouve  en  même 
temps  que,  si  l’on  continuait  à demeurer  dans  les  voies  sécu- 
laires des  géomètres  de  l'École  d’Alexandrie,  on  ne  pourrait 
parvenir  à interpréter  d’une  manière  facile  et  entièrement 
satisfaisante  les  résultats  généraux  de  l’Analyse  algébrique. 
Ainsi  le  besoin,  l’utilité  signalés  par  Lagrange  de  rapprocher 
et  d’éclairer  l’une  par  l’autre,  ces  deux  bases  fondamentales 
de  nos  connaissances,  deviennent  tous  les  jours  plus  pressants, 
plus  indispensables. 

Passons  à un  nouvel  exemple  qui  a également  occupé 
M.  Carnot  (p.  S'j  de  la  (it^oniétrie  (/e  position). 
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HO.  II'  Problkmf..  — « Deux  points  A,  B {fig.  145)  étant  donnés  sur  la 
» circonférenre  d’un  cercle,  trouver  sur  celte  circonférence  un  troisième 

Fig.  145. 


K 


» point  K dont  les  distances  respectives  AK  et  BK,  aux  deux  points  pro- 
» posés,  soient  en  raison  donnée.  » 

Premwre  solution  tic  M.  C«r«or.  — Appelons  n le  rapport  donné  et 
constant,  do  sorte  que 

AKrro.BK; 

/ l'angle  également  donné  AKB  ; on  a aus.si 

AB'  = ÂRVBK‘-aAK.BK  cosX. 

De  lé  on  lire  séparément 

= ak  = — — 

± v' H- - aocos/'  ± V^I  + _ ■incosA  ' 

formules'  dont  la  première,  seule,  a été  considérée  par  M.  Carnot,  et  per- 
met de  comparer  directement  ses  idées  aux  nôtres. 

Ne  pouvant  expliquer  d’une  manière  conforme  é la  règle  ordinaire  des 
signes  la  valeur  négative  de  BK,  et  p«!nsant  d’ailleurs  être  parti  d’une  mise 
en  équation  exacte  du  problème  proposé,  ce  géomètre  en  conclut  que  la 
valeur  négative  dont  il  s’agit  est  purement  insignijinnti-  ; mais  je  ne  veux 
nullement  insister  ici  sur  les  objections  tirée.s  du  double  signe  du  radical 
qui,  selon  notre  manière  do  voir  (91  à 94),  tient  à l’infinité  de  rayons  BK 
diamétralement  opposés  dans  le  cercle  dont  la  circonférence  doit  contenir 
le  point  K en  mémo  temps  que  la  pro[)osée.  Je  me  borne  à faire  remar- 
quer que  cette  dernière  est  incomplètement  définie  par  l’angle  mobile  et 
constant  X,  puisque  cet  angle  introduit  dans  la  solution  une  donnée  étran- 
gère à celles  do  l’énoncé  primitif  du  problème,  tandis  que  l’autre  constante 
a,  étant  censée  entièrement  indépendante  de  tout  signe  déposition,  amène 
une  confusion  inévitable  dans  l’interprétation  géométrique  des  résultats. 

18. 
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" Druxwnw  solution  de  A/.  Cnrnot.  — Aitri-s  avoir  rejeté  la  valetir  néga- 
tive do  RK  comme  insigniliante,  et  rcnianiué  que  le  problème  proposé  a 
réellement  devix  solutions  distinctes  et  positives,  corr<»pondant  à 1 angle 
en  K lin  triangle  ABK  et  à son  supplément  en  K'  sur  l’arc  opposé  de  la. 
circonférence,  ce  qui  introduit  le  terme  ± ïwcosX  sous  le  radical  de  BK. 
M.  Carnot,  dis-je,  veut  ensuite  prouver  sur  le  même  exemple  « qu’encore 
» bien  qu'un  problème  soit  susceptible  de  deux  solutions  algébriques  ef- 
» fcctives,  il  ne  s'ensuit  nullement  que  réipiation  finale  doive  avoir  deux 
» racines,  mais  qu'on  peut  trouver  séparément  chacune  d’elles  par  une 
n équation  du  premier  degré  au  moyen  d'un  choix  convenable  de  l'in- 
» connue;»  opinion  i|ui  s'accorde  d'ailleurs  avec  une  remarque  de 
\’.4Hlltinélir/iie  universeUe  de  Newton. 

En  conséquence,  l’auteur  prend  pour  nouvelle  inconnue  le  rapport  do 
la  perpendiculaire  KD,  abaissée  du  point  K sur  la  base  donnée  AB,  au 
segment  AD  formé  par  le  pied  do  cette  perpendiculaire  sur  la  même  base. 

Nommant  z ce  rapport  inconnu,  les  conditions  du  problème  donnent, 
en  continuant  à substituer  la  considération  de  l’angle  en  K à celle  du 
cercle  AKB, 


AD  AK 

^~KD’  "~BK 


sin.ABK 
sin.B.VK  ’ 


N ' '' 

ABK  = aoo" — k — fjAK. 


Ces  équations,  qui  appartiennent  à lu  partie  supérieure  de  la  circonfé- 
rence .AKB,  donnent  à leur  tour, 

rtsin.BAK=sin.ABK  = sin(BAK-+-i<)=  sin.BAK.cos/4-cos.BAK.siniî, 


ou,  en  divisant  par  sinBAK,  et  observant  que  cotB.AK  — a, 

n — cos  / 


n - 


: Cüs/' -I- ssinX,  z=- 


siuA' 


l>our  obtenir  la  solution  relative  à la  partie  inférieure  du  cercle  toujours 
censé  donné  à priori,  M.  Carnot  observe  que,  dans  cette  partie  située 
au-dessous  de  AB,  l’angle  AK'B  devenant  le  supplément  de  l’angle  en  K, 
on  doit  mettre  aoo”  — X à la  place  de  k,  dans  la  formule  ci-des.sus,  puis- 
que d’ailleurs  les  raisonnemeuLs  resteraient  les  mêmes;  il  obtient  ainsi 
pour  la  seconde  solution 

_ rt-t-cosX  . 

“ ~ sinX  ’ 

d'où  il  résulte  que  les  véritables  solutions  du  |iroblème  sont  données  par 
cette  formule  unicpie 

n ± cos  X 
■ ~ smit 
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111.  Remarque  et  rappel  des  principes. — Toulccci  prouve, 
non-seuléinent  que  les  Iransformaiions  algébriques  n’onl  pas 
inlroduil  (le  racines  élraiigères  à celles  du  problème,  mais 
aussi  que  ces  Iransformaiions  n’ont  i)oiiU  éliminé  de  véritables 
racines  du  résultat  final  des  équations. 

Si  les  relations  qui  définissent  la  question  algébriquement 
étaient  la  traduction  fidèle  des  conditions  du  problème,  tel 
qu’il  a été  verbalement  énoncé  et  entendu,  elles  donneraient 
strictement  les  solutions  qui  conviennent  à l’énoncé;  mais 
comme,  fort  souvtHit,  pour  faciliter  la  mise  en  équation  on 
change  les  conditions  et  la  nature  des  données,  il  arrive  que 
les  équations  de  départ,  ou  n'expriment  pas  toutes  les  con- 
ditions du  problème,  ou  en  expriment  de  superilues;  par  là 
nécessairement  on  doit  parvenir  à des  résultats  algébriques 
(pii  tantôt  donnent  des  solutions  étrangères  à l’énoncé  de  ce 
problème,  et  tantôt  en  donnent  seulement  une  partie.  Or,  il 
en  arrive  presque  toujours  ainsi  lorsque  certaines  données, 
sans  être  variables  de  grandeur,  le  sont  néanmoins  de  signe  et 
de  position.  Les  solutions  se  séparent  alors,  non  par  le  fait 
des  transformations  algébriques,  mais  par  les  hypothèses  de  la 
mise  en  équation,  dans  laquelle  on  suppose  les  constantes 
complètement  invariables  de  signe.  Les  mêmes  circonstances 
ne  se  reproduisent  pas  : 

1°  Si  l’on  a soin  de  ne  rien  changer  soit  aux  conditions,  soit 
aüx  données  de  l’énoncé  verbal,  c'est-à-dire  si  l'on  évite  de 
substituer  au  système  de  cet  énoncé  un  autre  système  qui, 
bien  qu'identique  au  premier  aspect,  en  diffère  néanmoins 
par  quelque  côté  inaperçu  ou  sous  quelque  rapjiort  distinct 
en  réalité  et  qui  ne  permette  pas  aux  équations  fondamenlales 
de  demeurer  idenli(|ues  pour  toutes  les  situations  po.ssibics 
des  parties  de  la  figure  ; 

2“  Si,  après  avoir  exprimé  slricieinent  les  conditions  de 
l'énoncé  pour  la  position  actuellement  supposée  aux  lignes  in- 
connues de  la  figure,  on  a soin  d'attribuer  aux  constantes  mo- 
biles, celles  qui  représentent  les  grandeurs  variables  de  posi- 
tion, le  double  signe  ± quand  ces  grandeurs  peuveiu  devenir 
inverses  pour  des  situations  connues  ou  inconnues  du  système, 
et  changer  par  conséquent  de  signe  implicitement  en  changeant 
par  cela  même  l’hypothèse  premièn^  de  la  mise  en  é(|uation; 
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3°  Si,  dans  l'inierprélalion  des  résultats,  on  a soin  de  ne 
pas  confondre  à son  tour  la  figure,  le  système  cherché  et  ob- 
tenu, avec  d’autres  systèmes  d'apparence  identique  bien  que 
distincts  au  fond  : ce  qui  exige  que  cette  figure,  ce  système 
soit  en  corrélation  directe  avec  celui  qu’on  a hypothétique- 
ment pris  pour  terme  de  comparaison  au  point  de  départ  ou  , 
lors  de  la  mise  en  équation  ; c’est-à-dire  si  l’on  se  rappelle  que 
l’un  de  ces  deux  systèmes  doit  résulter  de  l’autre  par  un’ 
mouvement  progressif  et  continu  de  ses  parties  variables,  mou- 
vement qui  n’est  point  arbitraire,  mais  déterminé  par  la  liaison 
existant  entre  les  divers  éléments  de  la  figure. 

H2.  Réfututimi  des  objections  tirées  des  résultats  précédents,  — Pour 
appliquer  ces  principes  à la  question  posée  en  dernier  lieu  par  M.  Carnot, 
j’observe  qu’en  tous  les  points  de  la  circonférence  de  cercle  ABK  {/îg.  1 45), 
censée  donnée  à priori,  on  a eflectiveroent 

ang  AKB  = X constant, 

pourvu  qu’on  no  confonde  pas  cet  angle  avec  son  supplément  quand  le 
point  K vient  à passer  au-dessous  de  AB  en  K',  et  c’est  à quoi  l’on  arrive 
quand  un  suit  exactement  le  mouvement  de  l'angle  dont  il  s’agit.  Car  il 
est  bien  évident  que  le  point  K passant  en  K',  l’angle  AKB  ou  AKG  de- 
vient AK'G'  et  non  AK'B  qui  en  est  le  supplément. 

D’un  autre  côté,  le  triangle  ABK'  conservera,  d’après  nos  principes  (24), 
la  relation  fondamentale 

ABIU-)-BAK’-t-AK'^  = 200°  ou  ABIC -f-MAK’— X = O. 

Reste  donc  à s’occuper  de  la  condition  dernière  et  fondamentale  do  l'é- 
noncé, exprimée  par  l'équation 

sinABK  AK 
sinBAK  BK  “ 

qui  est  étrangère  à la  position  à cause  de  la  constante  a,  dont  le  signe  et 
la  grandeur  sont  supi>osés  invariables,  tandis  qu’on  réalité  ce  signe  no 
saurait  ici  être  indépendant  de  la  position. 

En  effet,  lorsque  K passe  en  K'  [fg.  M5)  en  traversant  B,  BK  et  l'angle 
op|K)sé  BAK  deviennent  tous  deux  négatifs  en  passant  par  zéro,  tandis  que 
AK  et  son  angle  opposé  ABK  sont  restés  directs,  ce  qui  fait  que  le  rapport 
AK 

ci-dessus  devrait  pouvoir  changer  de  signe  pour  satisfaire  au  prin- 

ÜK 

cqie  de  continuité. 
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Si  donc  on  persislo  à regarder  a comme  un  nombre  absolu  et  inva- 
riable de  signe,  on  devra  se  restreindre  au  système  de  solution  qui  cor- 
res()ond  à la  partie  supérieure  AKB  du  cercle,  seule  en  concordance  géo- 
métrique avec  l'hypothèse.  Si,  an  contraire,  on  suppose  n négatif,  on 
devra  limiter  la  question  à la  portion  de  citconférence  inférieure  à AB.  En 
conséquence,  pour  obtenir  simultanément  tous  les  systèmes  ou  triangles 
qui  satisfont  a\ix  conditions  multiples  de  l’énoncé,  il  faudra  donner  à la 
constante  n le  double  signe  ± dans  la  relation  ci-dessus,  qui  deviendra 
ainsi 

sin  ABK  = ± nsin  B.AK. 

En  la  combinant  avec  les  précédentes,  on  en  tire  directenàent 


AD 

KD 


= cot  BAK 


ou 


± « — cos/l- 

: — P ) 

sinX- 


formule  qui  fournit  les  deux  solutions  vraies  de  la  question  proposée  dans 
les  hypothèses  présentes  où  il  s'agit  d’un  cercle  tout  tracé,  et  non  simple- 
ment donné  par  la  corde  AB  et  l'angle  X,  comme  le  veut  M.  Carnot  qui, 
confondant  ces  deux  genres  distincts  de  questions,  oublie  le  cercle  décrit 
sous  le  mémo  angle,  symétriquement  par  rapport  à la  base  AB  du  trian- 
gle ABK  [fis-  i45). 

La  double  valeur  de  z ci-dessus,  ainsi  que  celle  donnée  par  la  formule 

± n — cosX 
■ sin  A ’ 


qui  doit  lui  être  associée,  diffèrent  essentiellement,  comme  on  le  voit,  de 
la  formule 

• rtdrcosX 
””  sin  / 

obtenue  par  M.  Carnot  : celle-ci  non-seulement  est  incomplète  au  point  do 
vue  analytique,  c’est-à-dire  géométrico-algébrique,  mais  encore  ne  peut 
être  d’une  exactitude  rigoureuse  puisque,  dans  l’un  ou  l’autre  des  deux 
cercles  symétriques  mentionnés,  le  rapport  de  BK  à AK,  quoique  variable 
entre  zéro  et  l’infini,  ne  saurait  par  lui-mème  changer  de  signe,  tandis 
que  le  rapport  z de  AD  à KD  en  change  nécessairement  avec  KD,  quand 
le  sommet  K du  triangle  inconnu  passe  au-dessous  du  côté  AB. 

Supposant,  en  effet,  que  l’angle  X = ioo°,  ce  qui,  par  là  môme,  suppose 
sinX  = I,  cosX  = o,  la  formule  de  M.  Carnot  donne  simplement  2 = 0,  et 
assigne  une  position  unique  au  triangle  cherché,  ce  qui  véritablement  est 
inadmissible. 


113.  Réjlexiotu  {'énérales.  — Cet  exemple,  comme  tant 
d’autres,  prouve  que  les  racines  sont  séparables,  non  par  le 
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fait  même  des  operations  algébriques,  contme  le  répète  si 
souvent  M.  Carnot,  mais  par  la  nature  géométrique  du  pro- 
blème. A la  vérité,  un  choix  convenable  d’inconnues  peut  faire 
abaisser  le  degré  de  l’équation  finale  du  problème,  en  rendant 
celte  équation  décomposable  en  facteurs  rationnels  répondant 
à des  systèmes  de  solutions  ou  de  figures  qui  ont  quelque 
chose  de  distinct  sous  le  rapport  de  la  corrélation  géométrique 
et  des  signes  de  position;  mais  il  nous  faut  le  remarquer  en- 
core, ce  ne  sont  pas  des  transformations  purement  algébriques 
qui  ont  ainsi  abaissé  le  degré  de  la  solution  obtenue,  mais 
bien  la  manière  plus  restreinte  dont  on  a mis  le  problème 
en  équation,  et  grâce  surtout  à ce  que  les  racines  relatives 
aux  nouvelles  inconnues  sont,  de  leur  nature,  séparables  tant 
géométriquement,  qu’algébriquement.  Fort  souvent  aussi  le 
nombre  de  ces  nouvelles  inconnues,  quand  chacune  d’elles 
en  comporte  implicitement  d’autres  qui  lui  sont  intimement 
conjuguées,  est  naturellement  inférieur  à celui  des  anciennes 
inconnues;  or  une  telle  circonstance  qui  ne  saurait  faire  dimi- 
nuer ou  augmenter  en  principe  le  nombre  des  solutions  effec- 
tives dont  est  susceptible  le  problème  verbalement  proposé, 
n’en  abaisse  pas  moins  le  degré  de  l’équation  finale. 

Ainsi,  dans  l'exemple  qui  précède,  si  au  lieu  de  prendre  l’angle  BAK 
pour  inconnue,  on  choisissait  i46)  le  |)oint  T où  la  tangente  en  K 
^ienl  rencontrer  la  direction  de  la  hase  ou  de  la  corde  donnée  AB,  on 
trouverait  que  le  problème  ainsi  mis  en  é(|uution  est  essentiellemcnl  du 


Kig.  i4<î 


premier  degré;  mais  cela  n’em|)éche  pas  que  les  triangles  inconnus  ABK, 
ABK'  ne  soient  au  nombre  do  deux  ; car,  |>our  avoir  Iruuvé  le  point  T,  l'on 
n’a  i>as  entièrement  résolu  la  question,  4?l  il  reste  à rechercher  les  points 
de  contact  K et  K'  qui  lui  corn'spondcnt  sur  le  cercle  donné.  Alin 
d obtenir  lu  solution  du  problème  ainsi  présenté,  nous  observerons  que  les 
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lriangk>s  AKT  et  BKT  sont  semblables  comme  ayant  l’angle  en  T a)mmun, 
et  les  angles  BKT  el  BAK  de  même  mesure  dans  le  cercle,  ce  qui  donne, 
en  conséquence. 

AK;BK::  AT:KT,  AT  = ;^.KT  = o.KT; 

BK 

et  comme  on  a,  par  les  propriétés  du  cercle, 

kt'=at.bt, 

il  en  résulte  la  nouvelle  relation 
•» 

^=tAT.BT  ou  AT  = «\BT, 
n 

qui  donne  évidemment  la  valeur  de  AT  par  une  équation  du  premier  degré; 
car  on  en  tire  successivement 

AT  = rt’(AT-AB)  et  AT  = -5^  AB. 

(V  — I 

D’ailleurs,  ce  qui  fait  que  le  problème  s’est  ainsi  abaissé, 
c’est  que  le  point  T dépend  simultanément  des  points  de  con- 
tact inconnus  K et  K',  c’  est-à-dire  (]u’il  appartient  à la  fois  .n 
ces  points.  Or,  il  en  arrivera  évidemment  de  même  toutes  les 
fois  qu’on  pourra  substititer  a certains  groupes  de  points  in- 
connus un  seul  point  ou  une  seule  ligne  propre  à construire 
ces  groupes;  mais  fort  souvent  aussi,  pour  y parvenir,  il  fau- 
dra connaître  à l’avance  certaines  des  propriétés  géométriques 
de  la  figure  dont  on  recherche  la  position,  ainsi  que  Newton 
l’a  fait  dans  son  /irithniétique  universelle. 

114.  Dernier  exemple.  — Nous  allons  terminer  ces  diverses 
applications  (')  par  l’examen  d’une  célèbre  question,  d’abord 
résolue  par  Newton  dans  VJ  rit  luné  tique  universelle,  et  en- 
suite par  MM.  Bossut  et  Carnot,  comme  exemple  des  difli- 
cultés  (|ui  peuvent  .s’offrir  dans  l’application  de  l’Algèbre  à 
la  Géométrie.  On  verra,  par  la  discussion  de  cet  exemple,  que 
les  diflicullés  tiennent  toujours  à la  manière  restreinte  dont (*) 


(*)  Je  sapprime  ici,  pour  abréger,  l’examen  de  quelques  autres  pro- 
blèmes dont  la  .solution  et  l’inlorprétalion  douteu.ses  sont  exposées  dans 
la  Croitirfrir  /te  pnsuinu  de  r.arnol,  ou  ailleurs. 


Digitized  by  Google 


28.!  Iir  CAHIER.  - SUR  LA  LOI  DES  SIGNES 

on  envisage  géomélriquemeni  la  quesiion,  soit  dans  l’énoncé, 
soit  dans  la  mise  en  équation,  soit  dans  l’interprétation  du 
résultat  final,  mais  jamais  à ce  que  l’Analyse  algébrique  aurait, 
par  elle-même,  introduit  des  racines  fausses  ou  étrangères 
parmi  les  véritables. 

Posons  la  question. 

Phoblèhe.  — a Soit  (yîg.  147)  un  triangle  rcclangle  en  A dans  Ic<|uel 
» on  connaît  l'hypolénuso  BC  cl  la  somme  AB  + AC-I-AD  des  dcuxpe- 

l'id.  147. 


A 


» tits  côtés  et  de  la  perpendiculaire  AD  ■.  on  demande  la  valeur  de  cotto 
» perpendiculaire.  » 

Posant  BC  = «,  la  somme  donnée  =b,  le  côté  AC  = z;  la  iwrpcndicu- 
laire  cherchée  AD  = x,  enfin  le  côté  AB  = r : les  trois  équations  do  con- 
dition du  problème  seront 

x-\-Y-^z  = b,  = ou  rz=zax\ 

d’où  l’on  tire  par  do  simples  éliminations 

X = a -\-b  ± -|-  2«è  — a b ±.  yf  ia\a  ■+-?■')  1 

expression  algébrique  toujours  réelle  et  qui  fournit  deux  racines  néces- 
sairement positives.  La  première  d’entre  elles  donne  pour  la  ])criiendicu- 
laire  AD  une  longueur  qui  surpasse  a-\-b,  ce  qui  parait  absurde;  mais  il 
ne  faut  pas  en  induire  que  cette  racine  soit  fausse,  comme  l’avance,  sans 
examen  préalable,  M.  Carnot,  p.  C2  de  la  Gcnmétric  <b:  position. 

En  efl'et,  le  triangle  ABC  étant  à la  fois  inconnu  do  grandeur  et  de  po- 
sition, les  valeurs  ci-dessus  de  x ou  AD,  bien  que  satisfaisant  pleinement 
aux  équations  primitives,  ne  suffisent  aucunement  pour  le  construire,  et  si 
' l'une  de  ces  valeurs  implique  une  absurdité,  c'est  seulement  par  la  Géomé- 
trie que  l’on  en  est  averti,  car  l’.Vnalyse  algébrique  n’a  point  encore  prononcé 
sur  la  valeur  des  autres  indéterminées  propres  à construire  le  triangle  ABC. 
Tout  ce  qu’il  est  permis  de  conclure  avec  certitude  des  valeurs  obtenues, 
c’est  que  le  sommet  A du  triangle  ABC  ou  des  triangles  qui  remplissent  les 
conditions  géométriques  du  problème,  sont  sur  l’une  ou  l’autre  des  paral- 
lèles à la  hast'  BC.  déterminées  par  les  hauteurs  algébriquement  trouvées. 
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En  conséquence,  je  reclierclie  la  valeur  des  autres  inconnues  du  |)ro- 
blème,  celle  de  _>•  par  exemple,  et  je  tire  des  primitives  équations 


y=.  -àz  ^ - a — 4-*^*  • 

Pour  que  ces  quatre  valeurs  de  y soient  réelles,  il  faut  d’abord  que  «’ 
soit  >4-r’rüu  qu’on  ail 

«>  2X>  + 

or,  cela  no  saurait  avoir  lieu,  évidemment,  pour  le  signe  supérieur  du  ra- 
dical. L’Analyse  apprend  donc  qu'en  effet  les  triangles  relatifs  à la  première 
des  valeurs  de  x sont  impossibles. 

Pour  que  les  deux  autres  soient  réels  et  constructibles  géométriciue- 
menl,  on  doit  avoir 

n>2rt-|-2f>  — h)  ou 

et,  par  conséquent, 

On  arrive  à des  conséquences  analogues  par  rapport  à l’indéterminée 
ï = AC. 

En  général,  l’ensemble  des  racines  algébriques  se  partageant  ici  en 
plusieurs  groupes  ou  systèmes  distincts  qui  se  correspondent,  il  est  indis- 
pensable, pour  que  l’un  des  groupes  représente  une  figure  constructible, 
que  les  valeurs  dont  il  se  compose  soient  toutes  réelles,  ce  qui  fournil 
autant  de  constructions  effectives  et  géométriques  du  problème  quùil  existe 
de  ces  groupes  réels. 

115.  Kcmarqiic  sfiéciaU’. — Dans,  l'exemple  qui  précède,  nous  avons 
bien  trouvé  deux  valeurs  réelles  pourx;  mais,  comme  l’une  d’elles  corres- 
pond à une  valeur  imaginaire  de_y,  elle  n’appartient  pas  à un  triangle 
constructible.  C'est  ce  qu'on  aperçoit  aussi  immédiatemont  par  les  prin- 
cipes de  la  Géométrie  élémentaire. 

En  effet,  le  triangle  ABC  devant  être  rectangle  en  A,  le  sommet  A doit 
nécessairement  aussi  se  trouver  sur  la  circonférence  de  cercle  décrite  sur 
AB  comme  diamètre;  donc  la  perpendiculaire  .\D  ou  x abaissée  de  A sur 

co  diamètre  doit  être  inférieure  à la  moitié  de  AB  ou  < mais  la  pre-  » 

raière  valeur  obtenue  pour  x est  au  contraire  plus  grande,  donc  les  triangles 
qui  lui  correspondent  sont  impossibles  à construire. 

Quant  à la  seconde  valeur  do  x,  elle  correspondra  à un  triangle  véri- 
table si  l’on  a 

- rt  > rt 4- /)  — \'2rt(«-!-.^), 

. 2 
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comlilioii  ,(|ui  est  (iréciscmenl  celle  déjà  truuvéo  par  l'iirialyse  ci-des- 
sus (*). 


J’rincipates  conséquences  des  discussions  précédenles. 

116.  On  voit,  par  ccs  divers  exemples  el  cxercires,  que, 
quand  on  possède  toutes  les  équations  algébriques  d’un  pro- 
blème, on  n’a  plus  besoin  de  recourir  à la  (iéomélrie  pour 
découvrir  si  les  solutions  correspondantes  à l’une  des  ra<  iiies 
inconnues  appartiennent  ou  non  à une  figure  constructible;  il 
n’est  pas  même  besoin  de  recourir  aux  conditions  primitives 
de  l’énoncé,  ni  aux  bjpotbèses  sur  lesquelles  le  raisonnemeut 
a été  établi;  il  suffit  de  considérer  le  système  complet  des 
racines  relatives  aux  autres  inconnues  du  problème  projiosé, 
et  l’analyse  apprendra,  tout  aussi  bien  (pie  la  liéométiie, 
quelles  sont  les  conditions  qui  rendent  la  ligure  conslruc- 
tible.  Ceci  suppose  pourtant  que  le  problème  mis  en  équa- 
tion soit  identique  à celui  de  l’énoncé  verbal,  car  les  racines 
obtenues  ne  pouvant  satisfaire  rigoureusement  qu’aux  étpia- 
tions  primitives  ou  de  départ , il  est  indispensable  que  ces 
équations  soient  une  traduction  fidèle  des  conditions  géoiné- 
tricpies  de  l’énoncé  verbal. 

Dans  tous  les  cas,  on  aura  obtenu  les  solutions  qui  appar- 
tiennent au  problème  tel  qu’il  a été  mis  en  équation,  et  cela 
suffit  pour  justifier  les  résultats  fournis  par  l’Algèbre;  car  la 
mise  en  éipiation  est  une  opération  indépendante  de  ses  règles 
ou  principes  propres;  elle  appartient  aux  raisonnements  et 
aux  conceptions  purement  géométriques. 

En  particulier,  si,  en  se  fondant  sur  ces  conceptions,  on 


(*)  M.  Carnot  ponsc  que  les  valeur;»  de  x qui  correspomlent  à un  triangle  impos- 
sible provionncntdcccquc  les  Iranslbimalions  algébriques  les  ont  nnialgàmées 
avec  les  racines  encctives  du  problème;  mais,  tant  qu'on  n'aifra  pus  déinunlré, 
géométriquement  ou  non,  qii'cn  eiïet  ccs  racines  sont  inimédlulement  séparables 
des  autres,  on  aura  tort  de  rallribiior  purement  à l'.Xiialyse  algébrique.  La  com- 
plication est  dans  la  nature  même  des  choses,  el  il  n’y  a pas  apparence  que  la 
(iéomélrie  puisse  l’éviter  :'on  peut  s’assurer  en  effet  que  le  problème  tel  qit'on 
l'a  pose,  est  généralement  du  /j*  degré,  c’csl-à-diro  qu'il  iic  peut  s’obtenir  cjuc 
par  rinlcrHcctioii  du  cercle  AllC  avec  une  courbe  d’un  degré  supérieur  au  premier. 

( iVo/e  de  (817.) 
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clioisil,  pour  (lôfinir  la  liguri;  acluellcmenl  inconnuo  do  si- 
lualion,  d(»s  propriélôs  métriques  ou  descriptives  appartenant 
à la  fois  à cetti'  figure  et  à d’autres  qui,  bien  qu’en  apparence 
analogues,  en  soient  réellement  distinctes,  on  ne  devra  pas 
être  surpris  tpie  la  résolution  algébrique  des  équations  donne 
des  racines  qui  paraissent  étrangères  à l’énoncé  verbal  lui- 
même;  la  faute  im  reviendra  évidemment  aux  conceptions 
géométri((ues  à priori. 

C’est  encore  à de  telles  conceptions  qu’il  faut  attribuer  la 
disparition  de  ceitaines  solutions  vraies  de  la  question,  quand 
l’énoncé  verbal  indii|uant  plusieurs  systèmes  distincts  de  fi- 
gur(‘s,  on  se  borne,  dans  la  mise  en  é(iuaiion,  à ne  considérer 
((lie  l’un  de  ces  systèmes  en  particulier;  car  la  résolution  algé- 
brique ne  [leol  alors  évidemment  donner  que  les  seules  solu- 
tions qui  se  rapportent  à ce  système. 

La  (iremière  de  ces  deux  circonstances  a lieu  quand,  par 
méprise  ou  faute  d’un  examen  préalable  suffisamment  attentif 
des  termes  de  l’énoncé,  on  substitue  au  système  qu’ils  indi- 
(] lient  un  système  non  parfaitement  identique  pour  toutes  les 
situations  possibles  de  la  figure,  c’est-à-dire  non  assujetti  à la 
même  loi  géométrique  et  algébrique  des  .signes  de  position. 
L’autre  circonstance  peut  se  présenter  lorsque  l’énonpé  verbal 
ne  s|iécifie  pas  à l’avance  la  position  que  doit  avoir  le  système 
cber(  lié,  et  (|ue,  dans  la  mise  en  équation,  on  se  borne  à rai- 
sonner sur  l’une  (|uelconquc  de  ses  positions  possibles,  mais 
eboisie  arbitrairement  et  sans  avoir  égard  au  changement  qui 
peut  s’opérer  dans  les  signes  des  données  ou  constantes 
mobiles  (fi3,  77  , 90,  109),  quand  on  passe  de  cette  posi- 
tion hypothétique  à celle  que  fait  découvrir  le  résultat  des 
transformations  algébriques  appliquées  aux  équations  primi- 
tives. 

Dans  la  dernière  de  ces  circonstances  où  la  situation  des  con- 
stantes mobiles  est  vraiment  inconnue,  on  doit  leur  attribuer, 
dans  la  mise  en  équation  du  problème,  le  double  signe  ±,  « 

par  suite  de  l’ignorance  où  l’on  est  de  celui  de  ces  signes  de 
corrélation  qui  convient  à la  position  cherché^, 

Il  peut  arriver  ainsi  que  l’on  soit  conduit  à considérer,  à 
priori,  comme  négatives  des  constantes  ou  données  représen- 
tant des  aires,  des  volumes  ou  toutes  autre^s  grandeurs  expri- 
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niées  par  des  fonctions  algébriques  de  certains  éléments  de  la 
ligure,  qui,  envisagés  dans  leur  étal  de  simplicité  linéaire,  doi- 
vent, en  vertu  du  signe  négatif  dont  il  vient  d’étre  parlé,  être 
par  là  même  supposés  de  véritables  imaginaires. 

Par  suite  aussi,  comme  il  n’est  nullement  d’usage,  dans  la 
résolution  des  problèmes  de  (iéométrie,  même  par  l’Analyse 
des  coordonnées  de  Descartes,  d’avoir  égard  à ces  circon- 
stances et  à ces  distinctions  fondées  sur  le  principe  de  conti- 
nuité et  la  loi  des  signes  de  position  qui  s’y 'appuie,  il  arrive 
souvent  qu’on  substitue  un  système  de  solutions  à un  autre; 
qu’on  en  introduit  d’étrangers  en  laissant  échapper  les  véri- 
tables; qu’cnfin  cette_ séparabilité  des  divers  systèmes  de  so- 
lutions appartenant  à un  même  énoncé  et  à une  même  ligure 
géométrique,  conduit  à des  résultats  algébriques  sinon  en  eux- 
mêmes  fautifs,  du  moins  incomplets,  puisqu’ils  ne  compren- 
nent pas  tous  ceux  qui  peuvent  provenir  du  changement  de 
signes  des  données  mobiles  ou  constantes  indéterminées  de 
position.  C’est  pour  éviter  ceci  que,  dans  les  équations  de  con- 
dition primitives,  on  doit  attribuer  partout  le  double  signe  ± 
à de  telles  constantes  afin  d’obtenir  le  système  entier  des  ra- 
cines inconnues,  algébriques  ou  géométriques. 

117.  Quand  l’énoncé  verbal  d’un  problème  ne  renferme  que 
des  conditions  descriptives  ou  concernant  la  direction,  le  con- 
cours réciproque  et  le  tracé  géométrique  des  points,  des  lignes 
et  des  surfaces  d’une  figure  donnée,  définie  de  nature  et  d’es- 
pèce, variable  ou  non  de  position,  mais  absolument  indépen- 
dante de  toute  considération  de  mesure  comparée,  de  toute 
relation  métrique,  les  observations  ci-dessus,  relatives  aux 
signes  de  position,  cessent  d’avoir  lieu;  et,  comme  il  est  im- 
possible alors  de  confondre  les  objets  donnés,  fixes  ou  mobi- 
les, avec  d’autres  efe  position  et  d’espèce  distinctes,  il  est 
également  impossible  (lue  l’énoncé  conduise  à des  solutions 
multiples  décomposables,  à moins  qu’il  ne  soit  lui-même  par- 
tageable en  plusieurs  énoncés  distincts,  par  le  changement 
possible  de  la  disposition  des  points  et  des  lignes  (|ui  définis- 
sent la  nature  géométrique  du  système. 

•Ainsi,  par  exemple,  si  l’on  demande  d’inscrire  à un  cercle 
donné  et  décrit  un  polygone  quelconciue  dont  les  côtés  passent 
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par  (les  points  aussi  donnés,  il  faut  que  l’énonce  spécifle,  par 
une  figure  décrite  ou  autrement,  l’ordre  dans  lequel  on  veut 
que  les  cùlés  se  succèdent  à l’égard  de  ces  points  respectifs. 
Autrement,  cet  énoncé  comprendrait  plusieurs  questions’  et 
solutions  distinctes  dont  la  combinaison  mutuelle  pourrait 
exiger  un  examen  séparé  et  spécial. 


Conclusions  générales  et  récapitulatives. 

118.  Je  pense  avoir  donné  dans  cet  écrit  la  théorie  des  varia- 
tions de  signes  dans  les  figures  géométriques  et  avoir  levé 
toutes  les  difficultés,  tous  les  nuages  dont  cette  théorie  parais- 
sait encore  enveloppée  dans  les  applications,  malgré  les  écrits 
de  nilustre  Carnot  et  ceux  des  estfmables  savants  qui  s’en 
sont  occupés  après  lui.  On  a dû  s’apercevoir  que  la  notion  que 
nous  y donnons  des  expressions  négatives  en  Géométrie  ne 
diffère  pas,  quant  au  fond,  de  celle  présentée  par  M.  Carnot. 
Nous  admettons  avec  lui  qu’il  n’existe  pas  de  quantités  néga- 
tives absolues  et  isolées  proprement  dites;  celles  qu’on  ap- 
pelle ainsi  n’étant  que  des  formes  purement  algébriques  qui 
rappellent  à la  fois  la  grandeur  métrique  d’une  quantité  et  la 
fonction  qu’elle  doit  remplir  dans  les  calculs;  qu’à  cet  égard 
il  en  est  ainsi  encore  des  quantités  algébriques  positives;  que 
cependant  ces  dernières  remplissant  dans  les  calculs  où  elles 
entrent,  le  même  rcMe  que  les  quantités  numériques  et  abso- 
lues, rien  n’empèqhe,  à la  rigueur,  de  leur  conserver  le  nom 
de  quantités;  qu’enfin  les  expressions  négatives  isolées  peu- 
vent être  considérées  comme  provenant  de  la  différence  de 
deux  quantités  absolues  dont  la  plus  grande  a été  retranchée  de 
la  plus  petite,  etc.  Mais  nous  n’en  conclurons  pas,  avec  ce  géo- 
mètre philosophe,  que  les  expressions  négatives  isolées  sont 
insignifiantes  ou  absurdes  ; elles  ne  sont  telles,  en  effet,  que 
quand  on  prétend  les  regarder  comme  des  quantités  simples  et 
leur  appliquer  l’idée  abstraite  de  grandeur;  car  elles  repré- 
sentent à la  fois  la  grandeur  et  l’état,  la  fonction  opposée  et 
contraire  à celle  qu’indiquent  les  expressions  algébriques  iso- 
lées, positives  ou  additives. 

En  Géométrie  comme  en  Analyse  algébrique  où  l’on  consi- 
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<lcr('  il(*s  (luaiililés  iiulélcmiiii^cs  ou  variables  suivant  cer- 
taines lois  continues,  les  signes  -h  et  — , qui  prccèd(Mit  une 
grandeur,  peuvent  aussi  représenter  le  sens  direct  ou  inverse, 
progressif  ou  rétrograde,  par -rapport  à l'origine  d’où  celte 
grandeur  se  mesure.  A la  suite  et  comme  résultat  d'un  calcul 
algébrique,  elles  indiquent  une  concordance  ou  une  opposition 
de  sens  d’une  grandeur  supposée  inconnue  algébriquement, 
par  rapport  au  sens  qu’on  lui  avait  d’abord  attribué  dans  les 
formules,  équations  ou  relations  ()uelconques,  considérées 
comme  fondamentales  au  point  de  départ. 

Dans  les  ligures  dont  tous  les  éléments  sont  soumis  à la  loi 
de  continuité,  il  existe  un  constant  accord  entre  la  loi  des  signes 
de  position  et  celle  qu’indi(|uent  les  règles  algébriques;  leur 
désaccord  dans  les  résultats,  s’il  n’est  pas  purement  apparent, 
provient  toujours  d’errî;urs  de  calcul  ou  de  raisonnement, 
de  fausses  hypothèses  ou  d’une  cause  de  discontinuité  iiiiel- 
conque  inhérente  aux  données  ou  aux  relations  mélri(|ues 
primitives  et  conditionnelles. 

Dans  toutes  les  relations  géométriques  de  cette  espèce  qui 
ne  comptent  que  deux  termes,  il  ne  saurait  subsister  aucun 
signe  algébrique,  conformément  aux  résultats  de  la  logique 
sévère  des  Anciens;  ces  signes  se  détruisent  mutuellement, 
inévitablement,  pour  toutes  les  situations  possibles  de  la  figure, 
comme  cela  a lieu  en  particulier  dans  la  théorie  des  transver- 
sales que  les  géomètres  grecs  possédaient  comme  nous,  dans 
ses  principaux  éléments. 

I.’antagonisme-  des  signes,  dans  les  relations  métritjues  à 
deux  termes,  ne  peut  subsister  tiu’au  point  de  vue  algébrique 
des  formules  de  substitution,  de  corrélation  et  de  transfor- 
mation, où  l’un  au  moins  des  termes  est  supposé  inconnu 
quant  aux  signes  algébriques  de  position.  Cette  considération 
ne  saurait,  en  aucune  manière  (n"*35  et  suiv.),  autoriser  la  re- 
présentation soi-disant  géométriijue  et  symbolique  des  imagi- 
naires absolues  ou  isolées. 

Quant  aux  objections  de  M.  Carnot  relatives  à la  résolution 
algébrique  des  problèmes  de  Géométrie,  nous  les  avons  suffi- 
samment réfutées  dans  les  dernières  parties  de  ce  lll'  (Altier, 
pour  nous  dispenser  d’insister  sur  tout  ce  qui  concerne  l’in- 
t(‘rprétation  des  r.tcines  ou  solutions  algébriques  négatives  ei 
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positives  doni  les  dernières  sont  seules  admises  par  ce  savant 
comme  entièrement  rigoureuses,  quoique  au  fond,  ainsi  qu’on 
l’a  vu,  elles  puissent  être  tout  aussi  sujettes  à'dilTicultc  et  à 
contestation  dans  certains  cas. 

A la  rigueur,  nous  aurions  pu  nous  dispenser  d’entrei*  dans 
un  examen,  une  réfutation  aussi  détaillée  des  idées  de  M.  Car- 
not à cei  égard,  puisqu’elles  tiennent  moins  à des  erreurs  de 
principes  qu’à  des  diffty-ences  dansda  manière  d’envisager  les 
questions..  Mais  notre  grand  conoitojen  a pu  induire  en  erreur 
beaucoup  de  personnes  en  cherchant  à démontrer  que  l’Ana- 
lyse algébrique  donne  tantôt  plus,  tantôt  moins  (|ue  ce  qu’on 
lui  demande,  qu’elle  peut  même  amnlgamer  des  racines  tout 
à fait  insignifiantes  ou  fausses  aux  racines  véritables  des 
.questions,  qu’entin  on  ne  pouvait  être  sûr,  en  aucun  cas, 
il’avoir  obtenu  une  racine  effective  d’un  problème  qti’après 
des  vérifications  à posteriori  épineuses,  qui  tendent  à ébran- 
ler la  confiance  dans  la  certitude  du  résultat  des  connais- 
sances algébriijues  ou  géométriques  ; c’est  pourquoi  j’ai  cru 
pouvoir,  malgré  nion  peu  d’autorité  et  mon  profond  respect 
pour  un  illustre  maître,  entreprendre  celte  longue  et  pénible 
réfutation. 

Comme  on  ne  reproche  que  trop  souvent  à l’Analyse  algé- 
brique sa  trop  grande  généralité  sous  prétexte  (|u’elle  donne 
plus  qu’on  ne  lui  demande,  et  qu’elle  ajoute  aux  racines  que 
l’on. cherche  d'autres  racines  qui,  n’appartenant  pas  à la  ques- 
tion, sont  inutiles,  sinon  tout  a fait  absurdes  ou  insignifiantes, 
je  crois  devoir  joindre  ici  quelques  réflexions  générales  à celles 
en  grand  nombre,  déjà  répandues  dans  le  cours  de  ce  Cahier, 
relativement  à la  séparabilité  des  solutions  algébriques  des 
problèmes  de  Ciéométrie,  séparabilité  dont  la  cause  princijiale, 
comme  on  l’a  vu  encore,  lient  à l’ambiguïté,  à l’incertitude  des 
signes  de  position  des  constantes  mobiles  ou  indéterminées 
de  situation. 

D'abord  je  dis  que,  tant  que  l'on  n’aura  pas  prouvé  par  des 
exemples  que  la  Ciéométrie  ordinaire  peut,  dans  les  mêmes 
cas  où  l’Analyse  algébrique  donne  des  systèmes  de  racines  in- 
séparables, séparer  et  isoler  les  unes  des  autres  les  diverses 
solutions  qui  correspondent  à ces  racines,  on  aura  tort  de  lui 
imputer  un  défaut,  si  toutefois  c’en  est  un,  qu'elle  a en  com- 
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(iinn  avec  le  raisonnemeiu  {{éüméU'i()ue  urdiiiaire.  Or,  il  csl 
irés-ccilain  que  la  Géoiuélrie  ne  parvicnl  pas  mieuv  (iiic  le 
Calcul  algébrique  à opérer  cci  isolcinenl,  celle  séparalion; 
icmoin  la  résolution  de  tous  les  problèmes  du  second  degré 
par  la  règle  el  le  compas,  où  les  inlerseciions  marchent  tou- 
jours par  couples,  sauf  les  cas  memes  où  ce  calcul  jparvient  à 
les  séparer;  témoin  encore  les  problèmes  de  la  duplication 
du  cube,  de  la  trisection  de  l’angle,  que  les  Grecs,  pas  mieux 
que  les  modernes,  n’onl  j>u  résoudre  <m’à  l’aide  des  courbes 
dites  mécani(|ucs,  ou  par  rinlerseciion  de  deux  sections  co- 
niques, dont  l’une  au  moins  diffère  de  la  circonférence  du 
.cercle.  ^ . 

Le  premier  de  ces  exemples  est  d’autant  plus  remarquable, 
(jti’il  n’est  susceptible  que  d’une  setde  cl  unique  solution  réelle, 
les  deux  autres  solutions  ou  racines  étant  nécessairement  ima- 
ginaires, impossibles  géométriquement.  Cette  complication,  je 
le  répète,  se  trouve  dans  la  nature  des  clvoses  et  non  dans  l'es- 
sence de  l’Analjse  algébrique,  qui  ne  saurait  agir  différenuncnl 
sans  conduire  à des  contradictions  et  à des  absurdités  mani- 
festes. On  aurait  tort  de  penser  que  l’on  puisse  un  jour  parvenir 
à séparer  les  diverses  racines  Ou  inconnues  d’un  problème  géo- 
métrique autrement  que  par  la  résolution  effective  de  l’étiu,!- 
lion  algébrique  dont  elles  dépendent  nécessairement  : celle  ré- 
solution, à cause  de  rindélcrminalion  absolue  du  signe  impli- 
cite ou  explicite  des  expressions  radicales,  donnera  toujours, 
quoi  qu’on  fasse,  et  cela  simultanément,  toutes  les  racines  de 
l’équation  proposée. 

L’idée  attribuée  primitivement  à rillustre  Leibnitz,  cl  depuis 
reproduite  par  d’Alemberl  [Encyclopédie,  article  Siicatiox), 
d’une  Analyse  qui  donnerait  le  moyen  de  faire  entrer  la  situa- 
tion dans  le  calcul  des  problèmes,  de  sorte  que  l’on  pût  sépa- 
rer par  un  caractère  bien  disiinclifct  par  conséquent  isoler  faci- 
lement le  système  particulier  que  l’on  a dessein  de  considérer 
dans  l’énoncé  de  chaque  question,  cette  idée,  dis-je,  me  pa- 
raît être,  pour  les  raisons  qui  précèdent,  une  conception  en- 
tièrement chimérique  cl  dénuée  de  fondement , si  toutefois 
■ on  veut  entendre  par  là  que  l’on  parviendrait  à séparer,  sans 
changer  les  inconnues  du  problème,  le  système  des  solutions 
qui  apitarlienneni  à ces  inconnues,  dans  les  cas  mêmes  où  ces 
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soluiions  scraieni  considéri'cs  en  Géoméirie  comme  de  leur' 
nature,  tout  à fait  inséparables.  Ce  serait,  en  effet,  abaisser 
toutes  les  équations  algébriques  à des  équations  rationnelles 
du  premier  degré;  chose,  comme  j’en  ai  souvent  fait  la  remar- 
que, impossible  dès  le  second  degré. 

Dans  les  cas  où  les  solutions  d’un  problème  sont  séparables, 
l’Analyse  peut  les  isoler  tout  aussi  bien  que  la  Géométrie,  cl, 
s'il  arrive  parfois  que,  dans  ce  cas  même,  elle  les  donne  d’une 
manière  simultanée,,  c’est  moins  sa  propre  faute  que  celle  du 
calculateur,  qui  a posé  la  question  dans  un  sens  trop  général, 
point  assez  circonstancié,  ou,  si  l’on  veut,  de  ce  que  la  mise 
en  équation  enveloppe  à la  fois  plusieurs  questions  analogues 
à cellesderénoncé;  car  les  équations  primitives  doivent  en  être 
la  traduction  rigoureuse  et  fidèle.  Aussi,  en  examinant  atten- 
tivement.les  diverses  solutions  obtenues,  reconnaltra-t-on  que 
l'Analyse  n'a  rien  donné  de  trop,  et  (|u’en  effet  les  diverses  so- 
lutions répondent  au  problème  tel  qu'il  a été  miÿ  en  équation. 
Malgré  cela,  les  racines  afférentes  à la  question  étant  de  leur 
nature  rationnelles  et  séparables,  on  pourra  toujours  parvenir 
à la  seule  et  unique  solution  cherchée,  non  en  changeant  de 
données  et  d’inconnues,  ce  qui,  au  fond,  revient  à changer  la 
nature  du  problème,  mais  en  posant  les  équations  de  départ 
d’une  manière  précise  et  absolue. 

Les  solutions  soi-disant  surabondantes  ou  étrangères  qu’on 
rencontre  en  traitant  les  problèmes  géométriques  par  le  cal- 
cul, ne  viennent  donc  pas  de  ce  qu’elles  ont  été  amalgamées 
avec  les  autres  par  les  transformations  algébri(]ues,  puis- 
qu’elles appartiennent,  en  toute  rigueur,  aux  divers  systèmes' 
que  représentent  les  équations  primitives,  mais  bien  de  la 
manière  inexacte,  vague  ou  trop  générale  dont  on  a mis  le  pro- 
blème en  éijuation. 

Nous  ne  disons  rien  des  facteurs  introduits  patidcs  procédés 
particuliers  d’élimination;  car,  non-seulcrnent  ces  facteurs 
sont  inutiles  et  insignifiants,  mais  encore  ils  ne  satisfont  nulle- 
ment aux  équations  de  définition,  et  peuvent  toujours  être 
évités  en  employant  un  mode  convenable  d’élimination.  On 
doit  donc  avoir  soin  de  distinguer  ces  sortes  de  facteurs  de, 
ceux  dont  il  a été  question  dans  ce  qui  précède,  lesquels  font 
nécessairement  partie  de  l’équation  linalcdu  problème:  il  n’y 
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. a que  le  changemenl  même  ile  la  mise  en  équation  qui  puisse 
les  faire  disparaître  de  ce  résultat  (*). 

Qu'on  ne  dise  pas  qu'il  est  impossible  à l’avance  de  recon- 
naître si  le  problème  présenté  de  telle  ou  telle  manière  dans 
la  mise  en*  équation,  introduira  une  ou  plusieui-s  solutions 
étrangères  à la  question  telle  qu'elle  a été  énoncée  verbale- 
ment : une  discussion  exacte  et  sudisamment  approfondie  y 
fera  toujours  parvenir  d'une  manière  certaine  ; mais  elle  sup- 
pose, de  la  part  du  géomètre,  une  grande  babitiide  du  calcul 
et  du  raisonnement  géométrique;  ce  n’est  qu’en  résolvant 
beaucoup  de  questions  difficiles  et  en  les  traitant  d'une  ma- 
nière complète  que  l’on  peut  parvenir  à acquérir  cette  pn'- 
cieuse  babitude. 

C’est  peu,  en  effet,  d’être  parvenu  à mettre  un  problème 
en  équation,  à trouver  même  la  marche  à suivre  dans  les  opé- 
rations subséquentes,  pourprouverpar  là  que  l’on  sait  résoudre 
ce  problème;  souvent  c’est  la  plus  petite  partie  de  la  difficulté 
qui  se  trouve  vaincue,  et,  pour  avoir  ramené  la  question  à 
quelques-unes  des  opératiops  bien  connues  de  l’Algèbre,  on 
n’a  nullement  résolu  la  question  proposée.  Ce  n’est  d’ailleurs 
qu’en  abordant  les  discussions  de  détail  avec  une  entière  fran- 
chise qu’on  parviendra  à faire  faire  des  progrès  à la  science. 
Une  solution  plus  ou  moins  élégante  ou  heureuse  n’est  en  soi 
que  peu  de  chose,  mais  il  n’en  est  pas  de  même  de  la  marche 
qui  y a fait  parvenir;  car  enfin,  si  la  question  était  tant  soit  peu 
difficile  ou  complexe,  si  le  résultat  final  n’était  pas  une  con- 
séquence simple  des  données,  si  surtout  la  question  semblait 
-se  soustraire  aux  règles  générales  du  calcul  ou  de  l’élimina-^ 
lion  algébrique,  il  est  certain  que  rien  ne  serait  plus  utile 
pour  l’avancement  de  la  science  elle-même  que  de  l’étudier 
aux  diverses  phases  pour  l’appliquer  ensuite  à tous  les  cas 
analogues,  ei,«à  force  d’essais  et  de  tentatives  fructueuses,  par- 
venir peut-être  à yne  théorie  générale  qui,  en  agrandissant 
cette  science,  en  éclairerait  de  plus  en  plus  la  partie  mél.i- 
phj'sique.  Ce  n’est,  en  effet,  que  par  des  efforts  répétés,  soii- 

(*)  Ces  réOexions  so  trouvent  en  partie  reproduites  dans  un  article 
de  1817,  déjà  cité,  des  anciennes  /tnntr/ct  de  Mathcwoiiqucs.  (I  oir  les 
Extraits  du  VI'  Caliiér,  n^  11.1 
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lonus  pLMidaiU  des  siècles,  c’esl  en  s’élevant  des  cas  particu- 
liers aux  théories  générales,  que  l’édifice  des  sciences  s’esl 
simplifié,  perfectionné,  et  qu’il  peut  grandir  sans  cesse. 

Enfin,  il  est  toujours  intéressant  en  soi  de  rechercher  la  so- 
lution la  plus  simple,  la  plus  directe  et  la  plus  facile;  mais 
cette  dernière  expression  du  calcul  ou  du  raisonnement  n’eùl- 
elle  que  l’avantage  de  fournir  une  construction  à la  fois  élé- 
gante, rapide  et  facile  à retenir,  elle  serait  infiniment  précieuse 
pour  les  arts  graphiques,  dont  le  plus  ou  le  moins  de  perfec- 
tion est  étroitement  lié  à la  prospérité  publique  et  particulière 
des  hommes. 

. Les  réllexions  que  nous  venons  d'offrir  sur  la  multiplicité 
des  solutions  données  par  l’Analjse  algébrique  font  voir,  en 
même  temps,  que,  si  la  mise  en  équation  peut  introduire  des 
racines  étrangères  à la  question  proposée,  énoncée  en  langage 
ordinaire,  parce  que  cette  mise  en  équation  renferme  un  sens 
plus  étendu  que  celui  de  l’énoncé,  réciproquement  il  est  pos- 
sible aussi,  sans  qu'on  puisse  reprocher  à l’Analyse  un  défaut 
de  généralité,  que  l’on  parvienne  à un  résultat  final  qui  ne  rerf- 
fcrme  pas  toutes  les  solutions  propres  à cette  même  question 
telle  qu’elle  est  énoncée  ; car  les  équations  primitives  peuvent  - 
à leur  tour  ne  pas  renfermer  tout  le  sens  qui  est  propre  à cet 
énoncé.  Mais,  ainsi  que  nous  en  avons  déjà  fait  la  remarque, 
cette  circonstance  ne  pourra  avoir  lieu  que  dans  les  cas  où  les 
solutions  géométriques  elles  nièmes  seront  séparables  de  leur 
nature,  et  auront  quelque  chose  de  distinct  par  rapport  aux 
signes  et  à la  position  des  diverses  données.  Dès  lors  aussi  il 
sera  possible  encore  de  parvenir  simultanément  à toutes  les 
solutions  du  problème  à résoudre  en  généralisant,  d’une  ma- 
nière convenable,  l’énoncé  et  les  équations  diverses  qui  dé-  . 
finissent  les  conditions  du  problème. 

La  grande  difficulté,  comme  on  l’a  vu,  est  la  mise  en  équa- 
tion. C’est  ce  qui  fait  que  telle  question  a été  réputée,  pen- 
dant tout  un  siècle,  du  quatrième,  du  huitième  degré,  qui 
n’était  au  fond  que  du  second,  parce  que  les  solutions  qui  lui 
appartenaient  étaient  séparables  de  leur  nature  ; témoinj  entre 
autres,  la  recherche  analytique  d’une  sphère  tangente  à quatre  ■ 
sphères  données,  pour  laquelle  la  Géométrie  a devancé  de 
longtemps  l’Analyse  algébrique,  mais  qui  n’a  plus  offert  de  dif- 
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ficiillé  dès  l’instaiU  où  on  a su  la  nioiirc  on  <'M|iiation  d’une 
manière  exaelc  et  suflisammeni  circonstanciée. 

Cet  exemple  6t  tant  d'autres  doivent  faire  sentir  vivement  la 
nécessité  qu’il  y a de  cultiver  la  Géométrie  rationnelle  de  pair 
avec  l’Analyse  algébrique,  en  les  faisant  marcher,  autant  que 
possible  et  si  je  puis  m’exprimer  ainsi,  à la  môme  hauteur; 
car  chacune  de  ces  deux  sciences  s’accroîtra  de  tons  les  jiro- 
grès  qu’on  aura  pu  faire  faire  à l’autre. 

En  résumant  ce  qui  précède,  on  peut  conclure  que  toutes 
les  fois  que  les  équations  de  départ  ou  de  délinition  d’un  ]>ro- 
blème  auront  été  bien  posées  et  rigoureusement  établies, 
c’est-à-dire  toutes  les  fois  que  ces  équations  ne  diront  ni 
j)lus  ni  moins  que  l’énoncé  verbal  lui-même,  on  ne  devra  par- 
venir et  l’on  ne  parviendra  jamais  (lu’aux  solutions  uniques  et 
véritables  du  problème;  (jiie  si,  malgré  cela,  l’équation  finale 
semble  donner  des  solutions  en  apparence  surabondantes  ou^ 
inutiles  à l’objet  particulier  qu’on  se  propose,  c’est  que  ces 
solutions  ne  peuvent,  de  quelque  manière  qu’on  s’y  prenne, 
être  séparées  de  celles  qu’on  eberebe , et  t|u’alors  la  Géo- 
métrie n’est  pas  plus  capable  que  l’Analyse  d'y  parvenir;  que 
les  équations  finales,  à plusieurs  racines  inséparables,  dé- 
notent en  conséquence  riin[)ossibjlité  absolue  d’isoler,  soit 
géométriquement,  soit  analytiquement,  la  question  énoncée 
de  celles  qui  lui  sont  étroitement  conjuguées,  tout  comme, 
par  exemple,  il  est  impossible  de  séparer  autrement  que  par 
la  pensée  et  en  renonçant  à toute  idée  de  continuité  dans  le 
tracé  des  lignes,  les  deux  points  d’intersection  d’une  droite 
et  d'une  circonférence  de  cercle  situées  dans  un  môme  plan; 
qu’enfin,  s’il  se  présente  des  racines  imaginaires  à la  suite  d’un 
calcul,  elles  n’arrivent  là  (|uc  pour  indiquer  des  solutions  qui, 
sous  leur  forme  algébrique,  sont  susceptibles  de  devenir 
réelles  et  possibles  en  changeant,  non  le  sens  ni  la  nature  de 
l’énoncé  de  la  question,  mais  bien  la  grandeur  absolue  des 
données  qui  y entrent. 

L’Analyse  algébrique  exige  donc,  lorsqu’on  l’applique  à des 
questions  de  Géométrie,  de  la  pénétration  d’esprit  et  du  juge- 
ment, et  l’on  a tort  de  croire  qu’on  puisse  l’em|>loyer  comino 
un  véritable  instrument  qui  doive  môme  redresser,  dans  tous 
les  cas  possibles,  les  cireurs  et  les  fausses  bypoibèscs  que 
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l’on  pourraii  commoUrc.  C’esl  une  ai  me  commode  dom  tout  le 
monde  indislinclemenl  peut  se  servir;;elle  donne  toujours 
des  résultats  bons  et»  eux-mêmes,  mais  qui,  Tort  souvent,  ne 
seront  applicables  à ce  qu’on  cherche  et  n’aurojii  de  significa- 
tion véritable,  qu’entre  les  mains  de  ceux  qui  savent  les  lire 
et  les  interpréter  d'une  manière  convenable. En  un  mot,  l’Aira- 
lyse  ne  doit  être  appelée  que  comme  auxiliaire  du  raisonne- 
ment ordinaire;  elle  sert  à soulager  la  mémoire,  à sjmboliscr 
le  résultat  des  premières  conceptions  géométri(|ues,  et  a en 
tirer  des  conséquences  faciles  au  moyen  du  mécanisme  qui  lui 
est  propre;  mais  elle  ne  saurait  jamais  diriger  ni  suppléer  le 
jugement  et  la  conception  : c’est  Je  loa/  bâton  des  aveugles. 


Noie  pendant  t'impressinn.  ■ ; 

Coimiio  on  peut  le  voir  par  l’indication  an^as  de  la  («igc  197,  j'avais- 
l'intention  d’ajouter  ici  diverses  Notes  manuscrites  d’une  date  contem- 
poraine à 1817;  mais  l’étendue  qu’a  prise  à l'impréSsion  la  matière  de  ce 
IIP  Cahier,  malgré  de  nombreuses  abréviations  et  suppressions,  m’oblige 
à y renoncer,  sinon  délinitivement,  du  moins  jusqu’à  la  lin  du  volume,  où, 
peut-être  alors,  lo  temps  et  l’espace  me  permettront  d’en  publier  au  moins 
un  extrait  abrégé.  Jo  regrette  d'autant  plus  cet  ajournement,  que  ces  Notes 
venaient  ici  dans  leur  ordre  do  date,  et  que  la  publication  de  la  C’or/r.v/wi- 
dance  (|ue  J’ai  entretenue,  do  1818  à 1820,  avec  MM.  Teniuem,  Ser\ois 
et  Brianclion,  pouvait  servir  à combler  la  lacune  qui  existe  entre  ce 
IIP  tlahier  et  les  suivants,  sous  le  rai>port  des  idées  et  des  intentions. 
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C0^S1DÉRATI0^S  PHILOSOPHIQUES  ET  TECUMQ13ES  SUR 
LE  PRINCIPE  DE  CONTINUITÉ  DANS  LES  LOIS  GÉOMÉ-. 
TRIQUES  (*). 


quapropter  noT(t«ie,  oüierrIhH  Ipti. 
ei  «nlmo  raiitmem  : >i‘J  mai;l»  aeri 
JuUirio  pf  r}»«ndc,  el,  »t  libi  ver*  vlJetar. 

Jiede  lutious  i aut.al  f«i»a  e<»l.  accioKere  runira. 
(l.i’cacTiva,  De  tiutura  rerum,  lib  II.) 


. § !-• 

EXAMK.'»  UU  PRI.NCn-E  DA^S  LA  liÉOMÉTIUE  RATION.NELLE. 

1 . La  Grométrie  analytique  ayant  acquis  sur  la  Géoniélrie  or- 
dinaire, une  supériorité  et  une  généralité  qu’il  est  impossible  de 
lui  contester,  dans  l'élat  actuel  de  ces  deux  sciences  (i8i8),  à 
moins  d’ignorer  tout  à l’ail  les  brillantes  découvertes  des  algé- 


(')  Ce  Caliier,  dont  la  rédaction  déliriitive  date  de  l'hiver  de  1818 
à 1819,  est  le  développement  mélhoditiue  des  idées  et  des  censidéralions 
générales  sur  le  principe  do  continuité,  qui  servaient,  pour  a'msi  dire,  de 
préambule  et  de  justification  aux  théories  du  HT  Cahier,  essentiellement 
. basées  sur  l’admission  ouverte  de  ce  princijw,  mais  dont  il  importait 
do  démontrer  Texistonee  de  fait  et  l’admission,  du  moins  implicite,  dans 
toutes  les  recherches  et  les  découvertes  fondées  sur  T.\nalyse  moderne. 
Comme  je  J’ai  dit  dans  la  note  de  la  page  167,  ces  préliminaires  ont  été 
entièrement  supprimés,  parce  qu’ils  amenaient  des  discussions  épineuses 
et  prématurées,  relatives  à la  fausse  interprétation  quelquefois  donnée  à 
certains  signes  algébritiues,  La  Corrc.sponthmce,  déjà  mentionnée  dans 
' la  Note  finale  du  même  Cahier,  montre  qu’après  avoir  donné  en  1818,  ù 
-M.M,  Terquem,  Servois  et  Brianchon,  un  a|>er(;u  sommaire  de  mes  pre- 
mières idées  sur  le  principe  de  continuité,  la  loi  des  signes  de  posi- 
tion, etc,,  j’ai  adressé  à. ces  savants,  au  commencement  do  1819.  outre 
la  rédaction  qui  constitue  le  texte  même  de  ce  IV”  Cahier,  celle  d’un 
autre  Mémoire  relatif  aux  principes  généraux  de  la  projection  centrale 
des  figures  situées  dans  l’espace  ou  dans  un  plan , .Mémoire  que  je  me 
l'inposais  do  publier  immédiatement  et  de  faire  .suivre,  sans  lacune,  de 
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brisles  modernes,  ou  d’èire.  entièremciu  épris  des  méthodes 
anciennes,  c’est  une  i|uestion  aussi  utile  qu’intéressante  que 
de  rechercher  directement  quelles  sont  les  causes  de  la  fai- 
blesse naturelle  à l’une,  et  de  la  puissance  extensive  qui  con- 
stitue en  quelque  sorte  le  caractère  propre  de  l’autre.  Car,  si 
ces  causes  étaient  une  fois  bien  connues,  il  deviendrait  peut- 
être  possible  de  faire  passer  dans  la  Géométrie  ordinaire  la 
généralité  des  conceptions  de  l’Analyse  algébrique,  généralité 
qui  doit  nécessairement  appartenir  à l’essence  môme  de  la 
grandeur  figurée,  indépendamment  de  toute  manière  de  rai- 
sonner. Par  là  on  parviendrait  à donner  à cette  Géométrie, 
sinon  tous  les  avantages  de  l’Analyse,  au  moins  un  certain 
degré  de  perfection  dont,  on  le  voit  bien,  elle  matique  encore 
de  nos  jours.  Or,  ce  n’est  évidemment  (|u’en  examinant  avec 


la  démonstration  des  propriétés  projectives  les  plus  intéressantes  et  les 
plus  nouvelles  sur  les  sections  coniques.  Mais  les  bienveillantés  observa- 
tions et  les  objections  qui  me  furent  adressées  à ce  sujet,  par  ces  mémos 
géomètres,  et  les  devoirs  de  mon  service  d’ingénieur  militaire  pendant 
l’été  de  1819.  ni’cn)péchcrent  do  n'-aliser  ce  projet,  et  je  dus  me  borner 
à présenter,  en  avril  1820,  à l'-Académio  des  Sciences  de  ITnslitul,  un 
■Mémoire  qui  forme  le  V'  Cidiier  de  ce  volume,  cl  que,  dans  ce  but  tout 
spécial,  je  rédigeai  pendant  les  mois  précédents,  en  me  limitant  à des 
points  de  doctrine  et  à des  résultats  que  je  considérais  comme  devant 
être  à l'abri  de  toute  contestation.  Néanmoins,  malgié  cette  réserve,  in- 
spirée par  les  scrupules  et  les  objections  de  MM.  Terquem,  Servois  et 
Brianclion,  l usage  très-sobre,  mais  nullement  déguisé,  que  je  faisais  du 
principe  de  continuité  n’ayant  pu  obtenir  grâce  aux  yeux  du  savant  rap- 
porteur de  l’Académie,  j’ai  pris,  en  1821,  le  parti  do  présentor  la  copie 
in  extenso  des  considérations  pliilosophiqnes  de  ce  IV  (allier,  à la  So- 
ciété des  Lettres,  Sciences  et  .Arts  de  Metz  [n);  mais  là  encore,  mes 
idées  sur  la  conlinuilé  furent  accueillies  de  telle  sorte  par  le  rapporteur 
Président  de  cette  Académie,  que  je  dus  renoncer  à l'espoir  de  faire 
goûter  et  comprendre  convenablement  mon  but  et  la  tendance  de  mes 
idées  avant  la  publication  de  Tensemblo  de  mes  recherches  géométriques. 

(a)  Comptr  rendu  des  travaux  de  ta  Société  pendant  l'année  de  1821  à iSaaj 
.Metz,  chez  Lainort,  imprimeur.  C'est  dans  la  même  année  iSai  (voir  p.  28  et  29}' 
que  je  lus,  en  présence  de  M.  Arago,  un  exposé  rapide  des. principaux  résultats 
auxquels  j'étais  parvenu  dans  l'application  de  l'Analyse  des  transversales  ii  la  re- 
cherche des  prnpilclés  des  courbes  géométriques  de  tous  les  ordres,  qui  consti- 
tue te  fond  du  iP  (iahicr  de  ce  volume. 
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ultoiuioii  quolle  est  la  dilTcrcncc  qui  existe  entre  la  nianièrc 
de  procéder  de  ces  deux  sciences;  c’est  en  recherchant  (|uelle 
est  hi  marclie  et  quelles  sont  les  ressources  de  l'iine  et  de 
l’autre  dans  la  solution  générale  des  diverses  questions  qui  se 
présentent,  qu’on  pourra  parvenir  à atteindre  ce  but  aussi  im- 
portant que  désirable. 

De  grands  géomètres,  dont  je  me  complairai  souvent  à citer 
l’autorité  dans  le  cours  de  cet  écrit,  ont  déjà  tenté,  de  la  ma- 
nière la  plus  savante  et  la  plus  approfondie,  la  comparaison 
que  nous  voulons  établir;  mais,  comme  leur  objet  était  moins 
déterminé  que  le.  nôtre,  il  n’est  pas  inutile,  il  est  même  indis- 
pensable que  nous  reprenions,  de  nouveau,  la  question  pour 
l’examiner  avec  plus  de  détails  et  sous  le  point  de  vue  qui 
peut  nous  condtiire,  de  la  manière  la  plus  facile,  aux  consé- 
quences générales  que  nous  nous  proposons  d’en  déduire. 

Mais,  avant  d’entrer  en  matière,  il  est  essentiel  de  faire 
quelques  remarques  préliminaires  sur  le  sens  qu’on  devra 
attacher,  par  lu  suite,  à plusieurs  expressions  dont  nous  ferons 
un  fréquent  usage. 

2.  L’objet  de  la  Xiéoméirie,  considérée  d’une  manière  géné- 
rale, est  (Téiudier  les  propriétés  des  corps  sous  le  rapport  de 
leur  étendue  ou  de  leur  configuration.  Mais,  parmi  ces  pro- 
priétés, il  en  est  qui  concernent  moins  la  grandeur  absolue 
Ou  déterminée  de  telles  ou  de  telles  parties,  que  les  affections, 
les  relations  générales  et  indéterminées  qui  leur  sont  com- 
munes s)u  qui  appartiennent  à leur  combinaison  mutuelle. 

, Ces  dernières  propriétés  doivent  seules  faire  l’objet  des  con- 
sidérations qui  suivent;  car,  à cause  de  leur  généralité  et  de 
l’indétermination  .même  des  grandeurs  qu’elles  concernent, 
CCS  propriétés  renferment  implicitement  toutes  les  autres,  et 
il  suffira,. pour  y parvenir,  de  descendre  du  cas  général  au  cas 
particulier,  en  attribuant  aux  grandeurs  indéterminées  la  valeur 
ou  la  relation  qtii  les  jjarticularisent.  Ainsi,  a moins  qu  on  ne 
prévienne  du  contraire,  les  ligures,  les  relations,  les  propriétés 
dont  il  sera  fait  mention  dans  ce  qui  va  suivre  auront  toute  la 
généralité  possible. 

R.  De  plu.s,  jiarmi  toutes. les  propriétés  de  l’étendue,  il  eu 
est  qiii  iH*  concérueni  que  les  rap|>orls  ou  fclaiions  •■xistanles 


’Digilized  by  Googlè 


SUR  LF.  l'RlNCIRE  DE  œNTINUlTÉ.  . . ï.ç)g 
eniro  les  grandeurs  niesurées  des  parties  des  figures,  tandis  que 
les  autres,  sans  dépendre  explicitement  de  ces  relations,  n’ont 
trait  qu’aux  affections  relatives  à leur  configuration,  à leur  ma- 
nière d’ètre  réciproque.  Pour  les  distinguer  entre  elles,  on 
pourrait  appeler  celles-ci  graphiques  ou  descriptives,  tandis  que 
les  premières  recevraient  le  nom  de  propriétés  métriques,  c’est- 
à-dire  concernant  les  rapports,  la  mesure;  et  c’est  ainsi  que  ' 
nous  en  userons  dans  ce  qui  va  suivre,  afin  d’abréger  le  dis- 
cours  et  de  lui  donner  plus  «le  clarté,  puisque  les  expressions 
qui  précèdent  ont  un  sens  bien  déterminé. 

4.  Malgré  la  distinction  que  nous  venons  d’établir  entre 
ces  deux  espèces  de  propriétés,  on  sent  toutefois  qu’elles  ont 
entre  elles  la  dépendance  la  plus  intime,  et  que  souvent  celles 
d’uiie  espèce  pourront  conduire  iininédiatetnent  à celles  de 
l'autre.  On  a constamment  réuni  dans  les  recberebes  purement 
géométriques  ces  deux  genres  de  propriétés,  parce  que,  en 
effet,  il  n’est  aucun  moyen  de  les  isoler  d’une  manière  absolue 
et  parfaite. 

Cependant,  la  Géométrie  descriptive  pourrait  être  considérée 
comme  ayant  principalement  jiour  objet  les  propriétés  gra- 
phiques figures,  et  la  Géométrie  analytique  comme  ayant 
pour  objet,  de  son  côté,  les  relations  ou  les  propriétés  mé- 
triques; car  cette  dernière  science  ne  commence  ses  opéra- 
tions que  quand  la  Géométrie  lui  a livré  les  premiers  rapports, 

'Ct  elle  les  termine  précisément  quand  il  s’agit  d’en  interpréter 
les  résultats  sur  la  figure. 

Envisagée  souS  ce  point  de  vue,  la  Géométrie  analytique  ne 
serait  que  l’art  d’apj)liquer  aux  rapports  métriques  des  figures 
le  mécanisme  du  calcul  algébrique,  pour  transformer  ces  rap- 
ports en  d'autres  qui  en  découlent  en  vertu  des  lois  abstraites 
Ue  la  grandeur;  et  c’est  eri  efl'ei  ainsi  qu’elle  a été  mise  en 
lisage  dans  l'origine,  par  4’iète,  sous  le  nom  A’ rinalyse  déter- 
minée. 

Mais  la  Géométrie  analytique  a reçu,  dès  le  temps  de  Pes- 
cartes,  une  extension  beaucoup  plus  grande  sous  le  nom 
A'.inalyse  indéterminée  ; par’elle  on  est  ])arvenU,  non-seule- 
mentàsoumeitre  les. rapports  métriques  au  calcul,  mais  encore 
à peindre  les  formes  et  la  disposition  inème  des  objets  de  la 
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Géométrie  r c’esl  celle  analyse,  qu’on  nomme  aussi  méthode 
des  coordonnées,  qu’onl  cullivée  avec  lanl'de  succès  les  Euler, 
les  Monge,  les  Lagrange,  elc.;  ses  avaniages  sur  la  première 
sonl  aujourd’hui  bien  connus,  cl  ne  formcnl  le  sujei  d’aucun 
doule. 

5.  Nous  avons  cru  nécessaire  d’élablir,  avanl  d’aller  plus 
loin,  celle  disiinciion  enire  les  deux  espèces  d’Analyses  qui 
précèdenl,  parce  qu’on  n’esl  que  Irop  souvenl  eniralné  à re- 
prochera r.Analysc  en  général  les  défauls  el  les  diflicullés,  qui 
n’onl  lieu,  en  parliculier,  que  pour  l’applicalion  de  l’Algèbre 
à la  Géométrie  dans  des  questions  déterminées,  laquelle  n’esl 
qu’une'espèce  de  Géométrie  dont  les  règles  sonl  imparfaites, 
et  dont  la  marche  varie  à chaque  instant  el  dépend  tout  à fait 
de  la  sagacité  de  celui  (jui  l'emploie. 

Dans  ce  qui  suit,  c'est  toujours  de  l'Analyse  des  coordonnées 
(|ue  nous  entendrons  parler;  car  elle  seule  possède,  dans  ses 
résultats,  la  généralité  dont  nous  voulons  étudier  cl  rechercher 
le  principe. 

C.  Notre  sujet  ayant  quelque  analogie  avec  celui  de  la  Géo- 
métrie de  position  de  M.  Carnot,  nous  aurons  souvenl  besoin 
de  comparer  une  même  figure  avec  toutes  celles  qui  peuvent 
être  censées  en  résulter  par  le  mouvement  progressif  el  con- 
tinu,de  certaines  des  parties  (jui  y entrent,  sans  violer  la  liaison 
el  la  dépendance  primitivement  établies  entre  elles.  Nous  ap- 
■pellcrons  avec  cet  illustre  géotnèlre  ( *),  figure  primitive,  celle 
à laquelle  on  compare  toutes  les  autres  qui  en  dérivent; 
celles-ci,  à leur  tour,  seront  appelées  en  général  les  corrélatives 
de  la  première  : cette  correspondance  particulière  entre  deux 
systèmes  sera  désignée,  en  outre,  par  le  mol  corrélation. 

Nous  distinguerons  trois  degrés  de  corrélation,  suivant  la 
|)lus  ou  moins  grande  analogie  que  peuvent  conserver  entre 
eux  le  système  primitif  el  le  système  dérivé.  Pour  tous,  nous 
admettrons  que  le  mouvement  par  lequel  on  suppose  que  la 
ligure  primitive  ait  pu  se  changer  en  sa  dérivée  soit  réel  et 
géométriquement  possible. 


(*)  Geumctric  de  position,  art.  î.3  cl  p8. 
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Cela  posé,  nous  dirons  nue  la  corrclalion  csl  directe  toutes 
les  fois  que  les  ligures  corrélatives  seront  composées  d’un 
. même  nombre  de  parties' semblables  quanta  leur  nature,  se 
correspondant  cbaciine  à chacune,  et  disposées  absolument 
dans  le  même  ordre  à l’égard  les  unes  des  autres  : dans  celte  . 
situation,  elles  ne  différeraient  évidemment  que  par  la  gran- 
deur absolue  de  ces  parties,  et  nullement  par  leur  nature  et 
leur  position  relative. 

Nous  dirons  que  la  corrélation  est  au  contraire  indirecte  ou 
inverse  toutes  les  fois  que  le  déplacement  nécessaire  à opérer 
dans  l’une  des  figures,  pour  la  rendre  identique  avec  .sa  corré- 
lative, changerait  l’ordre,  la  disposition  de  quelques-unes  des 
parties  dont  elle  se  compose,  sans  toutefois  en  changer  la 
nature. 

Enfin  la  corrélation  pourrait  être  telle  que,  en  vertu  du  dé- 
placement toujours  réel  de  rertaines  parties  de  la  figure  pri- 
mitive, une  ou  plusieurs  autres  parties  de  cette  figure  de- 
vinssent, dans  la  corrélative,  imaginaires  de  réelles  qu’elles 
étaient,  ou  réciproquement;  c’est-à-dire  telle  que  certaines 
distances,  certains  points  cessassent  d’exister  d’une  manière 
géométrique  ; nous  nommerons  cet  état  de  deux  figures 
corrélation  idé<de. 

Si  la  figure  primitive  renfermait  une  droite  et  un  cercle,  par 
exemple,  et  que  cette  droite  rencontrât  d’abord  la  circonfé- 
rence de  ce  cercle  en  deux  points,  on  pourrait  concevoir  qu’elle 
se  détachât  ensuite  du  cercle  par  un  mouvement  continu  ; alors 
les  deux  points  dont  il  s’agit  cesseraient  d’être  réels  aussi 
bien  que  la  direction  des  rayons  qui  leur  correspondent,  et  la 
nouvelle  figure  serait,  d’après  ce  qui  précède,  en  corrélation 
idéale  avec  la  première. 

Ces  définitions  ne  cadrent  que  jusqu’à  un  certain  point  avec 
celles  de  la  Géométrie  de  position  ; elles  ne  concernent  pro- 
prement que  la  corrélation  de  situation  des  figures,  tandis  que 
les  autres  concernent  la  corrélation  des  signes  qui  affectent 
les  grandeurs  qui  entrent  dans  les  formules  appartenant  à ces 
figures.  Il  ne  faut  pas  confondre  entre  elles  ces  deux  sortes  de 
corrélations;  pour  qu’il  fût  permis  de  le  faire,  il  faudrait  qu’on 
eût  démontré  à l’avance,  d’une  manière  absolue  et  rigoureuse, 
que  chaque  espèce  de  corrélation  de  situation  entraîne  néces-; 
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sairemenl  l’cspôro  rorrcspondatiU;  ilo  corrélalioii  de  signes; 
re  (pii  n’a  pas  lieu  jusqu’à  présent. 

7.  (Juel  que  soit,  dans  la  Géoméiiic  pure,  l’objet  que  l’on 
so  propose  et  le  mode  de  raisonnement  qu’on  veut  employer 
pour  y parvenir,  il  s’agit  toujours,  en  définitive,  d’établir,  de 
recliercber  la  dépendance  ou  la  relation  explicite  qui  existe 
entre  telles  ou  telles  partie^  d’une  ligure  donnée,  que  cette 
relation  soit  métrique  ou  descriptive. 

Si  cette  relation  est  assez  simpje  en  elle-même,  ou  si  elle 
est  liée  d’une  manière  proebaine  avec  des  vérités,  des  rela- 
tions connues  entre  quelqinjs  parties  de  cette  figure,  il  sera  v 
souvent  facile  de  passer  de  la  connaissance  des  unes  à celle 
des  autres,  sans  avoir,  besoin  de  recourir  à aucun  intermédiaire 
étranger  à la  figure.  Mais,  si  cette  relation  et  les  parties  qu’elle 
■ concerne  n’ont  qu’une  liaison  lointaine  et  difficile  tt  établir 
avec  ces  autres  parties  de  la  figure  ou  avec  d’autres  relations 
déjà  connues,  ou  si,  même,  on  ne  connaît  aucune  relation 
entre  les  parties  actuelles  de  cette  figure,  alors  on  se  voit  con- 
duit à décomposer  la  difficulté  en  d’autres  plus  abordables; 
ce  à quoi  l’on  parvient  presque  toujours  en  traçant  sur  la  fi- 
gure, de  nouvelles  lignes  liées  d’une  manière  intime  aux  pre- 
mières. 

Si  ces  nouvelles  lignes,  qui  ne  sont  que  des  auxiliaires  pour 
l’objet  principal,  sont  bien  choisies,  il  arrivera  que  leur  ma- 
nière d’être  à l’égard  des  autres  fera  apercevoir  quelques  rela- 
tions ou  dépendances  déjà  connues,  et  alors,  en  rapprochant 
successivement  ces  relations  entre  elles,  on  pourra  parvenir, 
comme  dans  le  premier  cas,  à la  relation  dont  on  s’occupe, 

' en  faisant  voir,  d’une  manière  ou  d'une  autre,  quelle  est  sa 
dépendance  et  sa  liaison  avec  elles.  Le  but  qu’on  se  propose 
se  trouvera  donc  entièrement  rempli,  sous  quelque  point  de 
vue  (^u’on  le  considère. 

On  voit  par  là  ([ue  la  chose  vraiment  difficile,  celle  qui  tient 
surtout  au  génie  et  au  talent  du  géomètre,  c’est  le  choix  d<;s 
lignes  et, des  relations  auxiliaires  qui  doivent  servir  à lier  les 
ilifférenis  membres  de  la  proposition;  c’est  en  cela  que  con- 
siste l’élégance  d’une  solution  ou  d'une  démonstration.  Car, 
si  ces  auxiliaires  n’ont  (pi’urn?  dépendance  lointaine  avec  la 
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ligure  ilonnée  ou  aveC  l’objei  qu’on  se  propose,  elles  exige- 
roni  beaucoup  de  proposilions  iiilermédiaires,  el  jCes  pt-oposi- 
lioits  .seronl  compliquées  dans  leur  rapprochement  mutuel; 
aussi  arrivera-t-il  souvent  que  si  cette  marche  a conduit  au  ré- 
sultat, après  bien  des  détours,  on  n'aura  encore  obtenu  qu’une 
relation  ou  qu’une  construction  aussi  difficile  à saisir  que 
tous  les  intermédiaires  par  lesquels  on  aura  été  obligé  de 
passer.  ' - _ • 

8.  Si  celte  difficulté  el  celle  indéterminaiion  (fu  cboix  des 
auxiliaires,  dans  les  questions  géométriques  traitées  d’une 
manière  purement  ralioiinelle,  offrent  des  désavantagés  relali- 
vemenl  à la  marche,  générale  et  uniforme  de  la  Géométrie  ana- 
lytique, puisqu’elles  peuvent  arrêter  le  géomètre  dès  le  pre- 
mier abord,  il  faut  avouer  totilcfois  que  cbllo  indclerniinalion 
est,  en  particulier,  aussi  la  cause  de  l’élégance  el  de  fa  simpli- 
cité de  cériaincs  solutions  et  de  certaines  démotvsirations, 
dans  des  questions  que  la  méthode  des  coordonnées  ne  peut 
atteindre  que  d’une  manière  pénible. 

On  conçoit,  en  effet,  que  la  Géométrie  analytique,  dans  sa 
marche  générale  el  uniforme,  rapiiorlanl  consiumrheni  tous  les^ 
objets  d’une  figure  aux  inêmes  auxiliaires,  doit  parvenir  à des 
résultats  d’autant  plus  .compliqués  el  plus  difficiles  à saisir, 
(jue  ces  auxiliaires  offrent  moins  d’analogie  avec  les  formes 
ou  les  objets  mêmes  de  Ja  figure,  et  qu’ainsi  leur  dépendance 
mutuelle  est  moins  simple  et  moins  intime.  Elle  ne  peut 
d’ailleurs,  comme  la  Géométrie  rationnelle^  faire  usage  immé- 
diaumienl  des  proposilions  déjà  connues,  el  qui  sortent  tant 
soit  peu  de. ses  principçs  élémentaires;  elle  est  fpreée  de  re- 
prendre les  choses  presque  à leur  définition,  el  de  parcourir 
tout  l’inlervalle  qui  sépare  ces  définitions  des  relations  finales 
auxquelles  on  se  propose  de  parvenir.  Ea  méthode  des  coor- 
données, considérée  en  elle-même  el  d’une  manière  générale, 
csl  donc  limitée  autant  dans  le  choix  des  principes  ou  des 
proposilions  auxiliaires,  que  dans  celui  des  lignes  dont  elle 
doit  nécessairement  faire  usage  (lour  définir  chacun  des  objets 
de  la  figure.  .; 

Il  est  vrai  (|ue,  à la  rigueur,  on  jiourraii  adincllre  des  pro- 
positions déjà  connues  et  diminuer  par  là,  de  beaucoup,  la 
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complication  des  calculs  et  le  nonibre  (les  opérations  né- 
cessaires ])oiir  arriver  au  résultat  final;  mais  cela  exigerait, 
dans  chaque  cas  particulier,  la  recherche  de  l'expression  ana- 
lytique de  cette  propriété,  car  cette  expression  varie  avec  la 
position  des  axes  coordonnés  : or,  c'est  ce  qui  serait  loin  d'être 
facile  dans  tous  les  cas,  comme  cela  a lieu  dans  la  Géométrie 
ordinaire. 

D’un  autre  ccité,  l’Analyse,  dans  chaque  cas  paiticulier,  n’est 
pas  entièrement  bornée  au  choix  de  tels  ou  tels  axes  coor- 
donnés; elle  peut,  ainsi  que  la  Géométrie,  mais  d’une.manièi’P 
moites  immédiate,  faire  usage  de  lignes  et  de  grandeurs  auxi- 
liaires liées  intimement  à la  figure,  pourvu  ipie  la  dépendance 
qu’elles  ont  avec  les  autres  objets  donnés  ou  inconnus  de  cette 
ligure,  soit  déterminée  à l’avance  et,  par  consé(juent,  telle 
qu’on  ])uisse  passer  directement  de  la  connaissance  des  unes 
à celle  des  autres  jiar  des  relations  algébriques.  Mais  alors  on 
éprouve,  dans  le  choix  de  ces  auxiliaires,  les  mêmes  difficultés 
que  dans  la  Géométrie  pure  elle-même,  et  il  faut  être  déjà  pro- 
fond géomètre  pour  reconnaître,  à l’avance,  la  simplification 
que*  le  choix  de  tel  auxiliaire  ou  de  telle  inconnue  pourra 
amener  dans  l’é(|uation  ou  le  résultat  final.  S’il  suffisait  de 
faire  en  sorte  que -les  é(|iiations  primordiales  fussent  simples 
et  les  plus  simples  possible,  on  conçoit  qu’il  serait  assez  facile 
de  choisir  les  auxiliaires;  mais  il  n’en  est  pas  toujours  ainsi, 
et,  souvent,  les  éipiations  les  plus  simples  en  apparence  con- 
duisent aux  résultats  les  plus  compliqués. 

9.  Ce  n’est  donc  pas  l’indétermination  et  la  difficulté  du 
choix  des  auxiliaires  qui  rendent  la  Géométrie  inférieure  à 
l’Analyse,  car  cette  indétermination  et  cette  difficulté  subsistent 
également  dans  la  deinière  pour  chaque  question  que  l’on 
peut  se  proposer  en  particulier;  et,  si  la  Géométrie  analytique 
a favantage  d’offrir,  dans  sa  marche  méthodiiiue,  des  moyens 
de  solutions  pour  toutes  les  questions  possibles,  il  faut  avouer 
encore  que,  sauf  certains  cas  où  les  auxiliaires,  abscisse  et  or- 
donnée, ont  une  liaison  intime  avec  les  données  de  la  question, 
elle  ne  conduit,  la  plupart  du  temps,  par  ses  procédés  géné- 
raux et  directs,  qu'à  des  résultats  d’une  grande  complication 
et  dont  l’interprétation  et  la  construction  géométrique  sont 
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irès-difficiles  : au  moins,  celte  inierprétalion  exige-t-elle  une 
grande  pénétration  d'esprit  de  la  part  de  l’algébrisle  et  une  con- 
naissance très-approfondie  des  conceptions  propres  .à  la  Géo- 
métrie ordinaire. 

Ce  n'est  pas  encore,  comme  le  dit  très-bien  l’auteur  de  la 
Géométrie  de  position,  l'avantage  qu’a  l'Analyse  des  coordon- 
nées de  se  servir  du  calcul,  en  tant  qu’il  sert  à soulager  la  mé- 
moire, qui  fait  sa  grande  supériorité  sur  la  Géométrie  ordi- 
naire; car,  1°  celle-ci  peut,  jusqu’à  un  certain  point,  en  faire 
usage  sans  cesser  d’èire  purement  Géométrie,  pourvu  qu’elle 
en  suive  tous  les  développements  sur  la  ligure;  elle  part 
toujours  des  relations  et  des  auxiliaires  les  plus  simples,  et 
par  conséquent  les  plus  faciles  à saisir  et  à comparer,  même 
de  tète;  3"  le  nombre  des  propositions  et  des  objets  auxi- 
liaires croissant  sans  cesse,  et  pouvant  devenir  immense  par  la 
succession  des  temps  et  des  travaux  des  géomètres,  il  arrive 
que,  tout  au  contraire  de  l’Analyse  pure,  profitant  immédiate- 
ment, et  sans  intermédiaire,  de  ces  ressources,  de  ces  vérités 
antérieurement  acquises,  pour  les  appliquer  à l’objet  proposé, 
elle  pourra  parvenir,  sans  calcul  et  par  forme  de  simple  corol- 
laire, à la  détermination  même  de  cet  objet. 

10.  Jusqu’ici  donc,  on  le  voit,  les  ressources  et  les  moyens 
qu’offrent  ces  deux  manières  différentes  de  traiter  la  science 
de  l’étendue  possèdent  des  avantages  et  des  désavantages  réci- 
proques qui  se  balancent  mutuellement,  et  l’on  ne  voit  pas, 
dans  la  faculté  qu’a  la  Géométrie  analytique  de  soulager  la 
mémoire  par  des  signes,  une  raison  suffisante  et  nécessaire  de 
sa  supériorité  sur  la  Géométrie  rationnelle;  il  est  même  re- 
marquable que,  sous  le  point  de  vue  de  l’application  de  l’une 
et  de  l’autre  à des  questions  particulières,  la  Géométrie  ana- 
lytique ne  saurait  aucunement  se  passer  du  secours  des  con- 
sidérations de  la  Géométrie  pure,  soit  pour  simplifier  l’état  de 
la  question  en  la  ramenant  à des  circonstances  plus  faciles, 
soit  pour  simplifier  la  marche  <le  ses  opérations,  soit  enfin 
pour  interpréter  et  traduire  géométriquement  ses  résultats 
définitifs  ; sous  ce  rapport  tout  particulier,  on  peut  même  dire, 
sans  trop  s’avancer,  que  la  Géométrie  analytique  livrée  à ses 
propres  ressources,  c’est-à-dire  aux  règles  qui  en  forment  la 
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partie  élémeiiUiirc,  serait  de;  l)eaiicoup  inlerieure  à la  tiéii- 
métrie  pure,  tant  pour  rélégaiice  ipie  pour  la  simplicité  des 
résultats. 

Mais  si,  en  considérant  ainsi  la  (iéométrie  pure  sous  le  point 
de  vue  de  son  application  à une  t|uestion  particulière  et  à une 
figure  donnée  d'espèce  ou  déterminée  quant  à la  situation 
des  parties,  elle  semble  offrir  des  avantages  sur  l’Analyse,  ou 
au  moins  les  balancer,  elle  les  perd  bientôt  sous  le  rapport  de 
l’extension  possible  de  ses  résuluits  à toutes  les  figures  qui, 
bien  que  de  la  même  nature  que  la  première,  en  diffèrent  ce- 
pendant par  le  déplacement  de  ((uelques  parties;  c’est  là  et 
uniquement  là  qu’elle  se  refuse  d’une  manière  absolue  à suivre 
l’Analyse  dans  toutes  scs  conséquences.  Pour  en  sentir  la  véri- 
table raison,  jetons  un  léger  coup  d’œil  en  arrière  sur  sa  ma- 
nière de  procéder  et  sur  la  nature  des  moyens  (lu’elle  emploie 
pour  répondre  aux  (piestions  qu’on  lui  propose. 

11.  La  Géométrie,  envisagée  comme  nous  venons  de  le 
faire,  c’est-à-dire  la  Géométrie  traitée  dans  toute  sa  pureté  et 
telle  qu’elle  a été  cultivée  |iar  les  Anciens,  ne  perdant  jamais 
de  vue  son  objet,  raisonnant  toujours  sur  des  formes  réelles 
et  existantes,  et  ne  pouvant  même  jamais  tirer  de  ses  raison- 
nements des  conséquences  qu’elle  ne  puisse  peindre  à l’ima- 
gination par  des  images  sensibles,  doit  nécessairement  s’arrêter 
aussitôt  ([ue  les  objets  qu’elle  considère  cessent  d’avoir  une 
existence  positive  et  absolue;  mais  il  y a plus  : si  les  objets  de 
son  premier  raisonnement  ne  conservent  pas  entre  eux  une 
position  toujours  semblable  et  telle,  qu’il  n’y  ait  absolument 
rien  à changer  dans  les  formes  de  ce  raisonnement,  elle  s’ar- 
rête encore  et  se  refuse,  (|uoi  (ju’on  fasse,  à étendre  la  consé- 
quence de  ce  même  raisonnement,  établi  sur  la  figure  primitive, 
à la  nouvelle  disposition  de  cotte  figure;  elle  exige  qu’on  re-' 
prenne  la  sélie  des  raisonnements,  pour  lui  donner,  dans 
chaque  cas,  une  forme  différente  et  presque  toujours  nou- 
velle; et  cependant  les  objets  et  les  propositions  auxiliaires 
ont  conservé  une  existence  positive  et  réelle;  leur  dépen- 
dance mutuelle  et  celle  qu’ils  ont  avec  la  figure  donnée  est 
restée  la  même  quant  au  fond;  seulement  la  position  et 
1 ordre  de  grandeur  des  parties  a changé  : ce  qui  était  à droite 
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osl  acluellcmeiu  n gauchp,  oc  qui  (^lait  dedans  esl  acUiellemeiu 
dehors,  eie. 

12.  Qu'il  s’agisse,  par  exemple,  de  démonlrer  ce  théorème 
fort  simple,  emprunte  à la  Géométrie  élémentaire  : 
a Si  d’un  point  S,  intérieur  à une  circonférence  de  cércle 
» ABCI)  ( Jig.  148),  on  mène  à volonté,  dans  son  plan,  deux 


» sécantes  ASB,  DSC,  rencontrant  celle  circonférence  aux 
» points  A et  B,  G et  D respectivement,  le  rectangle  S.\.SB 
» des  deux  segments  formés  sur  l’une,  sera  égal  au  rectangle 
» SC. SD  des  segments  formés  sur  l’autre.  » 

Après  avoir  tracé  les  cordes  opposées  AC,  BD  et  avoir  formé 
par  conséquent  les  triangles  auxiliaires  ACS,  BDS  opposés  par 
le  sommet  S,  on  observe  que,  en  vertu  d’une  propriété  anté- 
rieurement démontrée,  les  angles  .VCS  ou  ACD,  SBD  ou  .\BD 
de  ces  triangles  sont  égaux  comme  ayant  chacun  pour  mesure 
la  moitié  de  l’arc  sous-tendant  AD,  et  qu’il  en  est  de  môme  des 
angles  CAS,  BDS;  de  là  on  conclut  que  les  triangles  en  (jucs- 
lion  sont  semblahlès,  et  que,  par  conséquent,  on  a,  par  la 
comparaison  des  côtés  homologues,  la  proportion 

SA  ;SC  ::SD:SB, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

SA.SB  = SC.SD, 

comme  il  s’agissait  de  le  démontrer. 

Tant  que  le  point  S sera  situé  à l’intérieur  du  cercle  ACBD, 
la  disposition  mutuelle  des  parties  restant  la  même,  il  n’y  aura 

ao. 
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évideinmonl  pas  lieu  à refaire  celle  (lémonslraliun  ; mais  si  le 
poiniS  vieiil  à passer  du  dedans  au  dehoi’s  du  cercle 
celle  première  disposilion  se  trouvera  lotalcmenl  changée; 
les  segments  SA,  SB  ei  SC,  SD(yî^.  i48),  dirigés  dans  des  sens 
respectivement  contraires,  le  seront  (fig.  i4o)  dans  le  même 
sens  par  rapport  au  point  S;  (iiianl  aux  angles  ACS  cl  DBS  de 
l’une  ou  l’autre  figure  , puisqu’ils  cessent  d’être  sous-ten- 
dus, mesurés  directement  par  les  arcs  ,\I)  et  BC  de  chaque 
circonférence,  c’est-à-dire  de  la  manière  que  le  supposent  les 
premiers  raisonnements,  ces  raisonnements  ont  besoin,  tout 
au  moins,  d’être  modifiés  et  appuyés  sur  d’autres  lemmos, 
sur  d’autres  principes  (*). 

Ainsi,  en  suivant  la  marclie  rigoureuse  de  la  (îéomélric,  on 
se  voit  obligé  de  recommencer  sur  de  nouveaux  frais,  la  dé- 
monstration de  la  proposition  cf-dessus,  pour  le  cas  où  le 
point  S est  situé  au  dehors  de  la  circonférence  de  cercle 
ABCD;  c’  est  en  effet  ainsi  que  les  Ancicift,  toujours  scrupu- 
leux, cl  ceux  d’entre  les  modernes  qui  ont  suivi  leurs  ti'aces, 
en  agissaient  dans  tous  les  cas  semblables. 

13.  La  corrélation  des  ligures  qui  précède  est  simplement 
indirecte  (6),  et  il  est  assez  remarquable  que  la  conséquence 
finale  des  raisonnements  reste  la  même  de  part  et  d'autre  sans 
modification  explicite  ou  apparente;  nous  avons  à dessein 
choisi  cet  exemple  pour  montrer  jusqu’à  quel  point  la  Géomé- 
trie peut  être  sévère  cl  restreinte  dans  sa  marche  et  dans  les 
conséquences  de  ses  raisonnements.  Mais,  dans  des  exemples 
plus  compliqués  que  celui  qui  précède,  et  où  néanmoins  la 
corrélation  resterait  simplement  indirecte,  la  conséquence 
finale  pourrait  éprouver  des  changeinenls,  non  dans  la  forme, 
mais  dans  les  signes  et  les  dénominations  mêmes  des  gran- 
deurs. C’est  ce  qui  arriverait,  par  exemple,  si  l’on  se  propo- 
sait de  démontrer  la  relation  connue  entre  les  côtés  et  les 
segments  d’un  triangle  oblique,  du  sommet  duquel  on  au- 
rait abaissé  une  perpendiculaire  sur  la  base;  cette  relation 
changeant  dans  les  signes  -t-  et  — , selon  que  le  pied  de  la 
perpendiculaire  tombe  sur  la  base  elle-même  ou  sur  son  pro- 


(*)  f’oir  lo  n”  33  du  précédent  Ciiliier,  p.  nj5. 
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longetnenl.  Je  ne  in’arièlcrai  pas  à cel  exemple  el  je  renver- 
rai, pour  plus  de  détails,  aux  Sect.  1 cl  11  de  la  Géomélrie 
de  position,  qui,  outre  celui  qui  précède,  en  renferment  un 
grand  nombre  d’autres  semblables,  l’auteur  ayant  précisément 
pour  objet  de  recbercher  la  mutation  qui  peut  arriver  dans  les 
signes  d'une  formule  applicable  à une  certaine  figure,  quand 
les  parties  de  celle  figure  viennent  à éprouver  une  transposi- 
tion réelle  el  continue. 

Ce  que  nous  disons  de  la  variation  des  signes  qui  peut  avoir 
lieu  dans  les  relations  appartenant  à deux  figures  en  corréla- 
tion indirecte,  ne  concerne  évidemment  que  celles  de  ces  rela- 
tions qui  sont  métriques  (3),;  car,  on  le  sent  assez,  les  pro- 
priétés purement  descriptives  ne  sauraient  éprouver  d’autres 
variations  que  celles  qui  tiennent  au  changement  de  grandeur 
absolue,  d'ordre  et  de  situation  des  parties  ; elles  rentrent, 
par  conséquent,  sous  ce  rapport,  dans  la  première  des  circon- 
stances examinées. 

IV.  Nous  n'avons  encore  envisagé  que  te  cas  où  la  corréla-  . 
lion  des  figures  pouvait  devenir  tout  au  plus  indirecte;  il  nous 
reste  à voir  ce  qui  a lieu  quand,  la  corrélation  est  idéale, 
c'est-à-dire  telle  (6),  que  certaines  parties  de  la  figure  primi- 
tive deviennent  impossibles  dans  sa  dérivée.  C'est  dans  celle 
circonstance  surtout  que  la  Géomélrie  rationnelle  se  refuse, 
d'une  manière  absolue,  à suivre  les  conséquences 'de  l'Anâ- 
lyse;  car,  dans  celle  qui  précède,  elle  pouvait  au  moins  par- 
venir à ces  conséquences,  sinon  en  général  et  d'une  manière 
immédiate,  au  moins  à posteriori  en  reprenant,  dans  chaque 
cas,  la  série  des  raisonnements  établis  sur  la  première  ligure, 
el  les  modifiant  d'une  manière  convenable. 

Pour  donner  un  exemple  bien  connu  qui  puisse  faire  res- 
sortir, d'une  manière  évidente,  les  idées  qui  précèdent,  sup- 
posons qu'il  s'agisse  d’examiner,  en  particulier,  quelle  est  la 
propriété  dont  jouit  le  système  d’ime  surface  sphérique  el 
d’une  droite  situées  d’une  manière  arbitraire  dans  l'espace; 
nous  dirons,  en  empruntant  à peu  près  les  termes  de  l’auteur 
de  la  Géométrie  descriptive  (yiongc,  p.  4g,  art.  38)  ; 

Que  si,  en  premier  lieu,  celle  droite  est  située  tout  à fait  au 
dehors  de  la  surface  donnée,  on  pourra  mener  par  celle  droUe 
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à lu  surface,  deux  plans  tangents  dont  chacun  déterminera  sur 
elle  un  point  de  contact;  que  si  l'on  conçoit  ensuite  une 
surface  conique  enveloppant  la  sphère  et  ajant  son  sommet 
en  un  point  (|uelconque  de  la  droite  donnée,  la  courbe  plane 
du  contact  mutuel  passera  nécessairement  par  les  deux  points 
ci-dessu!i  des  plans  tangents,  et,  par  conséquent,  le  plan  de 
cette  courbe  contiendra  la  corde  indéfinie  qui  joint  ces  deux 
mêmes  points;  d’où  il  résulte  que,  pareille  circonstance  ayant 
lieu  pour  toute  autre  surface  conique  enveloppante  dont  le 
sommet  serait  sur  la  droite  donnée,  on  pourra  énoncer  ce  théo- 
rème : <f  Si  l’on  imagine  que  le  sommet  d’une  surface  conique, 

» circonscrite  à une  sphère,  vienne  à se  déplacer  en  parcou- 
» rant  tous  les  points  d’une  ligne  droite  donnée,  extérieure  à 
n cette  sphère,  le  plan  de  la  courbe  de  contact  ne  cessera  pas, 
» dans  toutes  ses  positions,  de  tourner  autour  d’une  autre 
» droite  fixe  comme  la  première  ». 

Le  raisonnement  que  nous  venons  de  rapporter  en  sub- 
stance reste  vrai  et  rigoureusement  applicable  à la  figure  dans 
tous  les  cas  où  la  droite  donnée,  venant  à se  déplacer  à l’égard 
de  la  surface  sphérique,  lui  restera  entièrement  extérieure, 
parce  que  l’on  pourra  en  effet,  dans  cette  position  particulière, 
toujours  mener  par  cette  droite  deux  plans  tangents  à la  sphère. 
Mais,  si  l’on  vient  à supposer,  au  contraire,  que  la  droite  et 
la  sphère  se  pénètrent,  alors  les  plans  tangents,  qui  servent 
d’auxiliaires,  devenant  impossibles  aussi  bien  que  les  points 
do  contact  qui  leur  correspondent,  le  raisonnement  primitif 
cessera  d’exister  d’une  manière  absolue,  quelles  que  soient 
d’ailleurs  les  modifications  particulières  qu’on  veuille  lui  faire 
éprouver;  afin  donc  d’étendre  à ce  dernier  cas  les  consé- 
quences du  premier,  sans  sortir  de  la  marche  rigoureuse  de  la 
Géométrie  pure,  on  se  verra  obligé  de  refaire  une  nouvelle 
démonstration,  non  en  reprenant  la  série  des  premiers  raison- 
nements, comme  dans  l’art.  12,  pour  lui  faire  subir  des  modi- 
fications plus  ou  moins  légères,  mais  en  changeant  la  forme 
même  de  ces  raisonnements,  et  en  remplaçant  les  objets  et  les 
propositions  auxiliaires  d’abord  employés,  par  d’autres  qui 
aient  une  existence  absolue  et  réelle  dans  la  circonstance 
particulière  dont  on  s’occupe. 

On  doit  même  remar(|uer  (|ue,  en  suivant  à la  lettre  l’esprit 
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de  lit  Gjioinétric  des  Anciens,  on  scrail  au  premier  abord  fort 
lenlé  de  croire  que  la  propriélé  examinée  cesse  réellemeni 
d’avoir  lieu  |>our  le  cas  où  la  droite  donnée  rencontre  la  sur- 
face sphéri(|uc  ; car  les  deux  plans  tangents,  et  par  conséquent 
les  points  où  ils  touchent  la  surface,  ayant  cessé  d’exister 
d’une  manière  géométri(|ue , on  pourrait  supposer  (|iie  la 
ilroiie  indélinie  (|ui  les  joint  est  elle-même  entièrement  im- 
possible. On  arriverait  donc  ainsi,  en  suivant  les  principes  les 
plus  avérés  et  les  plus  rigoureux  de  la  Géométrie  ancienne,  cl 
précisément  parce  qu’on  aurait  suivi  à la  lettre  ces  principes,  à 
une  conséquence  véritablement  absurde  ou  au  moins  en  appa- 
rence contradictoire  à ce  qui  se  passe  en  effet. 

13.  Les  mêmes  circonstances  et  les  mêmes  difficultés  se 
reproduisent  presque  à chaijue  pas  dans  la  Géométrie  descrip- 
tive et,  en  général,  dans  toutes  les  théories  où  l’on  cherche  à 
donner  une  certaine  extension  aux  conceptions  de  la  Géomé- 
trie. Je  sais  bien  que,  de  nos  jours,  on  ne  s’astreint  plus ainsc. 
à la  manière  des  Anciens,  à reprendre  la  série  des  raisonne- 
ments dans  chaque  circonstance  distincte  oii  ces  raisonne- 
ments cessent  d’avoir  lieu,  et  qu’on  étend  fort  souvent,  sans  se 
faire  aucun  scrupule,  les  cutiséquences  d’un  premier  raison- 
nement établi  sur  une  figure  donnée,  à toutes  les  figures  qui 
n’en  diffèrent  que  par  le  déplacement  relatif  de  certaines 
parties,  c’est-à-dire  à toutes  les  figures  corrélatives  { G) ; que 
c’est  même  en  cela  que  la  Géométrie  des  modernes  est  si  fort 
au-dessus  de  celle  des  Anciens  ; mais  en  réalité  c’est  que  l’on 
se  fonde  tacitement  sur  un  principe  général,  qui  se  mani- 
feste d’une  manière  explicite  dans  les  résultats  de  l’Analyse 
algébrique  , et  qui  ap|)artient  en  effet  bien  moins  à celte 
science,  comme  nous  le  verrons  plus  tard,  qu’au  penchant 
naturel  que  nous  avons  à généraliser  l’objet  de  nos  concep- 
tions, et  à établir  des  lois  régulières , des  relations  perma- 
nentes entre  elles. 

Pour  donner  une  idée  de  ce  principe,  considéré  simplement 
eti  tant  qu’il  appartienl  à l’Analyse  algébrique,  d’où  les  mo- 
dernes rempruiileni  par  la  grande  habitude  (ju’ils  ont  acquise 
de  cultivi>r  cette -science,  nous  anticiperons  sur  ce  que  nous 
aurons  à en  din*  de  général  par  la  suite,  en  l’appliquant  à 
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l’exemple  particulier  dont  nous  venons  de  nous  occujjer  dans 
ce  qui  précède. 

Nous  avons  vu,  à l'aide  de,  la  seule  Géométrie,  que,  quand 
la  droite  donnée  ne  rencontrait  pas  la  surface  sphérique,  le 
plan  de  contact  de  la  surface  conique  circonscrite  à cette 
sphère,  et  dont  le  sommet  est  assujetti  à parcourir  la  droite 
donnée,  passait  dans  toutes  ses  positions  par  une  autre  ligne 
droite  fixe  comme  la  première,  et  que,  dans  le  cas  contraire 
où  la  droite  donnée  rencontre  la  surface  sphérique,  on  ne 
pouvait  plus  savoir  à priori,  par  la  seule  Géométrie,  si  en  ef- 
fet la  propriété  en  question  subsistait  toujours;  nous  avons 
même  fait  voir  que,  à ne  consulter  que  les  premières  apparen- 
ces, il  semblerait  que  la  propriété  cessât  d’être  vraie  pour  ce 
cas,  parce  que  la  corde  de  contact  paraît  elle-même  ne  plus 
avoir  aucune  existence  géométrique.  Cependant,  il  n’en  est 
réellement  rien,  car  la  Géométrie  analytique,  dont  les  résul- 
tats sont  indépendants  de  la  position  relative  de  la  surface  et 
de  la  droite,  fournit  la  même  conséquence  dans  un  cas  et 
dans  l’autre. 

Qu’on  se  donne,  en  effet,  les  équations  de  cette  droite  et 
de  ce.tte  surface,  il  est  clair  que,  quelle  que  soit  leur  position 
relative,  les  coefficients  constants  qui  déterminent  l’une  et 
l’autre  de  ces  équations,  quoique  ayant  implicitement  des  va- 
leurs numériques  distinctes,  selon  la  position  particulière  des 
parties,  y entrent,  malgré  cela,  de  la  même  manière  et  sous 
la  même  forme,  en  sorte  que  la  question  pour  le  cas  où  la 
droite  rencontre  la  surface,  et  celle  qui  est  relative  au  cas  où 
elle  ne  la  rencontre  pas,  ne  sauraient,  envisagées  d’une  ma- 
nière générale,  être  distinguées  l’une  de  l’autre.  Ainsi,  comme 
il  est  déjà  prouvé  par  la  voie  géométrique  (]ue  la  proposition 
dont  on  s’occupe  a lieu  d’une  manière  générale  et  indétermi- 
née dans  le  cas  où  la  droite  ne  rencontre  pas  la  surface,  elle 
est,  par  là  même  et  en  vertu  du  raisonnement  précédent,  dé- 
montrée pour  tous  les  cas  possibles,  et,  en  particulier,  pour 
celui  où  celte  droite  vient  à pénétrer  la  surface. 

IG.  t"est  donc  en  s'appuyant  tacitement  sur  celte  consé- 
quence générale  de  l’Analyse  des  coordonnées  : (|ue  les  rela- 
tions appartenant  à une  certaine  figure  demeurent,  dans  leur 
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forme  explicite,  applicables  à toutes  les  situations  possibles 
de  celle  figure,  que  l’auteur  de  la  Géométrie  descriptive  est' 
parvenu  à donner  à la  proposition  examinée  toute  l’extension 
dont  elle  est  susceptible  ; car  il  est  visible  que,  pour  le  cas 
actuel,  la  Géométrie  pure  ne  possède  en  elle-même  aucun 
principe  qui  permette  d’étendre  ainsi,  à priori,  les  consé- 
quences de  ses  conceptions  naturellement  limitées.  Or,  on  en 
peut  dire  tout  autant  de  presque  toutes  les  autres  belles  pro- 
priétés de  l’étendue  que  nous  devons  à ce  célèbre  géomètre 
et  à ceux  de  ses  disciples  qui  se  sont  efforcés  de  suivre  ses 
traces.  Si  cette  marche  a fait  faire  quelques  progrès  à l’esprit 
humain,  si  elle  a contribué,  comme  on  n’en  saurait  douter,  à 
élever  l’édifice  des  sciences  exactes,  c’est  à l’institution  de 
V Ecole  Polytechnique,  c’est  surtout  à ses  illustres  professeurs 
qu’on  en  doit  la  reconnaissance  entière  I 

17.  Au  surplus,- on  retrouve  l’emploi  tacite  et  non  suffisam- 
ment justifié  du  même  principe  dans  presque  tous  les  écrits 
de  nos  jours  (i8i8),  où  l’on  s’attache  à une  certaine  généra- 
lité dans  les  idées  et  les  conceptions;  c’est  ainsi  notamment 
qu’un  de  nos  grands  géomètres  a tenté  de  démontrer  à priori 
et  dans  un  très-petit  nombre  de  pages,  tous  les  théorèmes 
fondamentaux  de  la  Géométrie  élémentaire,  sans  faire  usage 
d’aucune  de  ces  constructions  accessoires  et  de  ces  vérités 
auxiliaires  qui  retardent,  il  est  vrai,  et  embarrassent  si  fort  la 
marche  des  Anciens.  C’est  encore  sur  le  môme  principe,  plus 
ou  moins  déguisé,  que  s’appuient  toutes  les  recherches  basées 
sur  la  considération  métaphysique  des  infiniment  petits  et  des 
infiniment  grands.  En  effet,  dans  ces  recherches,  on  com- 
mence toujours  par  rapporter  le  système  à un  autre  qu’on 
suppose  lui  être  corrélatif,  et  dans  lequel  toutes  les  quantités 
sont  d’une  grandeur  absolue  et  finie;  on  examine  alors  les 
propriétés  soit  métriques,  soit  descriptives  de  ce  dernier  sys- 
tème, et  l’on  en  étend  immédiatement  la  signification  à la 
limite  (*),  c’est-à-dire  au  système  particulier  qu’il  s’agissait 


(*)  Nous  aurons,  par  la  suite,  occasion  de  revenir  sur  cette  idée  et  do 
la  dévelop|)er  davantage.  (Note  de  1818. j 
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(rcxnniincr;  or  celte  extension  ne  peut  avoir  lieu  évidemment 
’tiu'en  vertu  du  principe  même  qui  nous  occupe. 

18.  Nous  pourrions  appuyer  ces  assertions  générales  d’une 
loule  d’exemples  particuliers,  extraits  de  nos  meilleurs  auteurs 
et  parmi  lesquels  les  plus  intéressants  serraient,  sans  doute, 
ceux  que  nous  offre  la  Céomélrie  de  position,  en  ce  (pii  con- 
cerne la  théorie  générale  do  la  vorrélalion  des  Jigiires;  mais 
la  discussion  approfondie  qu’exigerait  un  tel  ouvrage  nous 
entraînerait  bien  au  delà  des  bornes  qiie  nous  nous  sommes 
prescrites  ici  (*);  nous  voulons  et  nous  devons  nous  renfermer 
dans  les  idées  générales  qui  précèdent.  Cependant,  pour  ne 
pas  laisser  trop  à désirer,  nous  extrairons  de  l'écrit  de  Carnot 
deux  passages  où  l’auteur  semble  avoir  voulu  lui-même  mettre 
en  évidence  le  principe  sur  lequel  repose  essentiellement 
toute  sa  doctrine. 

A la  page;  \xvii  de,  sa  Dissertation  préliminaire,  après  avoir 
’iearlé  d’un  tableau  général  qui  comprendrait  toutes  les  pro- 
jiriélés  actuelles  d’une  figure  donnée,  l’auteur  s’exprime 
ainsi  : 

« (ie  tableau  des  propriétés  de  la  figure  primitive  une  fois 
» établi,  il  s’agit  de  savoir  quelles  modifications  on  doit  y ap- 
» porter  j)our  qu’il  puisse  représenter  successivement,  de 
I)  la  même  manière,  les  propriétés  des  figures  qui  lui  sont 
» corrélatives.  La  conslruclion  de  chacune  de  celles-ci  étant 
» essentiellement  la  même  que  celle  de  la  figure  primitive, 
» on  sent  que  les  formules  qui  en  expriment  les  propriétés 
» doivent  avoir  d’autant  plus  A'an(dogie  avec  celles  de  cette 
» figure  pi  imiiive,  (|u’il  y a moins  de  disparité  entre  elles  : 
» les  (|uantités  correspondantes  doivent  s’y  trouver  combi- 
» nées  de  la  même  manière,  (piant  à leurs  valeurs  propres  ou 
))  absolues;  il  ne  s’agit  donc  que  d’exprimer  la  diversité  des 
» positions,  et  c’est  ce  qui  s’opère  par  la  mutation  des  signes 
n qui  affectent  ces  (pianiités  ou  les  différents  termes  des  for- 
» mules  du  tableau.  » 

l'auteur  s’exprime  à peu  près  dans  les  mêmes  termes  au 


(*)  / air  le  prceédenl  Cahier. 
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commencemenl  de  la  Secl.  11,  lorsqu’après  avoir  défini  ce 
qu’il  eiilcnd  par  Ji^'ures  corrélatives,  il  ajoute  : 

<(  En  considérant  toutes  ces  figures  corrélatives  comme  les 
H différents  états  du  système  primitif  (]ui  varie  par  degrés  in- 
» sensibles,  on  pourra  regarder  les  formules  trouvées  comme 
» appartenant  à toutes  les  autres,  et  il  ne  s’agira  pour  l’appli- 
» cation  que  d’attribuer  dans  chaque  cas  particulier  aux  di- 
» verses  variables  les  valeurs  absolues  qui  leur  conviennent, 
» et  de  faire  les  changements  de  signes  qu’exigent  les  modifi- 
» calions  éprouvées  par  le  système.  » 

. L’identité  parfaite  de  ces  notions  avec  celles  qui  découlent 
du  principe  qui  nous  occupe  est  trèsr-facile  à apercevoir,  et 
l’on  peut  se  convaincre  par  là,  sans  qu’il  soit  besoin  d’entrer 
dans  un  examen  plus  circonstancié  et  plus  sévère,  que  la 
théorie  de  l’auteur  est  entièrement  basée  sur  l’admission  de 
ce  principe,  considéré  comme  un  axiome  en  quelque  sorte 
évident  par  lui-naême. 

1!).  Ce  nouvel  exemple  vient  ajouter  h tous  ceux  qui  pré- 
cèdent, pour  prouver  que  la  Géométrie  ordinaire  ne  pos- 
sède en  soi  aucun  moyen  de  généraliser  ses  conceptions,  et 
qu’elle  en  doit  nécessairement  emprunter  le  principe  à toute 
autre  doctrine;  que  si,  sous  ce  rapport,  la  Géométrie  des  mo- 
dernes semble  l’emporter  de  beaucoup  sur  celle  des  Anciens, 
elle  ne  le  doit  précisément  qu’à  l’admission,  tantôt  tacite  et 
tantôt  ouverte,  du  principe  même  (|iii  vient  de  nous  occuper, 
soit  que  ce  principe  ail  été  considéré  comme  une  de  ces  vé- 
rités premières  et  fondamentales  qu’on  ne  saurait  révoquer 
en  doute  et  au  delà  desquelles  il  n’est  pas  possible  de  remon- 
ter, soit  que  ce  principe  ait  été  regardé  comme  une  consé- 
quence rigoureuse  et  nécessaire  des  principes  mêmes  de  la 
(îéornélrie  analytique. 

Dans  tous  les  cas,  il  est  facile  de  voir  qu’il  n’a  pas  été  admis, 
dans  les  considérations  géométriques,  avec  toute  la  généralité 
qui  lui  est  propre,  et  qu’il  n’a  été  employé  que  dans  certaines 
circonstances  favorables,  où  il  ne  pouvait  contrarier  les  idées 
ordinairement  reçues  : on  se  serait  en  effet,  sans  cette  res- 
triction, jeté  dans  toutes  ces  considérations  métaphysiques 
des  imaginaires,  (lui  ont  été,  jusqu’à  cette  heure,  conslam- 
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mciu  repoussées  du  sanciuaire  élroil  de  la  Géométrie  ration- 
nelle (*). 

§ 

E.\AME.>  ül’  PRIKCIPE  DE  CUMTIMUTÊ  DA>S  LA  0L0M£TRIE  ANALYTIOLE 
OU  UES  COORDONNÉES. 

20.  Après  avoir  ainsi  mis  en  évidence  le  principe  auquel  la 
Géométrie  de  notre  époque  doit,  en  majeure  partie,  son  élé- 
gance et  sa  généralité,  il  nous  reste,  pour  compléter  l’objet 
des  discussions  précédentes,  à examiner,  d'une  manière  plus 
particulière  encore,  ce  principe  dans  l’Aiialvse  même  des  coor- 
données; car,  si  c’est  là  qu’il  a en  effet  pris  naissance,  c’est 
là  aussi  qu’il  faut  en  rechercher,  en  examiner  les  causes  de 
certitude  et  la  nature  véritable. 

Soit  donc  une  ligure  géométrique  composée  de  points,  de 
lignes  et  surfaces  courbes  quelconques  situées  dans  l’espace 
et  assujetties  dans  leurs  dépendances  mutuelles  à des  rela- 
tions métriques  ou  descriptives  données;  supposons  qu’ajant 
mis,  à l’aide  de  la  méthode  des  coordonnées,  chacune  de  ces 
lignes  ou  surfaces  en  é(|uation,  on  exprime  par  d’autres  équa- 
tions les  dépendances  mutuelles  qui  existent  entre  toutes  les 
parties  de  la  figure;  d’après  les  principes  généralement  reçus, 
ces  diverses  équations,  qui  définissent  le  système  pour  la  po- 
sition adoptée,  demeureront  invariables,  dans  leur  forme  ex- 
plicite et  indéterminée,  ijuels  que  soient  le  déplacement  et  la 
transposition  réelle  que  l’on  conçoive  s’opérer  entre  les  parties 
actuellement  fixes  du  système,  sans  changer  la  nature  de  ces 
parties,  et  sans  violer  la  liaison  et  la  loi  primitivement  établie 
entre  elles;  en  d’autres  termes,  ces  é(|uations  demeureront 
explicitement  de  la  même  forme  pour  toutes  les  figures  cor- 
rélatives de  la  première. 


(*)  Je  ne  connais  (iit’mi  seul  exemple  où  l’on  se  soit  servi  avec  cette 
extension,  mais  sans  justification  ni  commentaire,  du  princi|)e  de  conti- 
nuité comme  moyen  de  démonstration  en  Géométrie;  c’est  celui  qui  a 
été  offert  par  .M.  Dupin,  dans  son  remarquable  Mémoire  sur  la  Desiription 
tics  /ijT/ici  l't  lies  snrfures  du  second  ordre,  inséré  au  XIV'*  Cahier  du 
lourmd  de  V Ecole  J'olyterhniqnc.  (Note  ilc  1818.) 
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En  effet,  celle  figure  primilive  iHani  supposée  dans  une 
situation  générale  el  indéterminée  à l’égard  de  toutes  celles 
qu’elle  peut  recevoir,  pour  rendre  les  équations  qui  lui  cor- 
respondent applicables  à une  autre  situation  (|uelconque,  il 
suffira  d’attribuer  implicitement  aux  diverses  lettres  ou  coor- 
données qui  y entrent,  les  valeurs  el  les  signes  relatifs  au  nou- 
veau système,  sans  cbanger  effectivement  la  forme  explicite,  des 
équations,  qui  dcincure  invariable  dans  tout  le  cours  des  cal- 
culs; car,  d’après  les  principes  reçus,  on  peut,  pour  cbaque 
cas  particulier,  se  borner  à effectuer  la  substitution  dans  le 
résultat  final  aiuiuel  auront  conduit  ces  calculs. 

Supposons,  maintenant,  ()u’ayant  posé  les  équations  ()ui 
définissent  le  système  primitif,  on  en  déduise,  par  une  suite 
de  transformations  algébriques,  une  ou  plusieurs  nouvelles 
équations,  elles  exprimeront  des  prrrpriélés  du  système,  soit 
qu’elles  indiquent  des  relations  indéterminées  relatives,  par 
exemple,  à la  trace  d’un  point  mobile,  etc.,  ou  en  général  des 
dépendances  descriptives,  soit  qu’elles  indiquent  des  proprié- 
tés, des  relations  métriques  entre  les  grandeurs  de  certaines 
parties  de  la  figure. 

Ces  équations,  comme  celles  dont  elles  proviennent,  ne 
renfermant  que  des  lettres,  par  bypolbèse  indéterminées 
quant  à ces  grandeurs  tout  implicites,  appartiendront  non-seu- 
lement à la  figure  donnée  prise  pour  point  de  départ,  mais  aussi 
.à  toutes  les  figures  corrélatives  qui  n’en  différeraient  (|ue  par 
la  transposition, le  déplacement  possibled’une  011  de  plusieurs 
des  parties  regardées  d’abord  comme  fixes  ou  constantes. 

21.  Dans  leur  forme  actuelle,  ces  équations  n’expriinenl 
en  quel(|ue  sorte,  que  des  relations  entre  les  auxiliaires  ab- 
scisses el  ordonnées  des  diverses  parties  du  système;  il  reste 
donc,  après  les  avoir  obtenues,  à les  interpréter  el  .à  les  tra- 
duire sur  la  figure  elle-mcme;  or  il  y aura  ici  nécessairement 
une  distinction  essentielle  à établir  entre  les  propriétés  des- 
criptives et  les  propriétés  métriques. 

Si  les  propriétés  sont  purement  descriptives,  elles  ne  con- 
cerneront, dans  leur  énoncé  explicite  sur  la  figure,  c’est-à-dire 
dans  leur  traduction  géométrique,  aucune  espèce  de  grandeur 
mesurée,  el  ne  dépendront  par  conséquent  que  de  la  forme 
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générale  cl  explicite  dos  éqnaiions  qui  les  expriment.  Mais,  en 
vertu  des  raisonnements  qui  précèdent,  ces  équations  sont 
itivariables  dans  cette  forme,  comme  les  équations  primitives 
d’où  elles  proviennent;  donc  aussi  : 

Les  propriétés  graphiques  trouvées  pour  la  Jigirre  primitive 
subsistent,  sans  autres  modifications  que  celles  du  déplacement 
des  parties,  pour  toutes  les fgures  corrélatives  qui  peuvent  être 
censées  provenir  de  la  première. 

22.  Les  propriétés  purement  métriques,  au  contraire,  ne 
concernant  que  les  relations  de  grandeur  entre  certaines  par- 
ties de  la  figure,  demeureront,  il  est  vrai,  permanentes  dans 
leur  forme  générale,  mais  elles  pourront  éprouver,  dans  chaque 
cas,  une  variation  dans  les  signes  algébriques  des  lettres  ou 
grandeurs  implicites  ([ui  y entrent;  car,  d’après  ce  qui  précède, 
les  équations  dont  elles  sont  la  traduction  exacte  sur  la  figure, 
sont  elles-mêmes  susceptibles  d’une  variation  dans  les  signes 
des  abscisses  et  ordonnées. 

La  règle  de  ces  variations  de  signes  étant  censée  bien  établie 
pour  les  équations  entre  coordonnées,  on  pourra  toujours  dé- 
terminer à posteriori  les  signes  des  relations  correspondantes 
entre  les  parties  mémos  de  la  figure,  en  traduisant  les  unes  de 
ces  relations  dans  les  autres;  mais,  comme  celte  traduction 
est  souvent  très-difficile,  et  que  d’ailleurs  un  pareil  moyen  de 
déterminer  les  signes  n’est  que  fort  indirect,  il  paraîtra  beau- 
coup plus  simple  et  plus  géométrique  d’avoir  recours  aux  ta- 
bleaux de  corrélation  établis  par  M.  Carnot,  dans  la  Sccl.  II  de 
sa  Géométrie  de  position. 

En  adoptant  ces  règles  provisoirement  et  les  conséquences 
qui  découlent,  d’après  ce  qui  précède,  de  l’Analyse  tout  algé- 
brique des  coordonnées  de  Descaries,  on  pourra  donc  aussi 
conclure  que  ; 

Les  propriétés  métriques  découvertes  pour  la  f gare  primitive 
demeurent  applicables,  sans  autres  modif  cations  que  celles 
du  changement  des  signes,  à toutes  les  fgures  corrélatives  qui 
peuvent  être  censées  provenir  de  la  première, 

23.  Telles  sont  les  conséquences  générales  auxquelles  on 
est  forcément  conduit,  (|uand  on  adopte,  avec  les  géomètres  de 
notre  époque,  les  principes  de  l’Analyse  des  coordonnées;  ces 
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conséquences,  qui  se  confomlcnl  évi(]enim<>ulavcç  le  princi|ie 
(le  corrélulion  doiil  jusqu'ici  j'ai  entrepris  de  démonlrc'r  la 
ccrliuide  géomélri(iue,  doivent  nécessairement  se  reproduire 
dans  toutes  les  recherches  particulières  fondées  sur  les  pro- 
cédés de  cette  Analyse,  et  leur  imprimer  ce  caractère  d'exten- 
sion et  de  généralité  dont  les  résultats  de  la  (îéométric  pure 
sont  naturellement  dépourvus.  On  voit  qu’elles  s'appli(|uent, 
non-seulcment  aux  états  d'une  figure  dont  la  corrélation  avec 
la  primitive  est  simplement  indirecte  et  par  cons£*(|uent  réelle, 
mais  encore  à tous  ceux  où  certaines  parties  de  la  figure  sont 
devenues  nulles,  imaginaires,  infinies,  en  perdant  ainsi  leur 
existence  géomélri(|uc  individuelle,  c'est-à-dire  à tous  les  états 
(jui  n'auraient  plus  conservé  qu'une  corrélation  idéale  avec 
l'état  primitifdu  système. 

Considérées  sous  un  certain  point  de  vue,  ces  conséquences 
générales  constituent  ce  qu’on  peut  appeler  proprement  le 
l>rincipe  de  la  conliniiité  ou  permanence  des  relations  ma- 
thématiques de  la  grandeur  fi  garée  (*);  elles  établissent,  en 
effet,  une  continuité  en  général  absolue,  mais  quclque’fois 
aussi  purement  idéale,  c’est-à-dire  fictive  et  abstraite,  entre  les 
dépendances  métriques  ou  descriptives  qui  appartiennent  aux 
divers  états  d’une  même  figure.  Nous  avons  vu  r|u’on  suppose, 
de  nos  jours,  cette  continuité  dans  toutes  les  recherches  géo- 
métriques où  l’on  veut  donner  une  certaine  généralité  au  rai- 
sonnement et  aux  conceptions;  nous  pourrions  ajouter  qu’on 
la  suppose  également  dans  l’exposé  des  principes  fondamentaux 
des  théories  des  diverses  sciences  exactes;  mais  nous  voulons 
nous  borner  à ce  qui  concerne  proprement  la  (léométrie.  ^ 


(*)  Nous  aurons  occasion  de  voir,  par  la  suite,  comment  cette  détini- 
tion  se  rattache  à l'idée  qu’on  a ordinairement  du  mot  de  continuité.  En 
ntlendunt,  nous  ferons  observer  que  le  principe  d'extension  qui  nous  oc- 
cupe, établissant,  de  fait,  qu’une  relation  démonlnic  poùr  un  certain  point 
d’une  ligne  ou  d’une  surface  courbe  donnée  s’étend  immédiatement  à tous 
ses  autres  points,  introduit  par  là  même,  dans  la  conception  do  celte  re- 
lation, l’idée  d’une  continuité  qui  n'existe  proprement  que  dans  la  surface 
ou  dans  la  ligue  qu’on  la  suppose,  représenter.  Au  reste,  nous  n'em- 
ployons ici  eette  expression  «pie  dans  le  but  d'abréger  le  discours  cl 
d'éviter  les  périplirasi's.  (i\'nte  de  1818.) 
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24.  Quoique  le  principe  de  continuité  se  pré.sente  comme 
une  conséquence  xigOureuse  et  nécessaire  de  la  manière  ac- 
tuelle d'envisager  et  de  traiter  l’Analyse  des  coordonnées,  Une 
faut  pas  croire  loutefoisqu’il  ait,  dans  cette  science,  une  raison 
d’être  distincte  de  celle  que  nous  lui  avons  reconnue  dans  la 
(jéométrie  elle-même;  c’est,  en  effet,  parce  qu’on  l'a  admis 
d’une  manière  tacite  comme  un  axiome  dans  ses  déductions 
élémentaires,  que  ce  principe  est  apparu  dans  toutes  les  consé- 
quences qui  en  dérivent.  A la  vérité,  il  paraît  presque  impos- 
sible de  ne  pas  l’y  admettre,  et  il  semble  inséparable  de  la 
nature  même  de  l’Analyse  algébrique;  mais,  en  ayant  soin  de 
revenir  aux  notions  naturelles  et  rigoureuses  du  raisonnement 
ordinaire,  en  examinant  attentivement  les  conventions  suc- 
cessives auxquelles  cette  science  doit  sa  naissance  et  ses  pro- 
grès, en  ayant  soin  surtout  de  séparer  ce  qui  lui  appartient 
en  propre  de  ce  qui  est  essentiellement  inhérent  à l’objet 
particulier  auquel  on  l’applique,  on  reconnaît  sans  beaucoup 
de  peine,  <|ue  l’extension  attribuée  à tous  .ses  résultats  n’en 
est  "pas  moins  purement  gratuite,  indiictionnelle  pour  ainsi 
dire,  et  qu’elle  n’a  de  certitude  mathématique  que  celle  que 
lui  impriment  deux  siècles  d’expérience  et  de  succès. 

2a.  Si  nous  reprenons,  en  effet,  le  raisonnement  de  l’ar- 
ticle 20,  nous  verrons  qu’il  se  compose  de  deux  parties  entiè- 
rement distinctes.  Dans  la  première,  on  admet  en  principe 
que  les  éciuations  primitives,  celles  qui  définissent  le  sys- 
tème, demeurent  invariables  dans  leurs  formes  explicites,  sauf 
la  grandeur  absolue  et  le  signe  des  lettres  qui  y entrent,  pour 
toutes  les  situations  possibles  du  système  auquel  elles  appar- 
tiennent; car  s’il  en  était  autrement,  comment  pourrait-on  en 
conclure  que  les  équations  finales,  celles  qui  en  dérivent  algé- 
briquement, demeurent  elles-mêmes  invariables  dans  leurs 
formes  explicites?  Dans  la  seconde  partie,  on  admet  que  ces 
équations  finales  ou  les  résultats  obtenus  algébriquement  au 
moyen  des  équations  primitives  du  système,  demeurent  inva- 
riables dans  leurs  formes  explicites  en  même  temps  que  ces 
dernières,  et  que,  par  conséquent,  ces  résultats  s’appliquent 
immédiatement,  en  vertu  des  principes  mêmes  de  l’Algèbre 
pure,  à tous  les  états  du  système  que  l’on  considère. 
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Ainsi  l’on  admet  forcément,  d’une  part,  que  la  continuité 
subsiste  dans  les  relations  primitives,  dans  les  lois  géomé- 
triques (]ui  définissent  le  système;  d’une  autre,  dans  les 
résultats  des  combinaisons  et  des  opérations  abstraites  de 
l’Algèbre  pure, 

Ce  sont  ces  deux  hypothèses,  sur  lesquelles  s’appuie  néces- 
sairement la  Géométrie  analytique,  qu’il  s’agit  maintenant  de 
mettre  en  lumière  et  de  discuter. 

20.  La  première  n’est  recevable  qu’aulant  que  les  relations 
primitives  auraient  leur  démonstration  dans  des  propositions 
déjà  établies  par  les  principes  de  l’Analyse  algébrique;  mais 
alors,  en  remontant  de  proche  en  proche  Jusqu’à  celles  qui 
sont  nécessairement  placées  en  tôle  de  toutes  les  autres,  on 
arrive  aux  relations  ou  équations  élémentaires  mêmes  qui  défi- 
nissent et  construisent  les  lignes,  les  objets  les  plus  simples 
de  la  Géométrie;  or,  chacune  de  ces  équations  n’est  au  fond 
que  l’expression  algébrique  d’une  propriété  géométrique  ap-  ■ 
partenant  simultanément  à tous  les  points  individuels  de  la 
ligne  qu’elle  représente  ; donc,  puisque  cette  propriété  est  tirée 
des  notions  de  la  Géométrie  pure,  que  l’extension  qu’on  lui 
accorde  doit  avoir  sa  raison  d’être  dans  la  nature  même  des 
choses,  dans  l’observation  d’un  fait,  elle  ne  peut  résulter 
d’aucune  notion  antérieure,  d’aucun  principe  étranger  à 
la  simple  Géométrie;  la  règle  des  signes,  qu’on  est  alors 
obligé  d’admettre  à priori  pour  rendre  l’équation  de  définition 
applicable  indistinctement  à tous  les  points  et  à toutes  les  ré- 
gions de  la  courbe,  résulte  elle-même  de  l'observation  de  ce 
fait  purement  géométrique.  La  nécessité  de  son  admission  dé- 
, rive  ainsi  de  la  volonté  d’établir  la  continuité  entre  les  diverses 
régions  de  la  courbe;  elle  n’est  point  une  convention  particu- 
lière; sa  possibilité  et  son  universalité  se  trouvent  dans  l’ac- 
cord qui  règne,  de  fait,  entre  les  diverses  figures  élémen- 
laires.  J’en  dirai  tout  autant  de  l’admission  des  imaginaires  : 
c’est  parce  que,  dans  ces  figures,  la  chose  représentée  perd  son 
existence  précisément  dans  les  mêmes  limites  où  l’expression 
algébrique  correspondante  devient  imaginaire,  qu’il  est  pos- 
sible et  permis  d’adopter,  dans  tous  les  cas,  cette  expression 
pour  la  définition  rigoureuse  et  la  représentation  exacte  de 
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celle  chose;  el  ainsi  s'élablil  une  conlinuilc  indéfinie,  Unlôl 
absolue  el  tanlôt  flclive,  enlre  lous  les  élals  d’un  même  sys- 
lème  géomélrique. 

Par  exemple,  l’équaiion 

a’  = 6’  -f-  c’, 

qui  exprime  la  relalion  connue  cuire  les  irois  cèles  d’un 
iriangle  rectangle,  peul  èlre  regardée  comme  la  définilioii,  ^ 
l’équaiion  vérilable  de  ce  triangle,  même  quand  il  devient  ' 
impossible  géomélriquemenl;  car,  alors,  celui  des  côtés  qui 
perd  toute  réalité  géométrique  ne  conserve  plus  dans  l’équa- 
tion qu'une  existence  de  signe,  et  1 équation  elle-même  ex- 
prime el  implique  l’incompatibilité  el  la  non-existence  absolue. 

27.. Si  l’on  admettait, au  contraire,  que  la  relation  algébrique 
qui  définit  une  certaine  ligne  n’eùt  pas  été  tirée  de  la  Géomé- 
trie elle-même,  el  qu’elle  eût  été  donnée  à priori  pour  con- 
struire el  discuter  celle  ligne,  l’extension,  la  continuité  indé- 
finie qu’on  lui  attribue  ne  serait  plus  une  conséquence 
nécessaire  d’un  lait  géomélrique;  elle  serait  une  convention 
arbitraire,  propre  à caractériser  la  courbe  qu’on  veut  repré- 
senter el  définir.  La  loi  qu’on  adoplemil  alors  enlre  la  position 
et  les  signes  serait  une  pure  induction  de  la  loi  déjà  observée 
dans  les  autres  relations  tirées  de.  la  Géométrie;  elle  ne  serait 
elle  même  qu'une  convention  arbitraire,  conforme  à ce  qui  a 
lieu  dans  ces  dernières  par  la  nature  propre  des  choses. 

Pour  qu’il  en  fût  autrement,  il  faudrait  que  la  courbe  et  l’é- 
quation qui  la  représente  pussent,  comme  dans  le  cas  précé- 
dent, être  censées  provenir  d’autres  lignes,  d’autres  relations 
où  la  loi  fût  déjà  justifiée,  et  ainsi  de  suite  jusqu’aux  relations  . 
élémentaires  déduites  immédiatement  de  la  Géométrie;  encore 
faudrait-il  admettre  la  seconde  des  hypothèses  (2o)  que  nous 
avons  à examiner,  concernant  les  transformations  purement 
algébriques.  On  retomberait  donc  ainsi  dans  les  conséquences 
présentées  dans  l’article  précédent,  c’esl-a-dire  qu  alors  la  loi 
de  continuité  el  celle  des  signes  existeraient  de  fait  el  n au- 
raient besoin  d’aucune  sorte  de  démonstration.  Si  la  relalion 
qu’on  se  donne  à volonté  devait,  au  contraire,  représenter 
l’une  des  courbes  élémentaires,  le  cercle  par  exemple,  il  fau- 
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(Irait  alors  prouver  l’identité  de  la  courbe  représentée  avec  la 
circonférence  du  cercle,  telle  (ju’on  la  considère  dans  la  simple 
Géométrie;  ce  serait  encore  une  vérification  de  fait  établie  à 
posteriori,  tout  comme  dans  la  supposition  précédente. 

Concluons  donc  que,  quand  l’équation  qu’on  se  donne  pour 
représenter  une  ligne  courbe  est  purement  algébrique  et  ne 
tire  son  origine  d’aucuner  relation  antérieure,  comme  il  arrive, 
par  exemple,  pour  les  courbes  d’un  ordre  général  m,  soi-di- 
sant algébriques,  il  ne  faut  |>as  chercher  d’autre  raison  de  la 
loi  de  continuité  et  des  signes  qu’on  y aperçoit,  que  celle  d’une 
hypothèse  fondée  sur  l’induction  et  l’observation  de  ce  qui  a 
lieu  dans  les  courbes  mêmes  de  la  Géométrie  rationnelle. 

28.  Que  penser,  d’après  tout  ceci,  de  ces  théories  où  l’on 
entreprend  de  démontrer,  à priori  et  d’une  manière  générale, 
la  règle  ordinaire  des  signes,  sans  s’appuyer  sur  l’observation 
et  sans  remonter  aux  faits  primitifs  de  la  Géométrie?  Doit-on 
s’étonner,  que  ces  théories  soient  encore  demeurées,  jus- 
<]u’aujourd’bui,  aussi  obscures  et  aussi  contradictoires? 

Il  n’est  pas  dans  mon  plan  actuel  de  développer  davantage 
ces  idées;  je  pourrai  y revenir  plus  tard,  si  l’on  juge  qu’elles 
puissent  offrir  dans  leur  exposition  quelques  éclaircissements 
utiles  à l’application  générale  de  l’Algèbre  à la  Géométrie. 
Pour  le  moment,  je  prétends  seulement  en  déduire  cette  pre- 
mière conséquence,  relative  à l’hypothèse  dont  l’examen  nous 
occupe,  que  le  principe  de  continuité  admis  sans  discussion 
dans  les  relations  de  la  Géométrie  analytique,  doit,  à la  vé- 
rité, son  origine  à l'habitude  que  nous  a fait  contracter  cette 
science  d’étendre  la  signification  et  l’application  d’une  même 
formule  ou  équation  à tous  les  états  du  système  auquel  elle  se 
rapporte,  mais  que  la  raison  et  la  certitude  première  de  ce 
principe  résident  uniquement  dans  l’accord  constant  de  cette 
hypothèse  avec  les  faits  et  les  principes  mêmes  de  la  Géomé- 
trie; que  la  loi  des  signes,  en  particulier,  n’a  pas  d'autre  ori- 
gine ni  d’autre  raison  ; qu’elle  est  le  complément  nécessaire 
de  la  loi  de  continuité,  puisque  cette  dernière  ne  porte  que 
sur  la  forme  générale  et  explicite  des  relations,  et  que  l’autr.e, 
au  contraire,  a exclusivement  trait  aux  modifications  toutes 
spéciales,  qu’elles  doivent  éprouver  dans  les  signes  des  quan- 

21. 
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lilés  qui  y entrent,  pour  les  faire  concorder  d’une  manière 
exacte  avec  les  faits  géométriques. 

29.  Pour  en  venir  maintenant  à la  seconde  des  deux  hypo- 
thèses sur  lesquelles  se  fondent  nécessairement  la  puissance 
et  l’extension  de  la  Géométrie  analytique  (25),  considérons 
une  ou  plusieurs  équations  algébrh]ues  données  entre  des 
quantités  appartenant,  si  l’on  veut,  à une  ligure  géométrique, 
et  supposons  qu’en  conséquence  de  l’hypothèse  que  nous  ve- 
nons d’examiner,  ces  équations  dussent  demeurer,  par  le  fait, 
invariables  de  forme,  mais  seulement  variables  dans  les  gran- 
deurs absolues  et  dans  les  signes  des  quantités  qui  y entrent, 
pour  tous  les  états  que  peut  prendre  le  système  auquel  elles 
appartionnent;  considérons  cependant  ce  système  dans  un  étal 
primitif,  c’est-à-dire  d’abord  connu  et  déterminé.  Les  équa- 
tions qui  s’y  rapportent  étant  purement  algébriques  et  littérales, 
rien  ne  pourra  rappeler,  dans  la  suite  «les  transformations  abs- 
traites qu’on  leur  fera  subir,  la  grandeur  implicitement  attri- 
buée aux  différentes  lettres  qui  y entrent;  ces  lettres  n’en 
laisseront  plus  aucune  trace,  et  il  faudra  recourir  à l’énoncé 
lui-même  ou  au  système  donné  pour  reconnaître  l’ordre  de 
grandeur  actuellement  supposé;  en  un  mol,  on  se  verra  en- 
traîné, comme  malgré  soi,  à supposer  toute  l’indétermination 
possible  aux  lettres  «lui  représentent  ces  grandeurs;  on  con- 
fondra ainsi,  sans  en  avoir  l’intention  expresse  et  sansy  prendre 
garde,  les  opérations  sur  des  grandeurs  indéterminées  ou  im- 
plicites avec  celles  qui  sont  absolues  : les  expressions  a — b, 
yja-^b,  etc.,  par  exemple,  seront  traitées  dans  tous  les  cas 
comme  de  véritables  quantités,  que  a soit  implicitement  plus 
petit  ou  plus  grand  que  b;  on  abandonnera  donc  le  raisonne- 
ment explicite  ordinaire  (*),  le  seul  dont  les  conséquences 
soient  regardées  comme  rigoureuses  et  nécessaires. 

Admettons  toutefois  qu’en  traitant  successivement  les  équa- 


(*)  Par  raisonnemeiils,  formules,  etc.,  cx/iliciics,  j'entendrai  toujours 
des  raisonnements,  formules,  etc.,  qui  concernent  des  quantitiis  dont  la 
grandeur  est  actuellement  déterminée  et  connue  d’une  manière  explicite, 
soit  numériquement,  soit  géométriquement;  j'atlacho  une  signification 
précis«’-ment  contraire  aux  «'xpressinns  rtiisn/uiriiic/it,  fornmlr  iriiplicitcx } 
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lions  primitives  pour  leur  faire  subir  diverses  transformations, 
il  soit  possible  de  se  rappeler  l’ordre  de  grandeur  des  quantités, 
et  qu’en  conséquence  on  ait  le  soin  de  passer  toujours  d’une 
transformation  à la  suivante,  et  ainsi  de  suite  jusqu’à  la  der- 
nière, par  des  opérations  et  des  raisonnements  permis  et  tout 
à fait  explicites,  c’cst-à-<lire  sans  abandonner  la  marche  rigou- 
reuse qu’on  suit  d’ordinaire  hors  de  l’Algèbre;  on  arrivera 
ainsi  à une  ou  plusieurs  é<|uations  purement  littérales,  comme 
les  primitives,  dans  leurs  formes  apparentes,  et  inditiuaiU  sous 
ces  formes  de  nouvelles  dépendances  entre  les  diverses  <|uan- 
tités  du  système.  Ces  équations,  dans  l’hypothèse  actuelle, 
doivent  nécessairement  indii|ucr  des  opérations  et  des  relations 
absolueset  explicites,  comme  la  série  même  des  raisonnements 
qui  y ont  fait  parvenir;  ainsi  elles  appartiennent  en  toute  ri- 
gueur au  système  proposé  et  à l’hypothèse  particulière  établie 
sur  l’ordre  de  grandeur  des  quantités  qui  le  composent;  mais 
il  faut  bien  prendre  garde  qu’elles  n’ap)>artiennent  rigoureu- 
sement (|u’à  cet  état  particulier  du  système,  et  que  rien  ne 
prouve  à priori  que,  pour  un  autre  état  déterminé,  elles  con- 
serveraient sans  altération  leurs  formes  primitives,  en  sorte 
qu’il  faut  de  toute  nécessité  reprendre,  pour  chacpie  état  dé- 
terminé cl  distinct,  la  série  entière  des  raisonnements  éta- 
blis dès  l’abord.  Il  est- visible,  en  effet,  que  le  changement 
d’ordre  et  île  grandeur  des  quantités  du  syslèine  peut  amener 
aussi  un  ebangemenl,  non  dans  l’ordre,  mais  dans  la  nature 
i<les  raisonnvmcrils,  et  les  rendre  par  là  même  enlièremenl' 
inapplicables  au  nouvel  ordre  admis. 

30,  Celle  limitation,  cette  restriction  des  résultats  de  l’Al- 
gt^re,  quand  on  la  considère  d’une  manière  tout  à fait  rigou- 
reuse et  tel  qu’on  le  fait  en  Géométrie  ordinaire,  acquiert  en 
quelque  sorte  un  degré  de  plus  d’évidence,  quand  on  vient  à 
supposer  que  les  équations  primitives  doivent  éprouver  des 


le  raisonnement  explicite  est  nécessairement  absolu;  l’autre  peut  n’étre 
que  figuré.  Au  reste,  nous  n'employons  ces  expressions  qu’on  vue  d’abré- 
ger et  de  préciser  le  discours,  et  nous  devons  faire  observer  qu’elles  ont 
été  mises *en  usage,  dans  un  sens  à peu  prés  semblable,  par  l’auteur  de  la 
Oeonictrif  ,le  position.  (Note  ric  1818.) 
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niodilicalions  dans  les  signes  ei  la  nature  même  des  quantités 
du  sjstème;  rar,  alors,  la  difficulté  peut  subsister  dès  les  pre- 
mières transformations  qu’on  veut  faire  subir  à ces  équations  ; 
il  est  visible,  en  effet,  que  si  elles  renferment  des  expressions 
qui  puissent  devenir  négatives  ou  imaginaires,  telles  que 
« — b,  \ja — h,  on  se  verra  forcé,  quoiqu’on  fasse,  de  traiter 
ces  expressions  comme  si  elles  représentaient  des  grandeurs 
numériques  absolues,  et  d’abandonner  ainsi,  pour  passer  outre, 
le  raisonnement  explicite  ordinaire,  le  seul,  comme  nous 
l’avons  déjà  dit,  dont  les  conséquences  soient  véritablement 
incontestables  et  rigoureuses.  Dans  cette  circonstance,  on  sera 
donc  encore  bien  moins  fondé  à regarder  le  résultat  final  des 
transformations  algébriques  comme  applicable  à tous  les  états 
possibles  du  système. 

31.  Entre  la  proposition  qui  nous  occupe  pour  l’Algèbre 
pure,  et  celle  des  articles  11,  12  et  suivants,  qui  concernait 
proprement  la  Géométrie,  et  dont  on  était  certes  loin  de  con- 
tester la  vérité,  la  parité  me  semble  rigoureuse  et  |»arfaite,  et 
si  l’on  veut  admettre  les  conséquences  de  l’une,  il  faut  néces- 
sairement admettre  en  même  temps  celles  de  l’autre,  et  inver- 
sement. La  seule,  l’unique  différence  qu’on  puisse  trouver 
entre  ces  deux  cas  de  la  Géométrie  cl  de  l’Algèbre,  consiste 
en  ce  que,  dans  l’un,  le  changement  d’ordre  et  la  non-exis- 
tence de  certaines  grandeurs  sont  manifestes  et  sautent  pour 
ainsi  dire  aux  yeux,  en  sorte  qu’on  se  voit  arrèttWdès  les  pre- 
miers pas  qu’on  veut  faire;  tandis  que,  dans  l’autre,  au  con- 
traire, rien  ne  pouvant  avertir  du  changement  survenu  et  tout 
restant  explicitement  le  même,  on  continue  le  raisonnement 
d’une  manière  involontaire,  sans  qu’il  soit  possible  de  iÿn 
douter.  Or  celte  différence  ne  touche  nullement  le  fond  des 
choses  et  ne  tient  qu’à  la  manière  de  les  présenter  au  point 
de  vue  particulier  sous  lequel  on  les  considère;  ainsi,  tout 
reste  semblable  de  part  et  d’autre,  et  la  distinction  qu’on  vou- 
drait établir  serait  illusoire  et  nullement  fondée. 

32.  11  a été,  sans  doute,  bien  naturel  aux  algébrisles  qui 
firent  usage  les  premiers  de  caractères  abstraits  dans  fe  calcul 
pour  représenter  les  grandeurs  numériques,  de  supposer 
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que  les  formules  obtenues  par  les  transformations  propres 
à ce  calcul,  pussent  appartenir,  non-seulement  à la  question 
proposée  en  particulier,  à l’ordre  de  grandeur  actuellement 
admis  entre  les  quantités  du  système,  mais  à toutes  les  ques- 
tions possibles  qui  ne  diffèrent  de  la  première  que  par  un 
cbangcment  dans  la  valeur  absolue,  dans  les  signes  et  dans  la 
nature  même  de  ces  (juantités;  car,  ayant  négligé,  dans  la 
suite  des  raisonnements  sur  lesquels  s’appuient  les  transfor- 
mations algébri(|ues,  d’avoir  égard  aux  grandeurs  implicite- 
ment attribuées  aux  lettres,  ils  ont  dû  nécessairement  en 
conclure  que  ces  transformations  restaient  les  mêmes  dans 
tous  les  cas  possibles,  ainsi  (|ue  le  résultat  final  qui  est  la  con- 
séquence de  ces  transformations.  Mais  on  peut  apercevoir,  par 
ce  i|ui  précède,  qu’agir  ainsi  c’est  réellement  abandtmner  le 
raisonnement  synthétique  ordinaire,  que  c’est  supposer  cniiu, 
au  moins  d’une  manière  tacite,  que  l’on  puisse  opérer  et  rai- 
sonner indifféremment  sur  les  quantités  implicitement  néga- 
tives, imaginaires,  etc.,  comme  sur  les  quantités  absolues  et 
réelles;  or,  qu’est-ce  <|ui  peut  justifier  à priori  celte  hypo- 
thèse? n’est-ce  pas,  comme  l’a  dit  l’illustre  Carnot,  l’accord 
constant  et  la  conformité  qui  régnent  entre  les  conséquences 
de  cette  manière  de  raisonner  et  celles  du  raisonnement  ordi- 
naire em|doyé  en  Arilbniétûiue  et  en  lîéométrie  ? 

On  peut  se  convaincre  en  outre,  en  se  reportant  îi  l’origine 
de  l’Analyse  algébrique,  rpie  ce  n’est  pas  l’admission  ouverte 
des  êtres  de  raison  qui  a conduit  nu  [irincipe  d'extension  des 
formules  de  cette  Analyse,  mais  bien  au  contraire  l’admission 
involontaire  et  tacite  de  ce  même  principe  (|ui  a conduit  aux 
êtres  de  raison  et,  en  général,  à toutes  ces  notions  métaphy- 
siques qui  en  sont  la  conséquence  nécessaire,  notions  re- 
poussées ou  méconnues  des  Anciens,  et  qui,  de  nos  jours, 
sont  devenues  si  familières,  que  nous  leur  accordons  la  même 
confiance  qu’aux  vérités  regardées  généralement  comme  les 
plus  rigoureuses  et  les  mieux  démontrées. 

33.  Quoi  qu’il  en  soit,  les  premiers  algébrîsles  admettant, 
d’une  part,  la  généralité  des  résultats  de  l’analyse,  et  rejetant, 
de  l’autre,  les  valeurs  négatives  et  imaginaires  toutes  les  fois 
qu’elles  se  présentaient  .à  eux  sous  ime  forme  explicite  etappa- 
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renie,  agissaient  conlradictoiremeni  à leurs  principes,  même 
quand  ces  résullalsn’exprimaient  que  des  opérations  explicites 
et  réellement  possibles  (*),  car  rien  n’empêche  que  le  raisonne- 
menl  cl  la  suite  des  transformations  qui  y ont  fait  parvenir  n’aient 
porté,  ainsi  que  nous  l’avons  déjà  fait  voir,  sur  des  exprès-  ' 
sions  implicitement  négatives  ou  imaginaires,  a— b,  \]a  — b, 
qui,  ayant  ensuite  changé  de  forme  par  suite  des  opérations 
diverses  du  calcul,  soient  redevenues  réelles  et  n’aient  plus 
laissé  aucune  trace  d’incompatibilité  dans  les  conséquences 
finales  de  ce  calcul. 

Ce  n’est  que  depuis  que  les  géomètres  adoptèrent  ouverte- 
ment ces  formes  extraordinaires  et  convinrent  de  les  traiter, 
sans  aucune  distinction,  comme  les  quantités  absolues  et 
réelles,  que  l’admission  du  principe  de  continuité  en  Algèbre 
devint,  sinon  motivée  d’une  manière  rigoureuse,  au  moins  lo- 
gique cl  rationnelle  dans  les  conséquences  qui  en  dérivent. 
C’est,  redisons-le,  aux  immortels  travaux  d’Euler,  de  Lagrange 
et  des  profonds  géomètres  qui  les  suivirent,  que  la  science 
doit  d’avoir  franchi  ce  pas  vraiment  sublime  et  digne  de  l’ai— 
lention  la  plus  sérieuse  de  nos  philosophes.  Les  doutes  qu’é- 
levèrent, dans  le  même  temps,  quelques  autres  géomètres 
ne  purent  ébranler  la  confiance  établie;  l'Analyse  algébrique 
avait  fait,  dès  lors,  des  progrès  si  considérables,  sa  certitude 
avait  été  Constatée  dans  tant  de  circonstances  différentes  par 
la  conformité  de  ses  résultats  aVec  ceux  du  raisonnement  or- 
dinaire, qu’il  devint  également  impossible  de  rétrograder  ou 
de  s’arrêter  dans  la  roule  déjà  ouverte;  on  continua  donc  de 
généraliser  et  d’abstraire  sans  cesse  les  objets  des  conceptions 
algébriques.  Quels  heureux  résultats  ne  sont-ils  pas  dus  à cette 
marche  hardie,  mais  rapide  et  sûre,  qu’a  embrassée  pour  tou- 
jours l’esprit  humain  I Que  ne  doit-on  pas  en  espérer  encore 
pour  l’avenir! 


(*  ) Aujourd’hui  encore  (i863),  on  rq)oussc  de  certains  calculs  et  raison- 
nements les  e.xprcssions  symboliques  oo  ou  ~ ou  o,  sans  prendre 

panle  qu'en  les  admettant  à priori  comme  limites  idéales  des  grandeurs, 
elles  peuvent  donner  de  la  généralité  et  de  l'extension  à la  langue  algé- 
brique, sinon  toujours  de  lu  clarté  et  de  la  rigueur. 
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3V.  Ce  que  nous  venons  de  dire  du  principe  d’extension 
admis,  sans  raison  suffisante  peut-être,  par  les  al{;cl)ristes, 
doit  aussi  s’entendre  du  principe  de  continuité  tour  à tour 
admis  et  rejioussé  de  nos  jours  dans  les  spéculations  de  Ja 
Géométrie  : tant  qu’on  n’y  aura  pas  adopté  ouvertement  les 
conséiiuences  et  le  langage  implicite  et  figuré  auxquels  il  en- 
traîne inévitablement,  tant  <|u’on  n’y  recevra  ce  genre  de  dé- 
monstration qu’avec  des  restrictions  plus  ou  moins  grandes, 
on  tombera  dans  des  difficultés  et  des  contradictions  inextri- 
cables, et  les  résultats  qui  pourront  s’en  déduire  ne  seront  ni 
logiques,  ni  rigoureusement  nécessaires.  L’admission  ouverte 
de  tels  principes  conduiia,  il  est  \tai , à îles  difficultés  singu- 
lières, à des  vérités  paradoxales;  mais  ces  difficultés,  ces  para- 
doxes subsistent  également  dans  l’Analyse  algébriiiuc  et  n'ont 
pointant  point  arrêté  .sa  marche  ni  ses  progrès.  Est-il  raison- 
nable de  repousser  en  Géométrie  ordinaire  des  notions  géné- 
ralement admises  dans  la  tbéorie  des  coordonnées,  et  dont 
personne  no  conteste  plus  aujourd’hui  la  rigueur?  Pourquoi 
deux  langages,  deux  manières  différentes  de  raisonner  dans 
une  même  science,  la  science  de  l’étendue?  Qui  empêcherait 
enfin  de  recourir  en  Géométrie  à ce  précepte  de  d’Alembert, 
devenu  fameux  pour  avoir  été  si  souvent  répété  : Allez  en 
aeanl,  et  la  foi  vous  viendra!  Mais  revenons  à l’AIgèhre  pure 
dont  ces  réllexions  nous  ont  un  instant  écartés. 

35.  On  a pu  voir,  par  ce  qui  précède,  comment  les  géomè- 
tres qui  cultivèrent  l’Analyse  algébrique  dès  le  temps  de 
Viète,  époque  à laquelle  il  faut  rapporter  véritablement  l’ori- 
gine et  la  naissance  de  la  généralité  de  cette  .Analyse  (*),  on  a 


(*)  Avant  cctle  époque,  l’Algèbre  n'était  que  la  scicnre  des  nombres  : 
Viète,  l'un  des  hommes  ipii  honorent  le  plus  la  Franco  et  l'humanité,  a 
eu  l’Iieureusc  et  philosophiiiuc  idée  de  rcpré.senter  indistinctement  toutes 
les  grandeurs  par  des  caractères  alphabétiques,  et  par  là  il  changea  tota- 
lement la  face  des  sciences  mathématiques;  il  ouvrit  à l’esprit  humain 
une  route  entièrement  nouvelle  et  sûre,  au  moyen  de  laquelle  il  put 
désormais  s’élever  aux  plus  sublimes  abstractions!  L'Algèbre  devint  dès 
lors  une  langue  véritable,  la  langue  du  raisonnement  abstrait  et  mathé- 
matique, mais  non  pas  simplement,  comme  le  veut  Newton,  une  Arithmé- 
lii(uc  universelle.:  elle  devint  la  langue  do  tout  ce  qui  est  susceptible  de 
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pu  voir,  flis-je,  pomment  ces  géomètres  parvinrent  natiirellc- 
inenl,  et  sans  pour  ainsi  dire  le  vouloir,  à ces  formes  ex- 
traordinaires. à ces  êtres  de  raison  qui  paraissent  contrarier 
et  confondre  rentendement,  quand  on  veut  les  considérer  en 
eux-mèmes  et  leur  appliquer  les  notions  ordinairement  ad- 
mises poiir  les  êtres  réels  et  absolus.  Cela  vient  évidemment 
de  ce  (|u'ils  ont  représenté  les  grandeurs  limitées  et  finies  par 
des  caractères  étrangers  à ces  grandeurs,  cl  qui,  n’en  conser- 
vant plus  de  traces,  laissent,  malgré  celui  qui  les  emploie,  à 
ces  grandeurs,  une  ind(‘tcrminaiion  absolue  qu’elles  n’ont 
réellentent  pas,  éteignent  en  lui,  en  quelque  sorte,  le  souvenir 
de  la  mesure,  du  rapport,  et  le  forcent  à raisonner  d’une  ma- 
nière purement  implicite,  sur  les  combinaisons  abstraites  du 
calcul , sans  lui  permettre  d’apercevoir  quelle  est  la  nature 
des  expressions  algébritpies  qui  sont  le  résultat  de  ces  combi- 
naisons, et  par  conséquent  aussi  ne  lui  permettent  pas  de  re- 


ra|)porl,  do  mo.siire;  en  dêjHwUlnnt  les  iimmlilés  de  ce  qu'elles  fx-ueent 
avoir  d'étranger  à l’essence  de  la  grandeur  ahstraite,  elle  ramena  tout  à 
des  lois  générales;  elle  plana  également  (expression  do  Lagrange)  sur 
l’ Arithmétique  et  ta  Géométrie,  sans  devonir,  à propromonl  parler,  une 
véritable  Géométrie;  car  elle  ne  raisonne  pas  sur  les  formes  elles-mêmes, 
en  tant  (pie  décrites  et  figurées  dans  l’espace;  elle  n’envisage  ipie  les 
rapports  d étendue  ipii  appartiennent  à ces  formes,  et  c’est  la  Géométrie 
qui  les  lui  livre  d'abord,  et  ijui  on  interprète  ensuite  les  transformations 
sur  la  figure. 

Quoi  qu'il  en  soit,  et  gardons-nous  de  l’oublier,  c'est  en  essayant 
de  soumettre  aux  combinaisons  du  calcul  les  questions  de  la  Géométrie 
ordinain',  où  toutes  les  quantités  sont  nécessairement  représentées  par 
des  raractéo's  étrangers  à la  grandeur,  que  Viète  eut  l'idée  d’introduire 
les  lettres  al[diabéliques  en  Algèbre;  c'est  don"  à la  Géométrie,  ou  plu- 
tôt aux  conceptions  géométriques,  que  le  calcul  algébrique  est  redevable 
do  son  plus  beau  perfectionnement.  Osons  le  dire,  les  perfectionnements 
ultérieurs  qu'a  reçus  ce  calcul  depuis  Vifde,  sous  le  rapport  de  la  géné- 
ralité et  de  l’extension  de  scs  résultats,  ne  furent  qu’accessnires  et  subor- 
donné's  à celui-là  ; telle  est  la  notation  des  exposants  de  Descartes,  qui, 
en  tant  qu’elle  servit  d’abord  à remplacer  l’expression  d'un  nombre  dé- 
terminé de  fact(’urs  égaux,  n’ofTrit  (pi'une  abréviation  précieuse  en  elle- 
même.  sous  le  rap](ort  de  la  facilité  des  opérations,  mais  qui  étendit  bien- 
tôt d’une  manière  ]>rodigicuse  la  puissance  du  raisonnement  algébricpie, 
dés  l’instant  où,  saisissant  l'idée  de  Viète,  on  remplaça  à son  tour  l'cxpo- 
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connatlre  s’il  cesse  implicilenieni  de  suivre  la  marche  rigou- 
reuse du  raisonnemeni  explicite  ordinaire. 

36.  Qu’on  ne  croie  pas  néanmoins  que  ces  étranges  consé- 
quencesde  l’  Analyse  algébrique  tiennent  uniquement  à la  faculté 
qu’elle  a de  représenter  les  opérations  par  des  signes  conven- 
tionnels, ni  même  à l’emploi  (|u’elle  fait  de  notations  particu- 
lières ; car,  sans  faire  usage  de  ces  signes  et  de  ces  notations, 
on  peut  arriver,  d’une  manière  tout  à fait  directe  et  également 
simple,  à toutes  ces  conséquences,  en  continuant  à se  servir 
du  discours  ordinaire  ; il  suffit,  pour  cela,  de  désigner  les 
quantités  absolues  qu’il  s’agit  de  considérer,  par  des  dénomi- 
nations vagues  et  abstraites,  qui  fassent  perdre  de  vue  l’ordre 
de  leurs  grandeurs  relatives  dans  le  cours  des  raisonnements 
qu’on  leur  applique  {*  );  car,  le  résultat  final  de  ces  raisonne- 
ments ne  conservant  plus  aucune  trace  des  transformations 


sant  numérique  par  un  indice  abstrait,  en  lui-mèmo  vague  et  indéterminé, 
par  une  lettre;  car  cette  lettre  ne  portant  plus  avec  elle  la  trace  île  la 
grandeur  effective  quelle  représente,  les  géomètres  s'Iiabituèrenl  peu  à peu 
à la  regarder  comme  négative,  irrationnelle  cl  même  imaginaire,  et  cela, 
quelquefois,  sans  en  avoir  l’intention  expresse,  sans  même  s'en  douter. 
On  en  peut  dire,  à certains  égards,  autant  de  la  notation  des  factorielles 
de  Kramp;  cependant,  que  signifie  cette  notation  dans  l'état  actuel  de 
nos  connaissances,  quand  l'indice  est  quelconque,  par  exemple  irra- 

c/"  >■ 

tionnel , imaginaire?  Que  signifie  le  coefficient  différentiel  -j-^  d'une 

fonction  variable  de  x,  quand  n est  seulement  fractionnaire?  On  n'a  pas 
jusqu’ici  encore,  ce  me  semble,  eu  l’idée  de  s'en  occuiier  d’une  manière 
directe  et  approfondie,  ou  plulél  le  calcul  n’a  pas  encore  conduit  à une 
telle  généralité  de  conception.  Cependant,  cette  dernière  question  ne  dif- 
fère pas  essentiellement  des  deux  autres,  et,  toutes  les  fois  qu'on  créera 
une  notation  nouvelle,  on  sera  conduit  aux  mêmes  recherches;  si  l’on 
trouve  ensuite  une  expression  générale  et  d’une  forme  déjà  connue  en 
Algèbre  qui  équivaille  à celte  notation  pour  un  indice  abstrait,  elle  aura 
un  sens  réel  et  bien  déterminé  sous  le  rapport  purement  algébrique,  et 
elle  ne  sera  plus,  dans  sa  généralité,  un  objet  entièrement  illusoire  de 
notre  imagination.  { Note  de  1818.) 

(*)  On  pourrait,  par  exemple,  désigner,  dans  le  discours  ordinaire,  par 
les  mots  rouge,  bla/if/w,  notre,  etc.,  les  diverses  quantités  que  l’on  con- 
sidère, et  c'est  ainsi,  comme  on  sait,  qu’en  usèrent  dans  leur  Algèbre 
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qu’il  aura  fallu  faire  subir  aux  rapports  primitivomcnl  donnés, 
et  n’élanl  même  plus  que  l’indication  générale  des  relations 
nouvelles  qui  existent  entre  les  grandeurs  indéterminées  du 
système,  il  arrivera  alors  ce  (|ui  arrive  dans  l’Analyse  algé- 
brique elle-même,  qu’on  se  verra,  malgré  soi,  entraîné  à re- 
garder ces  rt'lations  commé  appartenant  et  demeurant  appli- 
cables à tous  les  étals  possibles  du  système;  rien,  en  effet, 
ne  rappellera,  dans  le  discours  qui  traduit  ces  relations, 
l’échelle  de  grandeur  des  objets  sur  lesquels  il  porte. 

Quand  une  fois  on  a admis  cette  exiension  indéfinie  des 
résultats  du  raisonnement,  on  se  voit  bientôt  jeté  dans  les 
considérations  métaphysiques  des  quantités  négatives,  infi- 
nies, imaginaires,  qui  en  sont  la  conséquence  nécessaire,  et 


les  géomètres  indous,  longtemps  avant  qu’un  songeAl'à  employer  les 
lettres  en  Euro[)C.  (Foir  la  Notice  curieuse  publiée  par  M.  Terqucm 
dans  le  IIP  volume  de  la  Cnrrvspond/mce  /x>lrtcr/iriitfiw.)  C’est  encore 
ainsi  que  les  algébrisles  du  xvP  siècle  parvinrent  a la  résolution  des 
é<pialions  du  3'  et  du  4*  degré.  A cette  épwpie,  les  lettres  n'étant  point 
encore  introduites  dans  le  calcul,  on  ne  pouvait  évidemment  arriver  à des 
résultats  généraux  et  applicables  à tous  les  cas,  qu’au  moyen  du  langage 
ordinaire,  et  de  là  sans  doute  dérive  le  nom  do  formule  appliqué  à toute 
expression  algébrique  qui  indique  une  série  d'opérations  à ellectuor  en 
général  sur  certaines  grandeurs  pour  en  trouver  d’autres.  L'inconnue  du 
problème  se  disignait  alors  par  le  mot  rosa  (chose),  cl  il  est  digne  de 
remarque  que  celle  seule  dénomination  abstraite  a sulli  pour  donner  au 
raisonnement  toute  l'indélermination  possible  et  pour  le  rendre  purement 
implicite.  Aussi  les  algébristes  furenl-ils  conduits,  dès  les  premiers  siè- 
cles, aux  formes  négatives  et  imaginaires.  C'est  donc  à cette  seule  idée 
de  remplacer  les  grandeurs  par  des  indices  abstraits,  que  l'Analyse  algé- 
brique doit  sa  puissance  et  sa  prodigieuse  généralité;  c’est  par  là  qu’elle 
se  distingue  véritablement  do  la  théorie  des  nombres  ou-  de  l’Arithmé- 
tique proprement  dite,  a L’Algèbre,  dit  notre  illustre  Lagrange  (page  vi 
» de  l'introduction  au  Truité  de  ta  résolution  des  éf/iiutions)  n’est  pas 
» précisément  V.irithmétii/ue  universelte ; son  objet  n'est  pas  de  trouver 
» les  valeurs  mêmes  des  (piantités  cherchées  , mais  le  système  d’opéru- 
» lions  à faire  sur  les  quantités  données  pour  en  déduire  les  valeurs  des 
» (luantités  qu’on  cherche  dans  les  conditions  du  problème.  i>  Elle  a pour 
but,  en  d'autres  termes,  non  l'évaluation,  mais  la  détermination  générale 
et  la  construction  des  inconnues  au  moyen  des  quantités  données. 

( Ao/c  f/c  i8i8.  ) , 
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ainsi  la  connaissance  des  unes  el  des  autres  aurait  pu  précéder, 
de  longtemps,  la  découverte  de  l’Algèbre  proprement  dite. 

37.  On  doit  voir  par  là,  si  je  ne  me  trompe,  que  si  l’emploi 
de  telles  considérations  ou  (|ualiHcaiions  a jiis(iu’iri  constitué 
le  caractère  propre  de  l’Analyse  algébrique,  celui  (|ui  la  dis- 
tingue éminemment  des  autres  sciences  de  la  grandeur,  ce 
n’est  pas  un  motif  pour  croire  (]u’on  ne  puisse  en  introduire 
l’usage  dans  ces  sciences,  et  en  particulier  dans  la  Ciéomelric 
rationnelle,  sans  en  altén'r  le  degré  de  rigueur  ou  de  ciuli- 
tude  el  sans  y introduire  les  procédés  du  calcul  algébri(jue  ; 
car  il  suffit  (pi’on  y admelle  le,  raisonnement  purement  impli- 
cite ou  les  conséquences  de  ce  genre  de  raisonnement,  tout 
en  repoussant  d’ailleurs  l’emploi  des  opérations  en  (piebpie 
soi  te  biéroglypliiques,  mnémoniques  el  mécaniiiues  (|ui  a|)- 
I)aiTiennenl  en  propre  à ce  genre  de  calcul, 

38.  Dans  le  fond,  celle  manière  de  raisonner  et  de  procé- 
der à la  recberclie  de  vérités  nouvelles  ne  diffère  pas  autant 
qu’on  pourrait  le  croire  de  celle  (jui  a été  adoptée,  dans  cer- 
taines circonstances,  par  les  Anciens,  marche  à-  laipiellç  ils 
donnaient,  comme  nous,  le  nom  A'analrse  (*).  Par  elle,  en 
effet,  ils  adineilaienl,  à priori,  comme  vraie  et  existante  telle 
proposition,  telle  construction  (ju’il  s’agissait  de  démontrer  ou 
de  découvrir;  parlant  ensuite  de  celle  hypothèse,  ils  parve- 
naient, par  une  série  de  raisonnements  bien  liés,  à ramener 
l’objet  lie  la  question  à une  proposition  ou  à une  construction 
plus  (iNpIieile  ou  plus  élénumtaire.  Quand  celle  dernière  ex- 
pressit)!!  du  raisonnement  se  trouvait  être  une  vérité  ou  une 
construction  déjà  connue  el  démontrée,  (|uand  enlin  le  lésul- 
lat,  la  conclusion  n’offrait  en  soi  rien  d’absurde,  de  contra- 
dictoire.ou  d’impossible,  la  proposition  de  l’hypothèse  était 
justifiée,  robjel  de  la  construction  était  établi  ; c’est-à-dire 


(*)  J oir  le  Discours  préliminaire  de  la  Grometrir  de  .M.  Lacroix, 
page  3 lie  la  3*  édition  : ce  savant  professeur  y rapporte  la  traduction 
d’un  pas.<age  du  VII'  livre  des  Gnlkclinns  mal/icmnlii/ues  de  l’appus, 
qui  renferme  une  définition  complète  de  Viintiljsc  et  de  la  sriiiht-sc  em-  * 
ployées  par  les  Grecs  dans  les  recherches  mathématii|ues. 

. (.Vo/c  i(c  i8i8.) 
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qu’on  avait  dctermiiic  la  dépendance  explicite  qui  lie  la  pro- 
position de  rhvpotlièsc  à des  propositions  déjà  connues,  et 
cçlle  qui  subsiste  entre  les  quantités  inconnues  d’où  l'on  part 
avec  les  (juantités  données;  le  but  de  l’analyse  se  trouvait 
ainsi  rempli. 

Pour  établir  cette  série  de  raisonnements,  les  Anciens  se 
voyaient  naturellement  forcés  d’admettre  dans  le  discours  et 
la  conception,  des  grandeurs  indéterminées  ou  implicites, 
c’est-à-dire  dos  lignes  et  des  combinaisons  de  lignes  dont  on 
ne  connaît,  en  réalité,  ni  la  position,  ni  la  grandeur  absolue, 
ni  même,  bien  souvent,  l’existence  géométrique.  Les  raison- 
nements établis  sur  les  unes  et  les  autres  n’avaient  donc  au- 
cun des  caractères  qui  constituent  le  raisonnement  explicite; 
la  proposition  et  la  construction  de  l’Iiypotbèse  pouvant  être 
impossibles,  les  lignes  inconnues  et  les  auxiliaires  pouvaient 
l’être  elles-mêmes;  mais,  dans  le  cas  contraire,  comment  affir- 
mer que  telle  ligne  auxiliaire  adoptée  dans  la  figure,  rencontre 
effectivement  telle  ou  telle  ligne  supposée  connue,  donnée 
à priori,  et  qu’en  conséquence  telle  ou  telle  relation  métrique 
ou  descriptive  auxiliaire,  admise  dans  le  discours  ou  le  raison- 
nement, se  rapporte  effectivement  à des  objets,  à des  gran- 
deurs réelles?  Sans  doute  que  les  Anciens  avaient  recours  à 
l’inspection  attentive  de  la  figure;  mais  s’il  arrive  que  le  trace 
de  cette  figure  avertisse,  dans  (|uelques  cas  très-simples,  de  la 
non-existence  de  certaines  lignes,  cela  no  saurait  plus  avoir 
lieu  quand  la  figure  est  tant  soit  peu  compliquée,  et  encore 
moins  (luand  les  lignes  n’en  sont  pas  construites  et  seulement 
déterminées  par  certaines  conditions,  comme  de  passer  par 
des  points  donnés;  d’ailleurs,  les  lignes  auxiliaires  Ou  incon-’ 
nues  ne  sont  qu’bypotbétiques  et  n'ont  pas  la  situation  qui 
leur  convient.  Si  ces  dernières  lignes  faisaient  |>artie  intégrante 
do  la  proposition  ou  de  la  figure  à laquelle  il  s’agit  de  parvenir, 
les  circonstances  diverses  qu’elles  pourraient  présenter  à 
l’égard  des  autres,  donneraient  naturellement  lieu  à examen 
de  la  part  du  géomètre  (|ui  prétend  être  rigoureux,  parce 
que  ces  circonstances  iniluent  directement  et  modifient  le 
résultat  qui  s’y  rapporte;  les  lignes  auxiliaires,  au  contraire,  ne 
laissent  plus  aucune  trace  et  disparaissent  du  résultat  final. 

Ainsi,  le§  Anciens  ont,  comme  nous,  employé  le  raisonne- 
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inenl  sur  des  quonlilés  impliciicmenl  imaginaires,  infinies,  etc., 
(|ui  n’avaient  dans  le  discours  et  dans  la  pensée  (lu’une  exis- 
tence de  signe,  et  c’est  par  la  contemplation  scrupuleuse  et 
souvent  pénible  de  la  figure,  qu’ils  ont  pu  éviter  l’emploi  ex- 
j)licite  et  manifeste  de  ces  sortes  de  quantités,  à peu  près 
comme  le  faisaient  les  algébristes  des  xvi'  et  xvii*’  siècles,  quand 
les  fttrmcs  négatives  et  imaginaires  se  présentaient  à eux  à la 
suite  des  calculs  ou  de  quelque  substitution  particulière  faite 
dans  une  formule.  Aussi  les  uns  et  les  autres  ne  se  liaient-ils 
pas  tellement  à la  forme  du  raisonnement  qu’ils  ne 

se  crussent  obligés  de  le  r('faire  en  emplovantune  marche  in- 
verse, \a  S}  nt/ièse,  dans  Uuiuellc  on  part  d’une  proposition  ou 
d’une  construction  déjà  connue,  pour  s’élever  île  proche  en 
proche  Jusqu’à  la  vérité  ou  la  proposition  à laquelle  on  veut 
parvenir. 

39.  Les  philosophes  ont  beaucoup  disserté  sur  la  véritable 
signdication  des  mots  analyse  et  synthèse,  sans  qu’ils  soient 
parvenus  à s’entendre  d’une  manière  parfaite;  les  uns  n’ont 
vu  qu’analyse  là  où  les  autres  ne  voyaient  que 'synthèse,  et  ré- 
ciproquement. 

()n  n’est  guère  mieux  d’accord  en  (iéoinétric  ; tantôt  on 
nomme  indifféremment  ivriZ/ièic  et  «/i«/r7c  les  deux  marches 
inverses,  prof^ressive  et  rétrograde , du  raisonnement  ordi- 
naire; tantôt  on  appelle  analyse  tout  mode  de  raisonner  qui 
s’a[)puie  sur  le  calcul  algébrique,  tandis  que  l’on  nomme  au 
contraire  synthèse  celui  oii  l’on  se  refuse  l’usage  du  même 
calcuL  II  semble  cependant  que,  si  l’on  voulait  s’en  tenir  à la 
définition  donnée  par  les  (!recs  dans  le  passage  cite  des  Col- 
lections de  Pappus,  il  ne  saurait  plus  y avoir  aucun  sujet  de 
discussion  ni  de  doute;  car  cette  définition  est  aussi  claire 
qu’elle  est  complète.  Quoi  qu’il  en  soit, c’est  pour  éviter  toutes 
ces  dilficultés  et  pour  rendre  nos  discours  plus  concis  que 
nous  avons  mis  en  usage  les  mots;  raisonnement  implicite, 
raisonnement  ex/;/(c//c,  afin  de  distinguer  entre  elles,  d’une 
manière  positive,  les  deux  formes  générales  sous  lesquelles  il 
est  possible  de  raisonner  en  mathématiques. 

40.,  Concluons  enfin,  de  toutes  les  di.scussions  qui  précè- 
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déni,  que  Vextension  attribuée  aux  résultats  de  F Algèbre  pure 
n’est  pas  mieux  démontrée  dans  cette  science  qu'en  Géométrie 
elle-même  ; qu'à  la  vérité  elle  s'y  présente  d’une  manière  plus 
naturelle  et,  pour  ainsi  dire,  à Finsu  du  calculateur,  mais 
quelle  n’en  est  pas  moins  une  hypothèse  gratuite,  justifiée 
seulement  par  le  fait  d'une  longue  expérience  et  la  confor- 
mité de  ses  résultats  aveeceux  du  raisonnement  explicite  or- 
dinaire; qu’en  un  mot,  ce  principe  hypothétique  de  générali- 
sation et  d’extension  constitue,  jusqu’ici,  une  de  ces  vérités 
premières  qu’il  est  impossible  de  ramener  à des  idées  et  à des 
notions  plus  simples,  parce  quelles  ont  leur  source  et  leur  cer- 
titude immédiates  dans  notre  manière  de  i<oir  autant  que 
dans  les  faits  eux-mêmes,  dans  la  nature  des  choses. 

Concluons  aussi  que,  à moins  de  vouloir  se  traîner  éternel- 
lement sur  les  traces  des  géomètres  de  l’école  d’Alexandrie, 
’à  moins  d’abandonner  entièrement  la  route  nouvelle  que  nous 
ont  ouverte  les  grands  hommes  qui  jbnt  la  gloire  des  temps 
modernes,  il  faut,  de  toute  nécessité,  adopter  ce  principe 
dans  ta  Géométrie  rationnelle,  avec  toute  la  généralité  qu'il 
comporte,  et  cela  indépendamment  de  l’Analyse  algébrique 
elle-même,  et  sans  s' inquiéter  des  notions  et  des. conséquences 
singulières  ou  paradoxales  qui  peuvent  en  découler;  car,  si 
l’on  veut  être  conséquent  et  logique  comme  le  furent  toujours 
les  Anciens,  il  faut,  ou  l’admettre  ouvertement  et  dans  toute 
sa  généralité,  ou  le  bannir  à jamais  du  domaine  de  la  Géomé- 
trie et  de  celui  de  toutes  les  sciences  exactes  qui  se  fondent  sur 
l’Analyse  algébrique. 

§ III. 

COSSÉgLENCES  gci  résietest  de  l’admission  ouverte  du  frincipe 

DE  CONTINUITÉ  EN  UÉOMËTRIE  RATIONNELLE. 

» ' 

4-1.  Nous  avons  examiné,  dans  ce  (|ui  précède,  le  principe 
de  continuilc  dans  son  origine  iiriinilive,  dans  les  raisons  ei 
les  lijpollièses  i|ui  le  firenl  admeilre  tacilcinenl  ou  involon- 
laireiueni  dans  la  lléoinélrie  ralionnelle  et  dansl’Analvse  algé- 
briiiue  : il  nous  reste  à l'éludier  en  lui-même  ei  dans  les  con- 
séquences générales  (ju’il  enlraiiie  par  son  admission  ouvcrle 
en  Géoméirie  pure,  afin  d'en  ac(|uérir  une  notion  assez  précise 
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et  assez  claire  pour  prévenir  toutes  les  difficultés  et  les  para- 
doxes auxquels  ce  principe,  mal  entendu,  peut  facilement 
conduire  dans  les  applications  particulières.  ' - 

Le  principe  de  continuité,  considéré  dans  la  Géométrie  ra- 
tionnelle, consisunt  en  ce  que  (21,  22)  les  propriétés  mé- • 
triques  ou  descriptives  d’une  figure  donnée  demeurent  appli- 
cables, sauf  les  variations  de  signes  et  de  position  des  parties, 
à toutes  les  figures  corrélatives  définies  d’après  l’art.  6,  ce 
principe  suppose  naturellement  que,  dans  la  figure  type, 
cellfe  d’où  l’on  part  et  à laquelle  on  rapporte,  au  moins  tacite- 
ment, les  autres,  les  objets  et  les  grandeurs  considérés  soient 
tous  réels  et  géométriques;  car,  par  hypothèse,  les  relations 
primitives  ont  été  démontrées  d’une  manière  entièrement  • 
rigoureuse  au  moyen  du  raisonnement  explicite  ordinaire; 
l’esprit  humain,  en  elTet,  ne  peut  arrivera  des  vérités  certaines 
et  incontestables  qu’en  procédant  du  connu  à l’inconnu,  du 
réel  à ce  qui  ne  l’est  pas  : c’est  là  sa  marche  invariable  et  né-  . 
cessaire.'Si  donc  une,  relation,  actuellement  donnée  entre  Icsv 
objets  d’une  figure  géométrique,  concerne  déjà  un  état  idéal 
dé  cette  figure,  ou  indique  des  opérations  qui  ne  soient  pas 
absolues,  ce  ne  peut  être  que  parce  qu’on  en  a étendu  tacite-  ' 
ment  la  signification  à cet  état,  en  invoquant  le  principe  de 
continuité,  ou  parce  qu’on  a fait  usage,  pour  y parvenir,  du’- 
raisoruiement  implicite,  qui  est  tout  à la  fois  le  fondement  et 
la  conséquence  de  ce  principe;  cette  relation  a nécessairement 
son  origine  dans  un  état  antérieur  où  tout  était  réel  et  absolu; 
voilà  Ce  qu'il  faut  admettre,  au  moins  quand  il  s’agit  de  pro- 
céder d’une  manière  certaine  à l’examen  d’une  vérité,  d’une  . 
notion  à établir  ou  justifier,  et  c’est  ce  qu’il  ne  faudra  jamais-' 
perdre  de  vue  dans  ce  qui  va  suivre.  ' / < ; . 

• ■*  ’ l ‘ 

^ t'  * ' 

k’2»  D’après  la  nature  même  des  choses,  le  principe  de  con- 
tinuité est  immédiatement  applicable  à tous  les  états  réels  cl 
absolus  d'un  même  système  qui  se  transforme  par  degrés  in- 
sensibles, et  nous  avons  vu  que,  dans  ce  cas  en  effet,  il  se  ’ 
présente  d’une  manière  si  naturelle,  qu’il  peut  être  regardé 
comme  un  véritable  axiome,  et  qu’il  a été  admis  comme  tel, 
au  moins  d’une  manière  tacite,  dans  presque  toutes  les  re- 
cherches souniise.s  à Tinfluence  du  calcul  algébrique.  Malgré 

II.  ■ ~ ' '22  , 
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ce  haut  degré  d’évidence  que  porle  avec  lui,  dans  les  circon- 
stances semblables,  le  principe  de  cunlinuilé,  on  ne  doit  pourr< 
tant  pas  oublier  que,  même  alors,  son  admission  est  purement 
gratuite  ; car  si  kes  figures  dérivées  restent  en  corrélation  ab--, 
solue  et  réelle,  quant  aux  parties  dont  elles  se  composent  expli- 
citement, avec  la  ligure  d'où  elles  proviennent,  elles  ne  le  sont, 
souvent  pas,  quant  aux  auxiliaires  qu'il,  faut  y introduire  |>our 
parvenir,  par  le  simple  raisonnement,  aux  relations  délinitives; 
il  arrive,  en  effet,  que  ces  auxiliaires,  par  lesquelles  on  a dû  pas- 
ser, nejaissent  plus  aucune  trace  dans  cés  relations  définitives. _ 
Quoi  qu’il  en  soit,  il  n’y  a évidemment  aucune  difliculté  à 
admettre  le  principe  pour  tous  les  étals  réels  et  absolus  d’une 
figure;  or,  il  résulte  de  là  même  qu’il  ne  saurait  y avoir  de 
contradiction. à l’y  admettre,  au  moins  idéalement,  pour  tous 
ceux  des  étals  de  celle  ligure  où  certains  objets  seraient  deve-* 
BUS  impossibles,  pourvu  qu’on  ait  soin  de  ne  rien  prononcer, 
avant  un  examen  exact  et  rigoureux,  sur  l’existence  et  la  na- 
ture de  ces  objets  et  de  ceux  qui  on  dérivent  d’après  les  lois 
du  système.  Car.si,  après  un  tel  examen,  on  a reconnu  qu’en 
effet  certains  objets  ou  cejrlaiaes  grandeurs  ont  cessé  d’être 
d’une  manière  géométrique,  on  sera  par  là  même  averti  que 
l'existence  qu’on’leur  supposait  est  purement  hypoibélique,  et 
que  la  relation  qui  les  concerne  est  elle-même  idéale  à l’égard 
.de; ces  objets.  . .. 

' Ainsi.le  pjrincipc  de  continuité  n'exprime  dans  sa  généralité’ 
rien  que  de.  relatif  : en  prononçant  sur  la  permanence  des  re- 
lations, il  ne  prononce  nullement  sur  la  nature  et  l’existence 
absolue  des  objets  ou  des  grandeurs  que  ces  relations  con- 
cernent. Cependant,  ces  relations  cessant  d’exprimer  quelque 
chose  -de  réel  quand  certains  objets  ont  perdu  leur  exis- 
tence géométrique,  on  ne  voit  pas  quel  sons  on  devra  leur 
attribuer  ni  comment  il  faudra  les  inlerprcteri  d'une  inaBicre 
rationnelle  dans  les  applications.  Or,  je  dis  qu’alors  même 
elles  ne  sont  devenues  ni  absurdes  ni  insignifiantes,  et  qu'elles 
servent  encore  à caractériser  et  à délermiucr.la  véritable  na- 
ture du  système  auquel  elles  s’appliquent,  par  l'incompatibilité 
des  dépendances  qu’elles  expriment  entre  les  objets  demeurés 
réels  et  ceux  qui,  au  Coiilra’ire,  ont  perdu  toute  existence  géo- 
métrique individuelle. 
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, ,V3.  Considérons,  on  effet,  une  figure  quelconque  jouissant 
d’un  certain  nombre  de  propriétés  métriques  ou  descriptives, 
que  nous  supposerons  n’oAprimor  actuellement  rien  que  de 
bien  réel  et  de  bien  intelligible  (41  ) : on  pourra  évidemment 
regarder  ces  propriétés  comme  propres  à définir  et  à caracté- 
riser la  dépendance  graphique  qui  lie  entre  elles  les  parties  du 
système  que  ces  propriétés 'concernent,  et,  en  particulier,  on 
pourra  les  regarder  comme  propres  à constrilire  numérique- 
ment ou  graphiquement  celles  de  ces  parties  qui  doivent  pré- 
cisément perdre  leur  existence  géométrique  en  vertu  du  pas- 
sage de  la  figure  actuelle  à celles  qui  lui  sont  corrélatives,  cl 
par  conséquent  regarder  ces  parties  elles-inémes  comme  les 
inconnues  d’un  problème.  ' ' ' .> 

Pour  la  figure  primitive,  ces  relations  ou  pVopritHés'  éttim 
par  hypothèse  concordant,es,  les  objets  qu’on  suppose  inconnus  , 
seront  définis  et  construits' d’une  manière  absolue  par  elles  t 
dans  les  figures  cOrrélalives,  au  contraire,  ces  relations  pour- 
ront devenir  incompatibles  entre  elles  en  ce  sens  que  les 
constructions  correspondantes,  cessant  de  concorder  dans 
leur  détermination  graphique  supposée,  manifesteront  l’iin- 
possibililé  actuelle  des  objets  inconnus,  ou,  si  l’on  veut,  leur' 
non-existence  géométrique.  Les  rélalions  qu’on  examine  sont  ‘ 
donc  encore  vrpies,  en  ce  sens  qu’elles  expriment  l’étal  véri-; 
table  du  système,  et  qu’elles  servent  à caractériser  la  non- 
existence  même  des  objets.  • , • •• 

- 44.  Considérons,  par  exemple,  une  circonférence  de  cerclé 
et  le  système  de  deux  tangentes  à cellé  circonférence  ; on  sait 
que  leur  ensemble  jouit  de  celle  propriété  que  le  centre  du 
cercle,  le  point  de  concours  des  deux  tangentes  et  leurs  points 
de  contact  sont  distribués  sur  une  autre  circonférence  de  cer- 
cle, ayant  la  distance  des  deux  premiers  points  pour  diamètre; 
or,  celle  propriété  cesse  d’éire  absolue  quand  le  point  de  con- 
cours des  deux  tangentes  passe  du  dehors  au  dedans  du  cercle; 
les  deux  tangentes  correspondantes  devietmerrt  en  effet  im- 
possibles. Cependant,  cette  propriété  n’est  pas,'  pour  cela,  de- 
venue absurde  ou  insignifiante;  car,  en  considérant  la  dépen- 
dance graphique  quVlle  exprime  comme  propre  à construire  les  ‘ 
points  de  contact  cl  leurs  langtmies,  lorsque  le  cercle  et  le  point 
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de  concours  de  ces  tangentes  sont  donnés,  on  voit  <jue  cette 
dépendance  est  encore  vraie  quand  le  point  de  concours  est 
renfermé  dans  la  circonférence  du  cercle,  en  ce  sens  qu’elle  , 
cesse  naturellement  de  construire,  d'une  manière  réelle,  les 
points  de  contact  correspondants.  Jîn  effet,  alors  les  deux  cir-  . 
conférences  qui  doivent  les  contenir  simultanément  se  trou- 
vent renfermées  l’une  dans  l’autre,  et  ne  sauraient  par  consé- 
quent s’entrecouper  d’une  manière  effective.  . , 

La  iHêrae  chose  se  dirait  de  la  relation  connue  entre  l’or- 
, donnée  et  l’abscisse  du  cercle,  et,  en  général,  de  toutes  les* 
relations  descriptives  ou  métriques  qui  appartiennent  aqx  ' 
figures  ; la  raison  en  est  encore  que,  d’après  la  nature  même 
de  ces  relations,  elles  ne  cessent  d’exprimer  quelque  chose 
de  possible,  qu’en  même  temps  que  les  grandeurs  qu’elles  sont 
propres  à construire  deviennent  imaginaires,  en  sorte  qu'elles  ^ 
demeurent  toujours  d’accord  avec  l’état  véritable  de  la  figure; 
ainsi,  il  n’y  a ni  erreur  ni  contradiction  à admettre,  dans  tous 
les  cas,  ces  relations  comme  propres  à définir  et  à caracté- 
riser la  nature  vraie  de  celle  figure.  . _ 

* » » 

A5.  Remarquons  cependant  que,  quand  plusieurs  relations 
sont  nécessaires  poür  déterminer  et  construire  certain  objet  . 
qu’on  regarde  actuellement  comme  inconnu  dans  la  figure, 
il  peut  fort  bien  se  faire  qu’individuelleraeni  ces  relations  ou 
propriétés  n’expriment  rien  d’absircde  ni  d’impossible:  c’est  ce 
qui  arriverait,  par  exemple,  dans  la  proposition  ci-dessus  exa- 
minée si,  faisant  abstraction  du  cercle  donné,  on  ne  considérait 
que  celui  qui,  passant  par  le  centre  de  ce  cercle  et  par  le  point 
de  concours  des  tangentes,  doit  contenir  les  points  de  contact 
de  ces  mômes  tangentes,  car  ce  cercle  ne  cesserait  jamais  de 
subsister  : dans  ces  circonstances,  les  relations  ne  deviennent 
incompatibles  que  dans  leur  simultanéité,  et,  sous  ce  point  de 
vue,  elles  n’en  sont  pas  moins  propres  à caractériser  la  nature 
véritable  J du  système.  . ^ 

On  arriverait  à des  paradoxes  fort  étranges  si,  au  lieu  de 
considérer  le  système  complet  des  relations  qui  définissent  et 
construisent  d’une  manière  directe  la  figure  qu’on  examine, 
on  n’avait  égard  seulement  qu’à  quelques-unes  d'entre  elles  ; 
car  ces  relations  sembleraient  établir  des  dépendances  tou- 
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jours  réelles  entre  les  objets  de  cette  figure,  et  seraient  ainsi 
en  contradiction  manifeste  avec  ce  qui  se  passe  en  effet. 

46.  Considérons,  par  exemple  (fig.  i48  et  i4<l,  p.  307),  le  ’ 
système  d’un  cercle  ü et  de  deux  sécantes  SA  et  SC  ren- 
contrant ce  cercle  en  A et  B,  C et  D respectivement  : on  a, 
comme  on  sait,  SA.SB  = SC.SD;  or,  cette  relation  demeure 
toujours  l'é.clle  dans  sa  forme  et  dans  son  énonce,  même  quand 
l’une  SC,  des  deux  sécantes,  vient  à ne  plus  rencontrer  le  cer- 
cle, ce  qui  paraît  au  premier  abord  contradictoire  et  absurde;' 
mais  cela  ne  l’est  pourtant  pas,  si  l’on  considère  que  la  relation 
examinée  ne  suftit  pas  à elle  seule,  pour  définir  et  construire 
les  deux  points  C et  D,  car  il  y a deux  inconnues  SC.  et  SD. 

Qu'on  abaisse  en  effet,  du  eenlreO,  la  perpendiculaire OK  sur 
la  sécante  SC,  on  aura  la  nouvelle  relation  ' • ; 

-,  . 2SK  = SC-|-8D,  ’ ‘ 

qui  exprime,  il  est  vrai,  comme  la  première,  une  dépendance 
toujours  réelle,  mais  qui,  éfant  incompatible  avec,  elle  pour 
toutes  les  circonstances  où  la  sécante  SK  sort  du  cercle,  sert 
par  là  même  à caractérfcer  et  à définir  l’étal  du  système,  et  lui 
denieure  ainsi  applicable  dans  tous  les  cas  possibles. 

47.  De  ce  que  certaines  relations  appartenant  à une  figure 
donnée  sont  individuellement  réelles,  on  ne  peut  donc  pas 
affirmer  que  les  objets  auxquels  elles  correspondent  et  qu’elles 
servent  à 'construire,  soient  eux-mêmes  toujours  possibles; 
pour  le  faire  avec  certitude,  il  fàul  que  ces  relations  soient  en 
nombre  suffisant  pour  les  définir  et  les  déterminer  d’une  ma-  - 
nière  complète;  ainsi,'de  ce  que  l’on  a trouvé,  art.  44,  que  les 

• points  de  contact  des  tangentes  examinées  doivent  se  trouver  _ ■ 
sur  une  circonférence  de  cerCle  toujours  constructible  et 
toujours  réelle,  il  ne  suit  'nullement  que  ces  points  et  les 
tangentes  qui  leur  ajiparlicnnent  soient  eux-mêmes  toujours 
réels  ; et,  en  effet.  Ces  points  devant  se  trouver  simultanément 
sur  celte  circonférence  et  sur  la  proposée,  cesseront  d’avoir 
une  existence  géométrique  toutes  les  fois  que  l’une  d’eirtre 
.elles  se  trouvera  entièrement  enveloppée  dans  l’autre;  Or,  de 
cette  simple  remarque  il  résulte  réciproquement  que#  de  ce 
qu’un  objet  est  actuellement  impossible,  ce  n’est  pas  une  rai- 
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son  pour  croire  que  les  relations  ou  les  signes  qui  en  dépen-  ■ 
dent  et  qui  le  construisent  doivent  parla  môme  cesser  d’avoir 
une  existence  effective:  ainsi,  dans  l’exemple  déjà  cité,  quoi- 
que les  deux  tangentes  issues  d’un  point  intérieur  au  cercle 
donné  soient  inconstructibles,  le  cercle  dont  la  circonférence 
renferme  avec  la  proposée  leurs  points  dé  contact  n’en  est  pas 
, moins  toujours  réel  et  possible,  et  il  peut  en  être  évidemment 
de  môme  pour  d’autres  circonférences  de  cercle  ou  d’autres 
lignes  propres  à construire  ou  à définir  ces  deux  points  de 
contact  et  leurs  tangentes.  ' \ 

Les  considérations  préliminaires  de  l’art.  14  nous  ont  déjà 
offert  l’exemple  d’une  ligure  où,  certaines  parties  devenant 
impossibles,  d’autres  qui  en  dépendent  d’une  manière  directe, 
sont  pourtant  demeurées  réelles;  nous  pourrions,  dès  à pré- 
• sent,  présenter  un  grand  nombre  de  circonstances  toutes  sem- 
blables; mais  il  suffit  à notre  objet  actuel  d’en  avoir  fait  lu 
remarque  d’une  manière  générale,  et  d’avoir  ainsi  signalé  et 
détruit  un  préjugé  géométrique,  à la  vérité  fort  naturel,  mais 
qui  n’â  aucun  fondement  exact  : l’admettre  en  principe,  ce 
serait  borner  le  cham])  des  découvertes,  et  s’exposer  volon- 
tairement à des  difficultés,  à des  contradictions  continuelles. 

48.  Nous  pouvons  conclure  de  ces  diverses  réllexl^bs  que, 
quand  les  relations  ou  propriétés  qu’on  examine  sont  en 
nombre  suffisant  pour  construire  et.  déterminer  les  objets 
auxquels  elles  se  rapportent,  et  qui  peuvent  devenir  impos- 
sibles dans  les  figures  corrélatives,  il  ne  saurait  jamais  exister 
. de  difficultés  véritables  à les  interpréter  et  à les  admettre;  car 
alors  elles  indiqueront,  soit  séparément,  soit  simultanément, 
la  non-existence  des  objets  de  la  figure,  et  serviront  ainsi,  par 
leur  incompatibilité,  à définir  et  à caractériser,  dans  tous  les 
cas  possibles,  le  véritable  étal  de  celte  figure.  Les  difficultés 
no  naissent  qu'alors  que,  ce,ssant  d’avoir  égard  à l’ensemble 
’ des  relations  qui  définissent  directement  la  figure,  on  les  en- 
visage  en  elles-mêmes  et  d’une  manière  tout  a fait  individuelle; 
en  ce  cas  seulement  elles  peuvent  paraître  inintelligibles,  et  ne 
plus  conserver  qu’une  signification  purement  hypothétique  et 
idéale,  comme  les  objets  nîômes  qu’elles  concernent  et  qui 
/ ont  perdu  leur  existence  géométrique. 
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VJ.  La  répiignaiicf!  qu'on  éprouve,  dans  des  circonslanees 
seiid)la()les,  à admeiue  le  principe  de  conliniiilé,  vleiil  iini- 
(pieinenl  de  ce  (|u’on  fait  usage  du  sens  de  la  vue  pour  aider 
la  mémoire  cl  guidex  le  til  des  idées  el  du  raisonnemenl  géo- 
métrique; il  en  résulte  en  effet,  fort  sottvenl,  que  la  non- 
existence  de  certaines  parties  de  la  ligure  devient  manifeste, 
indiscuUible,  el  <ni'alors,  n'ayant  |)lus  aucun  moyen  de  se.  les 
représenter  il  l'imagination,  ni  aucun  tenue  qui  puisse  les 
rappeler  à la  mémoire,  le  discours  el  les  idées  s’arrêtent  indé- 
pendamment de  la  volonté.  Celle  répugnance  cesse  d'avoir 
lieu  toutes  les  fois  que  la  ligure  se  coinpli(|tie  ou  (|ue  les 
rapports  (|ui  en  lient  les  parties  se  multiplient,  parce  qu'il 
n’est  plus  possible  alors  de  discerner,  au  simple  coup  d'tril, 
si  ces  rapports  entratnenl  ou  n'enlratticni  pas  la  non-existence 
de  certaines  de  ces  parties.  C’est  celte  circonslanoe  qui  ar- 
rive en  particulier  quand  ces  parties  sont  l’objet  d’une  re- 
cherclic  faite-  sur  la  figure,  c’est-à-dire  quand  elles  sont  pré- 
cisément les  inconnues  d’un  problème  (|u’on  se  propose  sur 
celle,  figure  (38).  C’est  encore  ce  qui  a lieu  quand  la  figure 
n’est  pas  décrite,  el  c’est  là  sans  doute  une  des  causes  de  la 
génénilite  des  conceptions  do  celle  Cicomélrie  qui  considère 
les  objets  dans  l’espace,  el  dont  notre  illustre  Monge  peut,  à 
de  si  justf's  tiln^s,  être  appelé  le  vrai  créateur. 


.50.  En  Algèbre,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  voir  (29),  la 
difficulté  d’admettre  dans  chaque  cas  le  principe  de  continuité 
est  entièrement  nulle,  parce  que  la  non-existence  des  grandeurs 
conserve  naturellement  un  signe  dans  le  calcul,  el  cela  indé- 
pendamment même  de  la  volonté  de  celui  qui  l’emploie;  celte 
non-existence  s'exprime  cl  se  présente  presque  toujours  sous 
les  mêmes  signes  explicites  que  la  grandeur  absolue  et  réelle; 

car  II  — 6,  ^ — 6 peuvent  indiquer  indislinctcmeut 


des  grandeurs  absolues,  Idéales  ou  imaginaires,;  de  là  vient  la 
possibilité,  la  nécessité  même,  d’employer  les  êtres  de  raison 
comme  les  êtres  réels,  et  de  les  soumettre  aux  combinaisons 
du  calcul  el  aux  formes  logiques  «^u  raisonnement  ordinaire. 


51.  Ce  que  nous  venons  de  dire  ici  de  l’Analyse  algébrique 
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s’étend  évidemn;ient  ou  peut  s’étendre  â la  Géométrie  ration- 
nelle, lorsqu’on  ne  considère  que  des  relations  -purement 
métriques;  car,  dans  ces  circonstances  aussi  bien  qu’en  Al- 
gèbre, les  diverses  grandeurs  sont  représentées  par  des  lettres,  ' 
signes  ou  caractères  abstraits,  incapables  en  eux-mêmes  de 
rappeler  la  grandeur  absolue  des  objets  qu’ils  concernent.  A la 
vérité,  ces  grandeurs  se  rapportent  à une  figure  mise  actuel- 
lement sous  les  yeux  ; mais  on  peut  toujours  faire'abstraction, 
[Kir  la  pensée,  de  celte  flgure,  et  considérer  les  relations  exa- 
minées en  elles-mêmes,  et  indépendamment  des  objets  (Igurés 
' auxquels  elles  s’appliquent.  Dans  cette  supposition  parliculièée 
des  propriétés  métriques,  on  peut  donc  continuer  mentalement 
, et  d’une  manière  naturelle  l’existence  de  ceux  de  ces  objets 
(fui  cessent  d’être  constructibles  et  géométriques,  par  cela  pré- 
cisément qu’ils  sont  représentés  à l’aide  de  signes  abstraits,  et, 
il  n’y  a interruption,  ni  dans  la  conception  des  relations  exa- 
minées, ni  dans  l’expression  de  ces  relations. 

5i2.  Pareille  chose  n’a  plus  lieu  à l’égard  des  propriétés  pu- 
rement  descriptives  ; là  les  termes  sont  l’expression  des  objets 
figurés  eux-mêmes;  ils  les  rappellent  continuellement  à l’es- 
prit et  à l’imagination,  et  il  ii’èst  pas  facile  de  les  abstraire , 
par  la  pensée,  de  les  détacher  de  ces  objets,  et,  encore, 
moins,  de  les  combiner,  entre  eux,  quand  ces  objets  cessent 
. d’exister,  d’une  manière  absolue  et  géométrique. 

L’usage  et  l’habitude  de  l’Analyse  algébrique  pendant  deux 
siècles  ont  heureusement  tranché  la  difficulté,  en  introduisant 
êt  en  consacrant,  dans  le  langage  ordinaire  de  la  Géométrie, 
certaines  expressions  qui  rappellent  et  caractérisent  les  êtres 
de  non-existence,  et  font  même  considérer  ces  êtres  fictifs 
.comme  des  objets  réels  dans  le  raisonnement  et  la  concep- 
tion. C’est  ainsi  que  l’on  a déjà  reçu  en  Géométrie  les  infini- 
ment grands  et  les  infiniment  petits,  dont  l’existence  est  pu- 
rement hypothétique;  car,  lorsqu’on  admet,  par  exemple,  que 
deux  droites  parallèles  se  rencontrent  à l'infini,  on  donne 
idéalement  une  existence  indéfinie  à leur  point  commun  d'in- 
tersection, et  par  là  aussi  on  établit  l'idée  de  la  continuité  dans 
le  mouvement  possible  de  ce  point.  D'un  autre  coté,  le  mot 
infini  rappelle  la  non-existence  géométrique  do  l’objet  dési- 
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gaé,  et  indique  que  l’existence  supposée  est  purement  idéale. 

Il  est  vrai  que  ces  notions  ont  encore  quelque  chose  de  natu-  ■ 
rel«  et  répugnent  moins  que  celles  des  <magtnaire<  ; mais  cela 
provient  purelheni  de  l’habitude,  et  la  preuve  en  est  que  cer- 
tains géomètres,  peu  accoutupnés  aux  nouvelles  méthodes,  re- 
fusent encore  de  les  admettre,  quelque  simples  et  rigoureuses 
qu’elles  puissent  d’ailleurs  paraître.  , . 

‘ t . . 

53.  11  importe  extrêmement,  pour  l’admission  du  principe 
de  continuité  çn  Géométrie,  d’y  recevoir  les  expressions 
figurées  qui  peuvent  servir  à caractériser  les  êtres  de  non- 
■existence  ; car  l’application  de  ce  principe  se  bornerait,  comme 
nous  l’avons  déjà  fait  observer,  aux  états  réels  du  système  que 
l’on  considère;  il  existerait  des  lacunes,  des  situations  ppti- 
culières,  où  l’on  ne  pourrait  l’admetlre-méme  idéalement,- 
puisque  l’on  manquerait  à la  fois  d’images  dans  la  conception  ' 
et  de  termes  dans  le  discours  pour  s’exprimer. 

D’ailleurs,  le  but  de  celte  admission  est  uniquement  d’in,-  ‘ 
Iroduire  l’idée  de  la  continuité  ou  permanence  indéfinie  des 
lois  de  la  grandeur  figurée,  continuité  qui,  pour  être  souvent 
fictive,  n’en  est  pas  moins  propre  à caractériser  cl  à faire  dé- 
couvrir les  lois  véritables  et  absolues  de  celle  grandeur.  . 

5^.  C’est  évidemment  dans  le^  phénomènes  de  la  conjonc- 
tion réciproque  des  lignes  et  des  surfaces  courbes  qu’il  faut 
aller  chercher  les  divers  caractères  de  la  non-existence  des 
grandeurs  géométriques,  etchacun  de  ces  caractères  se  trouvé 
nécessairement  dans  le  mode  par  lequel  s’est  opérée  la  non- 
existence,  l’accident  qui, a précédé  et  accompagné  cette  non- 
existence.  Los  expressions  figurées  naissent,  à leur  tour,  de  la 
nécessité  de  distinguer  ces  différents  caractères  afin  de  ne 
pas  les  confondre  ; car,  de  même  qu’ou  a des  noms  pour  ex- 
primer les  divers  modes  d’existence  qu’on  veut  comparer,  il 
faut  aussi  en  avoir  pour  exprimer  ceux  de  la  non-existence, 

, afin  de  donner  à la  fois  de  la  justesse  et  de  la  précision  à la  i 
langue  du  raisonnement  géométrique.  Enfin,  les  notions  méta- 
physiques elles-racmcs  ont  leur  source  véritable  dans  la  per-, 
scvéra.nce  qu’on  a d’appliquer  l’idée  de  la  continuité  à un  étal 
purement  idéal  d’un  système,  et  d’^  étendre  le^  conceptions 
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el  les  lois  qui  n'apparienaiont  qu’à  l'élal  primitif  et  réel  de  ce 
système. 

> . 

D’après  ces  idées,  on  voit  comment  il  faudrait  s’y  prendre 
|)Oiir  parvenir  à tracer  le  tableau  fidèle  el  complet  de  toutes 
les  notions  métaphysiques  qui  appartiennent  à la  grandeur 
figurée;  mon iiilention  n’est  pas  de  l’entreprendre,  il  faudrait 
plus  de  hardiesse  el  de  talent  que  je  n’en  possède  pour  oser 
livrer  un  t(d  travail  au  jugement  de  la  critique  sévère  des 
géomètres:  il  me  suffira  d’avoir  indiqué  à de  plus  habiles  que 
moi  la  route  certaine  à suivre,  el  d’y  avoir  fait  les  premiers 
pas.  Je  me  bornerai  en  consséquence,  dans  l’impuissance  de 
mieux  faire,  à présenter,  à la  place  de  ce  tableau,  quelques-' 
mies  des  généralités  dont  il  se  compose,  afin  d'offrir  au  moins 
des  exemples  qui  puissent  éclairer  les  idées  qui  précèdent, 

• et  Kiur  servir  d’appui  el  de  complément  nécessaire.  C’est 
par  ces  exemples  que  je  terminerai  cet  écrit,  iloiil  le  but 
spécial  était  l’e-xamen  du  principe  de  continuité  considéré 

• dans  son  origine,  <lans  sa  nature  et  dans  les  conséquences 
'diverses  auxquelles  il  entraîne  par  son  admission  ouverte 

en  Géométrie..  . ' < . • t > 

65.  Considérons,  en  premier  lieu,  le  système  dedeux  lignes 
droites  situées  dans  un  même  plan,  el  admellons  { Al  ) que, 
dans  leur  position  actuelle,  elles  se' rencontrent  en  un  point 
• réel  ; si  l’on  vient  à écarter  Une  de  ces  lignes  droites  dé  sa  po- 
sition primitive,  en  lui  imprimant  un  mouvement  progressif 
. c\  continu,  toujours  dans  le  même  sens  cl  dans  le  plan  primi- 
tif, il  arrivera  bientôt  que  le  point  de  leur  intersection  com- 
mune, après  s’être  écarté  de  son  origine  à une.  distance  plus 
grande  que  toute  distance  donnée,  finira  par  cesser  tout  à fait 
d’être,  circonstance  qui  aura  lieu  quand  ces  deux  droites  se- 
ront devenues  pamllèles;  pour  conserver,  malgré  cela,  à ce 
point  un  signe  dans  le  discours,  qui  caractérise  en  même 
temps  le  mode  de  sa  non-existence  géométrique,  on  dit  qu’il 
‘ est  à Vinjinisur  le  plan  des  deux  droites;  or,  de  là  dérive  aussi 
■ celle  notion  si  généralement  admise  : 

a Le  système  de  deux  droites  parallèles  a son  point  de  con- 
» cours  placé  à l’infini;  elles  convergent  à l’infini.  » 

Cette  notion  s’étend  également  à un  faisceau  quelconque  de 
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droUes'parallèles  situées  ou  non  dans  un  même  plan  ; ainsi, 
a le  faisceau  de  plusieurs  droites  parallèles,  situées  ou  non  _ 

« dans  un  même  plan,  a son  point  dé  concours  placé  à 
' • » l’infini.  » “ 

-,  Par  la  même  raisbn  ûn  dit,  on  conçoit  que  la  distance  du  . 

• ^ point  de  concours  à un  point'qqelconqüe  déns  l’espace 

est  infinie,  et  cette  distance  se  mesure  évidemment  sur  une 
! autre  parallèle.  ' -,  - • ' • ' ' . 

, ■ • Ainsi,  en  vertu  du  principe  de  continuité,  on  applique  ou  • . . 

l’on  étend  aux  systèmes  de  droites  parallèles,  dont  l’intersec-  ' • . 
tion  n’est  qu’idéale,  les  mêmes  notions  que  celles  qu’on  a re- 
connues appartenir  aux  droites  qui  concourent  en  jm  point 
réel.  Mais  ce  n’est  pas  tout  5 puisque,  dans  le  cas  examiné  de 
deuy  droites' situées  dans  un  même  plan,  le  point  de  leur  inter-  '1 
section  réelle  est  toujours  unique,  il  faut  aussi  admettre,  pour  ■ 
la  continuité;  qu’il  est  encore  unique  quand  ces  deux  droites 
' deviennent  parallèles,  et  de  là  dérive  cette  conséquence  parar  ‘ 

, - doxale,  mais  pourtant  nécessaire  : ' ' ’ • ^ 

« Les  deux  extrémités  d’une  droite  indéfinie  se  rejoignent’ 

» et  se  confondent  à l'infini.  » , 

' ' 56.  Substituons  aux  deux  lignes'drottes  précédentes,  le  sys- 

’ tème  de  deux  plans  quelconques  qui  se  pénètrent  d’abord  se-  ’ '• 
Ion  une  droite  récllef  en  imaginant,  de'mème,  que  l’un  de  ces 
plans  se  meuve  suivant  une  loi  quelconque,  ijiais  continue, 
de  façon  qu’iJ  s’écarte  sans  cesse  de  sa  position  primitive,  il 
arrivera  un  instant  où  la  droite  de  son  intersection  avec  le 
plan  lixe/aura  perdu  son  existence'géométrique,  après  s’être 
• • transportée  tout  entière  à une  distance  plus  grande  qùe  toute 
distance  donnée;  les  deux  plans  étant  alors  devenus  paral- 
lèles et  leurs  points  d’intersection  ayant  passé  à l’infini,  il  en 
résulte  que  « le  système  de  deux'plans  parallèles  a tous  ses 
J)  points  de  concours  distribués  sur  une  ligne  droite  à l’in-  • 

» fini.  ji  ' ' • • ' 

.La  même  notion  s’étend  évidemment  au  système  d’un  norn- 
bre  quelconque  de  plans  parallèles.  ■ ' 

Deux  plans  quelconques  ne  pouvant  jamais  se  pénétrer  qu’en 
. ‘une  seule  droite  réelle,  il  faut  bien  aussi  admettre,  pour^  1a  ' . 
continuité,- qu’elle  demeure  encore  unique  quand-lcs  deux 
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plans  deviennent  parallèles;  niais,  comme  chacun  de. ces  plans 
renferme  tous  les  points  qui  sont  à l'inGni  sur  l’autre,  il  en 
faut  nécessairement  conclure  que,  de  même  que  les  extrémités 
d’une  droite  se  rejoignent  et  se  confondent  à l’inllni,  pareille- 
ment aussi  les  extrémités  d'un  plan  indéfini  se  trouvent  dis- 
tribuées sur  une  seule  et  unfque  ligne  droite  à lünfini  ; mais  il 
y a cette  différence  ici  que  cette  droite,  quoique  regardée 
comme  unique,  a une  situation  entièrement  arbitraire  et  indé- 
terminée sur  le  plan  que  l’on  considère  ; car,  quelle  que  soit  la 
direction  d’une  droite  donnée  sur  ce  plan,' on  peut  toujours 
concevoir  qu’elle  se  transporte  d’un  mouvement  continu  el 
parallèlement  à elle-même  jusqu’à  une  distance  inûnie  et  sans 
quitter  le  plan  ; or  il  faudra  bien  admettre  alors  qu’elle  se  con- 
fond avec  la  précédente  ; ainsi  / . ‘ • - 

« Tous  les  points  situés  à l’infini  sur  un  plan  doivent  être 
« considérés,  d’une  manière  idéale,  comme  distribués  Sur 
» une  seule  et  même  ligne  droite,  dont  la  direction  est  d’aii- 
« leurs  entièrement  indéterminée.  » • , . 

57.  Maintenant,  si  l’on  considère  qu’une  surface  plane  a 
pour  principal  caractère  d’être  toujours  coupée  par  un  plan 
arbitraire  suivant  une  seule  et  unique  ligne  droite,  située  à 
une  distance  donnée  ou  infinie,  il  faudra  également  conclure 
des  notions  qui  précèdent,  et  toujours  par  suite  de  l’admission 
du  principe  de  continuité  en  Géométrie,  que  > 

« Tous  les  points  à rinfini  de  l’cspaGc  doivent  être  considé- 
» rés,  d’une  manière  idéale,  comme  distribués  sur  une  seule  et 
» unique  surface  plane  située  à l’infini,  dont  la  direction  est 
n d’ailleurs  entièrement  indéterminée.  » 

Quelque  étranges  et  paradoxales  que  paraissent,  cos  der- 
nières notions,  comme  elles  découlent,  d’une  manière  néces- 
saire, de  l’admission  du  principe  de  continuité  en  Géométrie, 
elles  doivent  inévitablement  se  reproduire  dans  toutes  les  re- 
cherches particulières  où  l’on  invoque  ce  principe,  et  influen- 
cer par  conséquent  les  résultats  et  les  conséquences  qu’on  en 
peut  déduire.  Nous  aurons,  par  la  suite,  occa.sion  de  justifier 
ces  notions  au  moyen  de  considérations  tirées  de  la  perspec- 
tive et  par  des  exemples  nombreux  déduits  d’une  manière  di- 
recte de  la  simple  Géométrie.  . ■ . ‘ • 
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58.  Pour  passer  à des  considérations  et  à des  notions  non-  ^ 
velles,  examinons,  toujours  sous  le  point  de  vue  qui  précède, 

le  système  d’une  ligne  droite  et  d’une  courbe  (juelconque  con- 
tinue (*),  situées  l’une  et  l’autre  sur  un  même  plan;  suppo-  • ■ 

sons  encore  (41)  que,,  dans  leur  position  actuelle,  elles  se 
coupent  suivant  le  plus  grand  nombre  possible  de  points  tous  •.  ■. 

réels  et  distincts  : si  l’on  vient  à écarter  la  ligne  droite  de  sa 
position  primitive  par  un  mouvement  progressif  et  continu. 
mais  d’ailleurs  quelconque,  il  pourra  arriver  que,  si  la  courbe  ' * 

a des  branches  illimitées,  un  certain  point  d’intersection,  • 
après  s’élre  écarté  sans  cesse  des  autres,  finisse  par  s’en  trou-  • ■ 

ver  à une  distance  plus  grande  que  toute  distance  donnée; 
alors  ce  point  aura  passé  à l’infini  et  la  droite  sera  devenue  pa-  . ' ’ . 
rnilèle  à la  branche  correspondante  de  la  courbe.  Cette  cir- 
constance rentrant,  pour  le  fond,  dans  celle  déjà  examinée  ' 
pour  le  cas  de  deux  lignes  droites,  il  devient  inutile  de  s’en  ’ • ’ ■ 

occuper  de  nouveau  ; faisons-en  donc,  pour  un  instant,  abs- 
traction, et  reprenons  l’examen  qui  nous  occupe.  • . 

. ^ f 

59.  Par  suite  du  mouvement  imprimé  à la  ligne  droite, ‘il  • 
pourra  arriver  aussi  que  deux  quelconques  d’entre  les  points 
d'intersection  réels  se  rapprochent  continuellement  et  finis-' 
sent  par  se  confondre,  en  cessant  par  conséquent  d’ètre  dis- 
tincts; leur  distance  mutuelle  se  sera  alors  évanouie  et  aura 
perdu  toute  existence  géométrique.  Pour  lui  conserver,  malgré 
cela,  une  existence  au  moins  idéale,  et,  par  suite,  pour  rendre 
les  deux  points  d’intersection  correspondants  distincts  dans 
la  conception,  comme  ils  l’étaient  auparavant,  on  dit  et  l’on 
conçoit  qu’ils  sont  à une  distance  plus  petite  que  toute  dis- 
tance donnée,  à \sw  distance  infiniment  petite;  la  droite  qui 
les  renferme  a alors  un  élément  infiniment  petit  en  commun 
avec  la  courbe  proposée,  elle  lui  est  tangente,  ou,  ce  qui  re- 

• ■ ■■■  >.■*■  .1  ^ - e 

(*)  Par  ligne  continue  on  entend,  en  général,  une  courbe  dont  toua  .' 
les  points  sont  soumis  à un  même  mode  de  génération,  c’est-à-dire  à une  - 
même  loi,  et  dont  tous  les  éléments  se  succèdent  sans  intervalle  fini  et 
sont  par  conséquent  contigus.  Du  reste,  cette  courbe  peut  se  composer  - 

de  la  réunion  do  deux  ou  dq  plusieurs  branches  distinctes,  également  , 
continues.  La  intHne  définition  s’étend  aux  surfaces  courbes.  ‘ ' . . 

, . • '[Nntede  i8i8.) 
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vient  au  même,  elle  la  louche,  foscule,  ou  a un  contact  dU 
premier  ordre  au  point  considéré. 

Pour  chaque  point  individuel  et 'chaque  branche  distincte 
de  la  courbe  proposée,  il  existe  évidemment,  en  général,  une 
tangente  unique,  dont  la  position  est  assignée  encore  jtar  la 
loi  de  continuité. 

> 

60.  Notre  ligne  droite  étant  devenue,  dans  sa  position  ac-  • 
tuelle,  tangente  à la  ligne  courbe  correspondante,  si  l’on-' 
vient  à supposer  qu’elle  continue  à se  mouvoir  en  s’écartant 
toujours  de  sa  position  primitive,  il  pourra  arriver  que  les 
deux  points  d’intersection  que  l’on  considère  en  particulier^  , 
après  s’être  rapprochés  à une  distance  infiniment  petite,  per- 
dent tout  à coup  et  simultanément  leur  existence  géométri- 
que, parce  que  la  droite  se  sera  détachée  de  la  portion  de 
courbe  correspondante;  alors,  pour  leur  conserver  une. exis- 
tence de  signe,  au  moins  idéale,  dans  le  discours  et  dans  la 
conception,  on  dit  que  « ces  deux  points  sont  devenus  à .là 
» fois  imaginaires,  aussi  bien  que  les  distances  qui  lés  sépa- 
* rent  de  tout  point  réel  donné;  » et  ainsi  s’établit  l’idée 
d’une  continuité  indéfinie  dans  la  commune  intereection  des 
deux  lignes.  ,,  ^ . f . ' 

.Le  système  des  deux  points  examinés  pourra  rester  dans 
cet  état  imaginaire  pendant  un  intervalle  plus  ou  moins  consi- 
dérable, et  par  conséquent  pour  une  série  de  positions  suc- 
cessives de  la  droite  mobile  qui  les  porte,  jusqu’à  ce  qu’enlin 
elle  redevienne  tangente  à la  courbe,  puis  de  nouveau  sé-  • 
cante,  et  ainsi  de  suite  d’une  manière  périodique.  Cependant, 
il  peut  arriver  que  cette  droite  passe  tout  entière  à l’infini  t 
dans  ce  cas  tous  les  points  de  son  intersection  avec  la  courbe 
sont  évidemment  eux-mêmes  5 l’infini;  du  reste,  elle  pourra, 
alors  être  tangente  à la  .courbe,  avoir  des  points  imaginaires 
en  commun  avec  elle,,  tout  comme  les  sécantes  qui  sont  à 
des  distances  données,  et  cela  résulte  immédiatement  encore 
de  l’admission  de  la  continuité  (*  ).  - . • . ■ 

(*)  Quoique  les  points  à l’infini  cessent  véritablement  d’exister  d’une 
manière  géométrique,  il  est  pourtant  essentiel  de  ne  pas  ronfonrfre  cenx 
'qui  d'abord  étaient  réels  avec  ceux  qui,  au  contraire,  élâient  imaginaires. 

I.es -premiers  SC  . distinguent- des  autres  en  ce -qu’ils  retiennent  encore 
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Si  la  sécante,  au  lieu  de  passer  tout  entière  à rinfini,  prend 
une  situation  telle,  que  denx  des  points  réels  de  son  intersec- 
tion avec  la  courbe,  après  s’ètre  rapprochés  sans  cesse,  finis- 
sent par  se  confondre  en  passant  à la  fois  à l'inrini,  elle  sera 
devenue  tangente  à cette  courbe  à l’infini,  elle  sera  ce  qu’on 
appelle  une  asymptote  à cette  courbe. 

61.  Il  ne  peut  arriver  évidemment  d’autres  accidents  que 
ceux  reconnus  dans  ce  qui  précède,  en  raison  de  ce  que,  par 
l’hypothèse  de  la  continuité,  les  points  d’une  même  branche 
de  courbe  sont  nécessairement  contigus;  on  peut  donc  con- 
clure, qu’un  point  d’intersection  d’une  ligne  courbe  et  d’une 
droite  ne  peut  perdre  son  existence  individuelle  et  géomé- 
trique que  par  trois  modes  entièrement  séparés  et  distincts, 
mais  d’ailleurs  susceptibles  de  se  combiner  entre  eux  : ou 
parce  qu’il  se  rapproche  d’un  autre  point  d’intersection  d’un 
mouvement  continu,  en  finissant  par  se  confondre  avec,  lui, 
ou  parce  qu’il  s’en  écarte,  au  contraire,  en  demeurant  réel  à 
ufte  distance  infinie,  ou  enfin  parce  que,  après  s’ètre  confondu' 
avec  le  précédent  en  un  seul,  il  perd,  ainsi  que  lui  et  pen- 
dant Un  certain  intervalle,  toute  existence  géométrique  ab- 
solue, c’est-à-dire  physique  et  mathématique. 

On  volt  par  cette  discussion,  que,  pour  établir  l’idée  de  la 
continuité  dans  la'  conjonction  de  la  droite  et  de  la  courbe 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement  de  cette  droite,  on, 
est  obligé  de  conserver  aux -points  de  leur  intersection  com- 
mune une  existence  individuelle  et  purement  hypothétique., 
toutes  les  fois  qu’ils  viennent  à cesser  d’être  d’une  manière 
absolue.  . . 

11  suit  de  là  que  le  nombre  de  ces  points  d’intersection  réels 
ou  fictifs  est  toujours  regardé  comme  le  même  dans  quelque 
position  qu’occupe  la  droite  qui  les  porte,  ce  qui  s’étend, 
comme  npus  Taxons  vu,  au  cas  même  où  la  droite  passe  tout 
entière 'à  l’infini.  Ce  nombre  Invariable,  qui  marque  aussi  le 


quelque  chose  des  propriélés  qai  appartiennent  aux  points  géomèlriipies 
et  absolus.  Pour  ne  pas  créer  un  nouveau  terme,  nous  disons  que  ce  sont 
des  /Mtints  réels  à l’infii/i  et  qu<“  les  autres,  au  contraire,  sont  des  points 
iniaginairrs  à Vittfini,  • " . '■  [Mnte-de^  i8i8.)- 
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plus  grand  nombre  possible  de  points  d’intersection  réels,  est 
ce  qu’on  nomme  le  degré  de  la  courbe  (*]. 

62.  Nous  pouvons,  dès  à présent,  faire  sentir  l’utilité  et  la 
justesse  des  notions  qui  précèdent,  en  présentant  quelques- 
unes  des  conséquences  générales  qui  en  découlent,  et  en  fai- 
sant voir  leur  liaison  avec  des  vérités  déjà  connues  et  reçues 
des  géomètres  algébristes;  par  là  nous  jetterons  quelque  jour 
sur  ces  notions  abstraites,  et  nous  ferons  voir  comment,  con- 
. sidérées  même  dans  l’Analyse,  elles  doivent  leur  origine  à l’ad- 
mission du  principe  de  continuité. 

Soit  une  ligne  courbe  continue  quelconque  tracée  sur  une 
surface  plane,  d’après  l’art.  57,  tous  les  points  à l’infini  sur 
cette  courbe  doivent  être  regardés  idéalement  comme  distri- 
bués sur  une  ligne  droite  unique,  et,  d’après  l’article  qui  pré-, 
cède,  le  nombre  de  ees  points  est  égal  à.celui  qui  marque  le 
degré  de  la  courbe,  pourvu  que  l’on  conserve  une  exisience 
distincte,  au  moins  hypothétique,  à ceux  de  ces  points  qui 
sont  confondus  ou  imaginaires., Or,  il  résulte  immédiatement 
de  là  que  si,  d’un  point  donné  sur  le  plan  de  la  courbe,  on 
conçoit  des  droites  qui  passent  respectivement  par  ceux  de  ces 
points  qui  sont  à l’infini^  ces  droites,  qui.  seront  parallèles  à. 
ses  diverses  branches  et  dont  la  position  est  assignée  par  la 
loi  de  continuité,  se  trouveront  être  en  nombre  égal  à celui 
qui  marque  Je  degré  de  cette  courbe,  proposition  qui  dérive 
immédiatement  auàsi  des  principes  reçus  dans  l’Analyse  des 
coordonnées. 

Pareillement,  si  l’on  conçoit  une  tangente  ou  asymptote  en 
chacun  de  ces  points  à l'infini,  le  nombre  de  ces  asymptotes 
sera  encore  égal  à celui  qui  marque  le  degré  de  la  courbe; 
mais,  de  ces  asymptotes,  les  unes  seront  imaginaires,  les  autres 
réelles  et  géométriques,  d’autres  enûn  placées  entièrement  à 
l’infini;  les  premières  correspondront  à des  branches  entière- 
ment fermées  ou  tout  à fait  imaginaires,  les  secondes  à des 
branches  hyperboliques,  et  les  troisièmes  à des  branches  para- 
boliques. '■  • 


(*)  Quand  ee  nombre  infini,  la  courbe  est  dite  transcemlunte ; elle 
est  simplement  f’cimièlrifpir  dans  le  cas  contraire.-  (Note  dè  i8i8;j 
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Le  nombre  de  ces  dernières  sera  cvidemmcni  égal  h celui 
des  asjmploles  (|ui  sont  loul  enlières  à Uinlini;  or,  <tn  doit 
alors  considérer  idéaleinenl  ces  asym|iloies  comme  réunies  en 
une  seule  (57),  avec  la  droite  <jui  renferme  tous  les  points  à 
rinlini  du  plan;  donc  le  nombre  des  branches  paraboliques 
sera  précisément  égal  à celui  des  points  de  contact  distincts 
de  la  courbe  avec  cette  droite;  chacun  de  ces  points  devant 
compter  pour  deux,  leur  nombre  total  sera,  au  plus,  moitié  de 
celui  (pii  manpiele  degré  de  la  courbe. 

D’après  ces  notions,  les  courbes  du  second  degré  ne  peu- 
vent avoir,  au  plus,  que  deux  asymptotes;  ainsi  elles  ne  sau- 
raient offrir  que  ces  trois- caractères  distincts;  deux  asymp- 
totes réelbîs  ou  deux  points  distincts  et  réels  à rinlini,  deux 
asymptotes  imaginaiix-s  ou  deux  jioints  imaginaires  à rinlini, 
eulin  deux  asymptotes  réunies  en  une.  seule  à l’inlini  ou  deux 
points  consécutifs  à l’inlini. 

Ce  (jue  nous  disons  ici  d’unC  courbe  unique  peut  s'appli- 
()uer  aussi  au  système'dc  plusieurs  courbes  situées  sur  un 
plan  ; ainsi,  par  exemple,  deux  paraboles  ordinaires,  situées 
sur  un  même  plan,  peuvent  être  regardées  idéalement  comme 
ayant  une  tangente  commune  à l’inlini. 

(ies  notions  cadrent  parfaitement  avec  celles  que  l'on  peut 
déduire  de  l'-Viialyse  dc;s  coordonnées;  leur  avantage  est  de 
rapprocher  entre  elles  les  divéïstes  affections  ipii  appartien- 
nent aux  courbes  d'une  même  famille,  et  de  déterminer,  à 
l'avance,  les  caractères  spéciliiiues  qui  les  distinguent  eiitre 
elles. 

• En  terminant,  nous  ferons  remarquer  que  nous  avons  fait 
abstraction,  dans  l'examen  qui  précède,  de  tousjes  accidents 
particuliers  qui  peuvent  avoir  lieu  dans  le  cours  de  la  courbe^ 
comme  il  arrive  aux  points  A’ injlexion  et  de  rebroussement , 
aux  points  mulliples  et  conjugués ces  points  ayant  des 
positions  singulières  et  di.slinctes,  rien  n'est  changé  aux  con- 
séquences générales  qui  préi^èdcnt,  et  une  nouvelle  discussion 
serait,  sinon  inutile,  au  moins  peu  nécessaire  {*).  . . 


(*)■  Celle  discussion  serait  d’ailleurs  facile, .car  le  caractère  (ic.cliacun 
des  points  singuliers  poul'so  délerrainc.r  d'iine  manière  tout  à fait  directe 
à l'aide  dû  principe  de  conliniiit(.\  Ainsi,'  un  pOinI  conjugué  n'csl  autre 

II.'  • : 
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G:$.  Si  iiii  lie  considérer,  comme  dans  rexamen  (|ui  pré-- 
cède,  le  sjsiéme  d’une  droilo  et  iriine  ligne  coiirlie,  on  consi- 
dérail  le  svslème  de  deux  lignes  courbes  quelconques  conli- 
nucs,  siluécs  ù la  fois  sur  une  même  surface  plane  ou  çourbe 
cl  se  pénélranl  d'abord  dans  le  plus  grand  nombre  de  points 
possibles,  les  circonstances  déjà  examinées  se  reproduiraient 
évidemment  de  la  même  manière  et  dans  le  même  ordre, 
lorsque  l'on  viendrait  à faire  varier  l’une  des  deux  courbes  de 
position  ou  de  forme  à l'égard  de  l’autre,  |)or  un  mouvement 
jirogressif  et  contitiu,  et  sans  en  changer  la  nature,  ni  |mr 
conséquent  le  degré  et  les  propriétés.  Ainsi,  certains  points 
d’intersection,  d’abord  réels,  pounaient  passera  l’inlini,  sq 
confondre  en  un  scub  ou  devenir  simultanément  et  deux  a 
deux  imaginaires.  Mais  il  peut  arriver,  en  outre,  dans  le  cas 
actuel,  que  la  courbe  variable^  après  être  devenue  tangente  à 
la  courbe  fixe,  lui  demmire  encore  tangente  pendant  un  cer- 
tain intervalle,  au  lieu  de  s’en  détacher  brusquement,  comme 
dans  le  cas  qui  précède,  et  qu’alors  unHroisiènie,  un  quatriêiuc 
point...  d'intei-scction  vienne,  pur  un  mouvemeilt  progressif  et 
continu,  à se  rapprocher  de  ceux  confondus  au  point  de  con- 
tact jus(|u’à  une  distance  infiniment  petite  ; les  deux  courbes 
acquièrent  alors,  en  ce  dernier  point,  deux,  trois,...  éléimuits 
consécutifs  en  commun,  elles  ont  un  contact  ou  une  oscula- 
Iton  du  second,  du  troisii^nie  oidre,  et  ainsi  de  suite,  pour  un 
nombre  quelconque  de  points 'réunis  en  un  seul. 


chose  (|u’une  brandie  de-  courbe  fermée,  ipii  a acquis  des  dimensions 
infiniment  petites;  un  point. de  rebrous.sement , une  ^lortion  de  Iwancbe 
de  courbe  terminée  d'abord  par  un  point  mnitiplé  ou  par  la  rencontre, 
des  deux  côtés  de  la  branche,  en  forme  de  iiariid  ou  de  f/oiidr,  et  qui  a 
acquis  ensuite  des  dimensions  infiniment  petites,  etc.  {n\,  ' ' 

{ Xii{e  <lr  iSi8.\ 

^/i)  Plus  tard»  lorsque  je  me  proposai  ü 'approfondir  davantage  l’i^ludo  des 
propriétés  projectives  des  courbes  et  surfaces  geométriquefi,  je  rédigeai  un  osscr. 
long  article  sur  ce  sujet,  qui  devait  faire  partie  de  rintroduclion  à’  un  Traite 
d'oiiscmbte»  |uiur  ainsi  dire  e&ctusivomcnl  fondé  sur  rintnilion  géométrique  et 
le  principe  de  continuité  ; niais  fantc  de  loisirs  indispensables  à Vaceoroplissc** 
mont  d'une  pareille  œuvre,  je  fus  contraint  d y renoncer,  et  me  bornai  à l'oc*- 
rasion,  comme  on  pont  le  voirduus  mon  Momoiro  souvent  cité  do  iH3o,  à offrir 
quoique^  aperçus  ou  tcninlivés  épar«cs  de  celle  espèce.  J«*  iSCi3, } 
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(H.  Deux  courbes  qui  onl  en  commun  un  nombre  pair  d’clé- 
nienls  ronséculifs  se  croisent  évidemment  en  même  temps 
(ju’elles  s'qsculent,  et  elles  s’enveloppent,  au  contraire,  aux 
environs  du  contact,  quand  le  nombre  de  ces  éléments  est  im- 
pair ; -.cela  résulte  immédiatement  de  la  continuité;  or,  il  est 
visible  que,  dans  celte  dernière  circonsVance,  les  deux  courbes 
pourront  se  détacher  enlièrement  rime  de  l’autre  aux  envi- 
rons du  contact,  en  sorte  qu’il  ÿ aura  un  nombre  -pair  de 
points  qui  deviendront  ima}?inaires,  tandis  (|ue,  au  contraire, 
dans  l’autre  circonstance,  elles  ne  pourrout  se  détacher  d’une 
manière  absolue;  l’un  des  pôints  confondus  au  point  de  con- 
tact devra  évidemment  demeurer  réel.  Il  j a donc  toujours  un 
nombre  pair  de  fioints  ([ui  deviennent  imaginaires,  soit  que 
ce.s  points  perdent  leur  existence  par  groupes  de  deux,  qua- 
tre, etc.,  points,  soit  que  ces  groupes  deviennent  imaginaires 
à la  fois  ou  isolément,  dans  les  diverses  régions  des  deux 
courbes. 

Il  n’en  est  pas  ainsi -des  points  réels  qui  perdent  leur  exis- 
tence géométrique  en  passant  .à  l’inlini  ; ces  points  peuvent 
indifféreininenl  être  en  nombre  pair  ou  impair.  Si  l’on  sup- 
pose, par  exemple,  que  le  point  d’osculation  qui  précède 
vienne  à s'écarter  sans  cesse  de  sa'  position  primitive  sur  la 
courbe  (ixe,  par  un  mouvement  jirogressif  et  continu,  jusqu’à 
s’en  éloigner  à une  distance  inlinie,  il  n’j  aura  évidemnient 
anctine  distinction  à faire  entre  le  cas  où  le  nombre  des  points 
qu’il  représente  est  pair  ou  impair.  ' 

(Juand  deux  courbes  ont  ainsi  plusieurs  points  communs  à 
i’iniini,  réunis  en  un  seul,  elles  sont  ce  qu’on  nomme  asynip- 
toliquei  du  premier,  du  second-.,  ordre,  selon  que  ces  points 
sont  au  nombre  de  deux,  de  trois,  etc.,  etc. 

Du  reste,  il  est  visible  (|ue,  |iuisque  tous  les  points  à l’in- 
lini  de  l’espace  doivent  être  r<*gardés  idéalement  comme  sur 
un  plan  (.ï8),  il  est  impossible  que  le  iiombre  de.  ceux  de  êês 
points  qui  appartiennent  en  commun  aux  deux  courbes,  soit 
plus  grand  que  celui  qui  marque  le  degré  même- de  ces 
lignes  courbes. 

' t)5.  La  posilioh  d’une  courbe  qui  devient  osculalrice  oji 
psvmptoliqife  d’une  autre  n’est  pas  entièremenVarbitraire-et 

• V-  . •'  ■ -aî. 
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iiKlt'tenniiKïo;  car  il  fuul  (jii'ellc  remplissi-  autanl  coiidi- 
lioiis  dislincles  qu’il  y a de  points  qui  se  .sont  réunis  en  un 
seul,  et  res  conditions  sont  assif^nées  à l’avance^  [lar  la  loi  de 
continuité;  les  points  d’osculation  étant  donnés,  ces  conditions 
sont,  en  effet,  <iue  lu  couihe  \arlnlde  passe  par  un  certaiq  nom- 
lire  de  points  iniinimeut  près  du  premier,  tous  placés  sur  la 
courbe,  et  dont  la  position  est  par  cons4‘quenl  déterminée  : 
c’est  ainsi  que  par  trois  points  consécutifs  d'une  courbe  on 
ne  peut  faire  jiasscr  qu’une  seule  circonférence  de  cercle,  qui 
par  conséquent  est  osculatrice  du  second  ordre  à la  courbe 
proposée,  de  même  que  par  deux  points  çonsecuiifs  de  cette 
courbe  on  ne  peut  ésaloinent  mener  qu’une  sfHile  ligne  droite 
(|ui  lui  soit  tangente  ou  osculatrice  du  premier  ordre.  Quant 
à la  détermination  effective,  à la  construction  dp  la  courbe  os- 
culairice,  elle  ne  jieut  s’obtenir  (]u’au  moyen  d’une  propriété 
appartenant  simultanément  au  système  général  des  points  d’in- 
tersection des  deux  courbes,  lorsque  ces  points  sont  séparés 
et  distincts,  puis  étendant  ces  propriétés  à l’étal  particulier 
(|ue  l’on  considère  au  moyen  du  principe  de  continuité. 

6ü.  En  général,  si  trois  ou  un  plus  grand  nombre  de  cour- 
bes se  coupent  en  plusieurs  points  communs,  tous  aciucdle- 
luenl  réels,  leur  .système  jouira  dans  cet  état  de  certaines  pro- 
priétés mélrit|ues  ou  descriptives,  et  ces  propriétés  seront 
propres,  à leur  tour,  à exprimer  l’état  particulier  du  système, 
elles  seront  la  définition  de  ce  système;  or,  il  résulte  du  prin- 
cipe de  continuité  que  ces  |>roprLélés  demeureront  applicar 
blés  à toutes  les  figures  corrélatives  de  la  première  (G),  que 
cette  corrélation  demeure  d’ailleurs  réelle  ou  Idéale;  il  n’y  a 
donc  pas  de  distinction  à faire  entre  le  cas  oii  les  points  d’in- 
icrscclion  commune  sont  réels  cl  ceux  où  ils  sont  confondus 
en  un  seul,  imaginaires  ou  placés  à l’infini,  soit  en  tout,  soit 
seulement  en  partie;  la  conception  de  l’un  et  de  l’autre  dé 
ces  systèmes  demeure  la  mèmè,  sons  le  point  de  vue  idéal,  cl 
pareille  chose  a lieu  évidemment  pour  les  surfaces  courbes. 
Ainsi,  par  la  raison  que  trois  courbes,  osculatrices  d’un  certain 
ordre,  peuvent  être  regardées  comme  ayant  un  certain  iiombi  e 
de  points  communs  réunis  en  seul,  ou  séparés  les  uns  dos 
autres  par  des  distances  inliniment  petites,  un  est  en  droit 
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d’affirnier  <fiic,  dès  rinsiani  oît  deux  quelconques  tlo  ces 
courbes  sont  osculatriees  d’un  ordre  quelconque  à la  iroisième, 
elles  sont  nécessaireftienl  osculatriees  du  même  ordre  entre 
elles,  et  joiiissertt  par  conséquent,  deux  à deux,  sous  ce  rap- 
port, des  mêmes  propriétés.  ' • 

I Pareillement,  de  ce  que  trois  surfaces  spliériqucs,  qui  s’en- 
trecotipent  d’une  manière  réelle,  sont  telles,  que  les  trois  plans 
de  leur  section  mutuelle  concourent  en  une  même  droite,  on 
est  en  droit  d’affirmer  la  même  chose  de  trois  sphères  qui  ces- 
seraient de  s’entrecouper, en  tout  ou  en  partie,  ét  cette  con- 
séquence du  principe  de  continuité,  quoi(jue  au  premier  aspect 
étraiiRC  et  paradoxale,  suffit  pour  prouver  que  les  plans  de 
section  idéitle  n’ont  pas  cessé  de  subsislèr  et  d’être  construc- 
tibles; car,  si  l’on  considère  deux  sphères  entièrement  iso- 
lées, et  (ju’on  les  coupe  à la  fois  par  une  même  Iroisième,  les 
deux  plans  de  section  réello'donneront,  par  leur  pénétration-, 
une  ligne^droitc  qui,  d’après  ee  qui  précède,  devra  appartenir 
au  plan  de  la  section  .idéale  des  deux  sphères  donnée?;  et, 
comme  il  en  serait  de  même  à l’égaixl  d'une  nouvelle  sphè'rè 
prise  à volonté,  le  plan  de  cette  section  idéale  se  trouvera  en^ 
lièrement  déterminé.  é ’ 

» _ '■  i 

07.  Quand  une  fois  on  a reconnu  et  déterminé  les  divers 
caractères  et  les  notions  abstraites  ou  figurées  que  peut  pré- 
senter la  conjonction  des  lignes,  on  s’élève,' sans  beaucoup  de 
peine,  à ce  qui  peut  concerner  celle  des  surfaces  courbes  si- 
tuées à volonté  dans  l’espace. 

(Considérons,  en  effet,  deux  surfaces  quelconques,  mais  as^ 
sujetties  dans  letir  cours  à la  loi  de  continuité  : 'elles  se  péné- 
treront, en  général,  en  plusieurs  branches  de  lignes  courbes, 
appartenant  à leurs,  diverses  nappes,  et  qUe  je  supposerai  ac-^ 
tuellement  être  réelles  et  distinctes;  or,  si  l’une  des  deux  sur- 
faces Vient  à varier  de  forme  et  de  situation  dans  l’espace  à 
l’Ùgard  de  l’autre,  par  un  mouvement  contipu  qui  n’en  change 
ni  la  nature,  ni  les  propriétés  primitives,  il  pourra  se  faire, 
•jue  l’une  des  branches  d’intdrseciîon  s’étentlunl  sans  cesse  ,- 
finisse  bientôt  |)aS  passer  tout  entière  à l’infini  ; alors  les  nappes 
correspoiidaiiles  seront  devenues  parallèles  dans  leur  cours 
illintité,  elles  pourront  être  regardées  idéalement  comme 
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a^aiil  en  commun  une  secUoa  plane  à rinlini  (58),  mais  dont 

la  situation,  bien  qu’unique,  est  arbitraire  et  indéterminée,  .s 

Si  l’on  suppose,  an  contraire,  que  la  branche  examinée  se  ■ . 
rétrécisse  sans  cesse  et  finisse  par  se  réduire  à des  dimensions  . 
infiniment  petites,  les  deux’  surfaces  auront  au  point  corres- 
pondant un  clément  plan  tout  entier  en  commun,  et  seront 
tangentes  ou  osculatrices  dit  premier  ordre  en  ce  point. 

I.a  surface  variable,  continuant  à so  mouvoir  dans  le  même 
sens,  finira  bientôt  par  s'isoler,  aux  environs  du  contact,  de  la 
surface  restée  lixfe,  et  alors  lâ  branche  devenue  d’almcd  infini- 
ment petite  cessera  tout  à Cou|)  de  subsister  d’une  manière 
géométrique  ; elle  deviendra  entièrement  imagiamK,  et  con- 
tinuera de  rester  telle  pendant  un  certain  intervalle  et  pour  . 
• une  série  de  positions  successives  de  la  surface  variable. 

08.  On  retombe  ainsi  sur  les  divers  caractères  de  non-exis- 
tence que  nous  avons  déjà  reconnus  appartenir  à la  mutuelle, 
intersection  des  lignes,  et  l’on  ne  peut  évidemment  en  obtenir  ' 
d’autres  en  poursuivant  l'.examen  qui  nous  occupe;  la  raison’ 
en  paraîtra  toute  simple,  .si  l’on  considère  que  l’une  et  l’autre 
des  deux  surfaces  données  peuvent,  à chaque  instant,  être  re-  • 
gardées  comme  engendrées  séparément  par  les  lrac(.*s  de  deux 
lignes  courbes  variables  .situées  dans  un  même  plan,  mobile 
de  situation  dans  l’espace.  C’est  d’après  de  semblables  consi- 
dérations que  Ton  dit  que  (/etta;  surfaces  quelconques  sont  os~ 
culatrices  d'un  certain  ordre  en  un  point  donné,  lorsque  les 
sections  planes,  faites  par  ce  point  dans  ces  surfaces,  sont 
elles-mêmes  respectivement  osculatrices  de  cet  ordre.  Pour  le 
cas  du  contact  dli  premier  ordre,  cette  notion  coïncide  évi- 
demment avec  celle  qui  résulte  de  l’examen  qui  précède;  on 
peut  faire  voir  la  même  chose  pour  les  contacts  des  ordres 
supérieurs  au  premier.  - . . ■ _ 

Supposons,  en  effet,  que  l’une  des  branches  d’intersection 
communes  aux  deux  surfaces  étant  devenue  infiniment  petite 
, et  s’étant  évanouie  au  point  de  leur  contact  mutuel,  une  autre  . 

branche  d'intersection  se  rapproche  de  ce  point.cn  restant 
.'  d’une  grandeur  finie,  jusqu’à  n’en  être  éloignée,  vers  une  cer- 
taine portion  de  son  cours,  qu’à  une  distance  infiniment  pe- 
tite : il  est  visible  que  les  deux  surfaces  seront  devenues  mu- 
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luellcmpiil  osciilatrioos  dii  ordre  dans' le  sens  même  de  la. 
délinilion  qui  pi-éeède;  car,  toute  Section  p^lane  faite  dans  les* 
deux  surfaces  j>ar  le-poinl  dê  contact  commun  donnera  néces-  - 
sairement  deux  lignes  co.urbcs,  ayant  d’abord  deux  points 
Communs  réunis  en  un  seul  au  contact,  puis  un  trorsièmo 
pointu  une  distance  inilniinentpetite  tIcS  <leux  autres,  résul- 
tant de  la  j)éi»étration  du  plan' qui  renferme  les  deux  courbes 
,et  de  la,  seconde  branche  dont,  par  hypothèse,  h;  cours  passe 
à_  une  distance  infiniment  petite  du  point  de  contact  que  l’on 
considère.  ' > • 

Si- la  seconde  branche,  au  lieu  dépasser  simplement  par  le 
point  de  contact  ou  à une  distance  infiniment  petite  de  ce 
point,  se  rétrécissait  sans  cesge  et  finissait  par  avoir  des  dimen- 
sions infiniment  petites  et 'par  se  confondre  tout  a fait  avec  la 
-première  au  point  de  contact,  les  sections  planes  fiiles  par  ce 
point  devien<lraient  èvklemmenl  osculalrices  du  3"  ordre,  et 
il  en  serait  de  mémo  des  deux  surfaces  qui  Jes  rciifennent.  En 
fajsant  intervenir  successivement  d’aiitres  branches  de  l’inter- 
section  commune  îles  deux  surfaces,  on  s’élèverait  sans  peine 
aux  contacts  des  ordres  supérieurs.  ' ' 

' 61).  Nous  pourrions  ici  reproduire,  poim  les  surfaces,  les 
- diverses  notions  que  nous  avons  vues  se  rapporter  aux  simples 
-lignes  continues,  mais  cette  discussion  deviendrait  fastidieuse 
par  sa  longueur,  et  il  sera  .très-facile  d’y  suppléer;  nous- ter- 
minerons en  conséquence  par  faire  observer  (|ue,  si  deux 
branches,  au  lieu  de  s’è.yanouir,  demeuraieni  finies  en  se  rap- 
prochant dans  toute  l'étendue  de  leur  cours  jusqu’à  se  con- 
fondre, ou,  si  l’on  veut,  jusqu’à  se'iriiuver  à une  distance* 
iiiliniment  petite,  les  deux  surfaces  acquerraient  par  là  un 
conulct  du  1“^  ordre  snivant  toute  une  ligrte  courbe;  elles 
deviendraient  osculalrices  du  2",  du  3*. . ordre,  suivant  la 
piême  ligne,  si  une,  deux, branches  venaient,  par  un  mou- 
vement continu,  se  réunir  aux  deux  premières.  Si,  dans  ces 
■(livei’ses  circonstances,  les  lignes  de  contact  passaient  tout 
entières  à l’infini,’ les  surfaces  corrcspoiidaiiles  deviendraient 
asyniplolifftics  du  du  i^,  du  3'  ordre . . . , elles  s’osculeraieni 
suivant  toute  une  section  plane  qui  leur  serait  commune  à 
l’infini  (58).  - - ’ ' 


Digiltzed  by  Google 


3Go  IV^'CAHIKR.  - œNSIDÉRATlONS  l’IlILOSOPHlQUES  ' 

70.  Dans  l’examen  rapide  que  nous  venons  de  faire  dés  ob- 
jets de  non-cxislenee, nous  n’avons  point  rencontré  les  quan- 
tités inverses  ou  négatives  ;ta  raison  en  est  toute  simple,  c’est 
que  ces  êtres,  qui  appartiennent  proprement  au  calcul  ulgé,- 
brique,  n^’expriinent  que  des  modifications  réelles  arrivées 
dans  l’état  du  système,  tenant» à un  simple  cbangcmenl 
d’ordPe  des  grandeurs  absolues,  ou  de  disposition  des  objets 
qui  composent  ce  système,  et  non  pas  à rimpossibilité  de. 
construire  et  de  représenter  gcomélriquemenr  ces  objets. 
<;ar,  de  ce  que,  en  vertu  des  eliangements  arrivés  dans  nne  fi- 
gure,  un  point  aura  passe  de  la  droite  à la  gauche  d’une  ligne' 
ou  d’un  autre  point  du  système,  il  n’y  a j)as  la  de  modification  . 
assez  essentielle  pour  qu’on  ne  puisse  étendre  la  conception 
des  relations  purement  métriques  do  premier  système  à celui 
qui  lui  est  corrélatif,  et  les  regarder  l’un  et  l’autre  éomme  un 
seul  et  niêiiié  système  réel,  considéré  dans  des  positions 
différentes.  ....  . . ■ • • . 

Toutefois,  si  ces  modilications  n’inlKiènt  que  très-légère- 
ment sur  la  conception  géométrique  du  système,  et  qu’il  soit 
mutile  d'y  avoir  égard  quant  aux  relations  descriptives,  elleç 
n’en  sont  pas  moins  très-importantes  quant  aux  relations  pu^ 
rement  métriques,  puisqu'en  vertu  de  ces  modifications  de 
telles  relations  peuvent  cesser  d’être  immi'diatement  appli- 
cables au  nouvel  état  de  la  figure;,  certaines  grandeurs  qui  y 
entrent  devant  elles-mêmes  changer  de  signe,  et  passer  d’un 
état  positif  à un  état  négatif*  , . . . 

« - * • ' ' f * • * 

'71,  Les  notions  dont  l’examen  vient  de  nous  occuper,  coni- 
' binées  entre  elles,  conduisent  à un  grand  nombre  de  consé- 
. quences  également  abstraites  qu’il  serait  peut-être  intéressant 
de  parcourir  et  d’énumérer;  notre  but,  comme  nous  l’avons» 
déjà  dit,  n’a  été  que  d’en  donner  une  esquisse  fort  légère, 
afiii  de  faire  voir,  d’une  manière  générale,  comment  elles  dé- 
coulent sans  peine  et  naturellement  de  la  seule  admission  du 
principe  de  continuité  en  Géométrie.  * ' 

Au  reste,  la  plupart  de  ce.s  notions  ne  sont,  à proprement 
parler,  que  des  définitions  de  mots  imprimés  aux  divers  carac- 
tères que  peut  présenter  la  conjonction  des  formes  géomé- 
triques ; elles  ne  peuvent  actuellement  servir  qu’à  rapprocher 


Sur  le  principe  de  continuité.  V ’•  î6i 

enlro  eux  ces  différciils  caractères,  et  à les  présenter  a la  con-' 
ceptioiKsous  un  môme  point  île  vue,  sous  une  unité  d’origine; 
elles  demeureraient  éternellement  stériles  si  on  np  les  dppli- 
i|uaii,  au  moyen  du  principe  de  continuité,  à des  pro|)riétés 
déjà  connues,  à des  lignes  on  à des  surfaces  dont  la  loi  mé- 
iriquo  ou  descriptive,  et*par  consé(|uent  la  définition  géné- _ 
fussent  à l’avance  bien  connues. 

Néanmoins,  ces  notions  peuvent  conduire  à des  vérités  gé- 
nérales et  nOiivelles  apparlcnant  à toutes  les  formes  possibles 
de  l'étendue,  cl  qui  deviennent  par  là  très-propres  à comparer 
CPS  formes  entre  elles,  et  à ramener  ainsi  l'élude  de  celles  qui 
sont  complppiées  à la  contemplation  de  cellès  qui  soni.élé- 
meniatrc^  et  déjà  bien  connues.  Les  écrits  géométrii|ues  de 
nos  jours  sont  pleins  de  ces  vasies  et  utiles  vérités;  j'en  eitc- 
rai  un  seul  exemple,  pour  montrer  comment  elles  se  raitacbenl 
toutes  aux  notions  qui  viennent  de  nous  occuper  u 

a Lorsipie  deux  surfaces  ont  danè.  toute  l’étendue  d’une 
» ligne  courbe  un, contact  de  l’ordre  m,  un  plan,  langent  à 
» celle  courbi*,  et  qui  coupe  les  diuix  surfaces,  y produit  deux 
>1  sections  (|ui  ont  un  rapprochement  de  l’ordre  3m-+-i  au 
» point  de  conlact.  p 

En  effet,  par  le  point  dont  il  s’agit  et  que  j’appelle  T,  con- 
ci'vons  un  plan  quelconque  qui  coupe  de  nouveau  la  courbe 
de  cüiUari  aux  points  T',  T",...,  il  coupera  aussi  les  deux  sur- 
laces suivant  deux  lignes  passant  par  les  mêmes  points  T, 

T',  T" Cl  ayant,  en  chacun  d’eux,  un  contact  de  l’ordre  m, 

ou  m -+- 1 points  communs  réunis  en  un  seul  (70  J.  Cela  posé, 
concevons  que  le  plan,  d’une  direction  d’abord  arbitraire 
tourne  autour  de  T,  de  manière  que  le  point  suivant  T'  s’en 
rapproche  sons  cesse,  par  un  mouvement  coniimi,  jusqu’à  Se 
confondre  avec  lui  en  un  seul,  auquel  cas  le  plan  dont  II  s’agit 
sera  évidemment  devenu  tangent  à la  courbe  de  contact;  les 
lieux  intersections  faites  dans  les  surfaces  jtar  ce  plan,  qui, 
d’après  ce  qui  précède,  ont  m -t- i points  communs  èonfondus 
en  un  seul,  soit  en  T ou  en  ï',  en  auront  acquis  2(/n-i-i)  en 
commun  au  point  de  contact  du  plan,  et  seront  par  conséquent 
uscitlalrices  de  l’ordre  2 ( m 1)  — i en  ce  point. 

Si  h'  point  T"  venait  à se  réunir  aux  deux-premiers,  c’esl- 
a-dire  si  le  plan  sécant  devenaft  osculateur  de  la  courbe  do 
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coniacl,  ses  deux  inierscciions  .ivee  les  siirfares  données  aii- 
raicol  évideininent  3(w4-i)  points  comimms  réunis  en  un  . 
seul,  elles  seraient  osculatrices  de  l’ordre  3 (m-+- i)  — i.  - . 

. Enfin,  les  mêmes  raisonnements  prouvent  que,  si  an  plan 
on  substitue,  une  surface  eou|*ante  quelcon(|uc  ayant  an  point  T 
un  ràpproeheinenl  de  l’ordre»  avec-la  courbe  de  contuci,  elle  , 
déterminera,  dans  les  surfaces  .données,  deux  lignes  d’inter- 
section qui  seront  osculatrices  de  l’ordre  {nt  -h  i)(n  + i}  — 'i 
qu  même  point  T { ').  ...  ■ • ’ . ' 

72.  Dans  ce  qui  précède,  nous  nous  sommes  efforcé  de  . 
nous  élever  à toute  la  hauteur  des  notions  abstraites  qui, dé- 
coulent de  l’admission  du  principe  <le  continuité 'en  Géoiné-  ^ 
trie;  nous  avons  cherelié  parla  à donner  une  idée  générale  et/ 
précise  de  rinflucnce  qu’il  exerce  dans  toutes  les  recherches 
oit  on  l’emploie,  et  de  ITmportance  qu’il  peut  un  jour  acquérir 
s’il  est  admis  dans  la  (léométrie  rationnelle,  sans  aucune  res-  ■ .. 
iriction  Cl  dans  toute  l’étendue  des  conséquences  qui.  lui  sont 
propres.  Dans  un  travail  que  nous  nous  proposons  de  faire  pa- 
raître a la  suite  de  cet  écrit,  ét  qui  était  d*abord  destiné  a en 
faire  partie,  tious  chercherons  à présenter  des  vérités  plus  par- 
ticulièrement utiles;  en  faisant  usage  des,  conséquences  du 
principe  qui  vient  de  nous  occuper,,  nous  lâchcronsîautant  (pic 
possible,  de  ne  pas  abandonner  la  marche  du  raisomremeni 
ordinaire;  nous  éviterons  surlont  de  nous  jeter,  dès  .les  pre-  . . 
miers  pas,  dans  les  considtirations  métaphysiques  des  imagi- 
naires, atixcpielles  l’esprit  ne  saurait  s’accoutumer  que  peu  à 
peu  et  par  uju‘  gradation  insensible  dans  h;s  idées,  l’ar  là  nous 
’tie  risquerons  pas  de  devenir  inintelligible;  nous  imiterons  la 
jtrndence  et  la  circonspection  des  algébristes,  qiii  n’adoptèreni_  -, 
ipi’à  la  huigue,.  et  après  bien  des  tentatives  et  des  succès,  les  ~ ’ 
conséquences  abstraites  du  principe  de  continuité. 


(*);  Dl  Pls,  fk-i'r/iiji/icJiicrUx  de  Géomr! rir , pag(3S  226  à ’i'ii.  {f'oir  à ' 
la. page  suivante,  mio  tieiircngc -application  de  ce  genre  do  eonsidéralions 
-à. la  théorie  do  la  courbure  des  SH rfafea.)  • . - 
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^iNoiis  mirions  piijointlrr.il  lir drinonstration  clu.ii°  71,  pago  36i,  rellr  (te 
pliisi(‘urs  aiitn^ft  throrriiir»  tirés  ilr  l’oiivrapr  dr  M.  Itupiiir  on  d'anriennr» 
Notes  nianusrritrss  mais  rrla  étU  été  d'iuir  faillir  iinportancr  srîriitiliqur  et 
aurait  iniitilrniriit  surchargé  cr  voliuur;  il  111*0  paru  liirii  .plus  prniîtalilr  pour 
1rs  Ircfrurs  amis  dr  la  nouveauté,  d’rnscrrr  à la  suite  de  ce  r.ahirr,  l’extrait 
d’une  lettre  beaucoup  trop  modeste,  ipie  M.  Moutard  a bien  voulu  m’autoriser  ' 
il  piibluT,  et  qui  aurait  encore  gagné  en  intéiét  si  l'ctat  avancé  de  l’impression 
et  de  la  mise  en  pages,  lui  avait  permis  il’en  développer  davantage  les  reniar- 
qiiabtes  conséquences  géométriques.  . r * 

« Frappé,  (fil  notre' savant  professétirv.  do  lit  simplicité  avec  laquelle 
» vous  démonlreï,  à l’aide  de  notions  uniquement  basées  sur  la  éontinuilé, 
n le  théorème^ de  M.  Charles  Dupin,  relatif  à deux  siirfares  qui  ont  dans 
» toute  l’élenduo  d’une  li{j;ne  cotirlic  un  conlaci  d’ordre  «t,  j'ai  essayé  . 
»■  d’ajqiliquer  les  mêmes  notions  à l’étude  du  rontacl  d’un  ordre  quel-^ 

P Conque  do  deux  surfaces  on  un  ptànt  unique,  èt,_en  suivant  jKuir  ainsi  • 
n dir.e  p<ts  à pa§  votre  mode  de  démonstration  (p.  36i),  je  suis  iwtrvpnu 
ji  aisément  à rei router  un  théorème  qui  me  parait  dlene  d’intérêt  ot  ’ 
» que  j’avais  précédemment  rencontré  à l’oceasibn  d’auircs  rerherches. 

a Considérons  deux  siirfares  qui  aient  en  nn  point  X un  conlaet  d’or» 
n.drc  H/,  et  concevons  qu’un  plan  sécant  mobile  se  rapproche  indélini-  . 
•I  ment  du  point  A,  Parmi  les  points  communs  à ee  plan  et  à la  ligne 
'«'  d’intersection  des  deux'  surfaces,  11- y en  a /«  + 1 qui  viennent  à la  11- 
.»  niito  se  confondre  en  A,  puisque  les  scctiqps  des  deux  surfaces  par  les 
» plans  qui  contiounenl  A ont,  en  général,  un  contact  d’ordi-e  /«. 

I)  Ceci  étant  vrai  pour  toutes  les  directions  du  plan  sécant,  on  en  con- 
» dut  ipiü  la  ligne  d’inlerseetion  des  deux  surfaces  a,  on  général,  //i  1 

n branches  réelles  ou  imaginaire.^  qui  se  croisent  en  A. 

• Imaginons  maintenant  qu’un  plan  passant  [lar  A tourne  autour  de  etr 
» point  jusqu'à  ee  que  l’iino  do  scs  intersections  avec  l'une  des  m + t^ 

» branches  vienne  à se  confondre  a\  tn:  lui  ; il  est  clair  que.  l'ordre  du  • 
n contact  tics  sections  que  ce  plan  déterminé  dans  les  deux  surfaces  sc 
» troùvera  élévé  d’une  unité,  et  sera  par  conséquent  Dans  sa 

n situation  finale,  ce  plan  contient  la  tangente  en  A à l'une  des  branches 
» de  la  courbe  d’inlerseclion,  et  n’csl  d’ailleurs  -soumis  â aucune  autre 
» condition.  . • ■ - _ • 

K Kniin.  faisant  tourner  tle  nouveau  ce  plan  an  tour  de  celte  langerite 
» jus(|u'à  ce  qu’il  dçvieuné  osculaleur  do  la  branche  corréspondanlc,  un  ' 
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g nouveau  point  «l'inlnrscction  de»  deux  eourbes,  suivant  lcs<)uelles  ce 
« plan  eou|>e  les  surfaces,  \ieiidra  se  confondre  avec  A,  .et  l’ordre  du 
» contact  encore  iMevé  d'une  unité  sera  dmenu  m ï.  " 

» En  nSaimé,  nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant;  ' * • 
Il  Jjjrsqiii'  lieux  .iiirfiu  rs  oiil^  en  un  point  A,  un  amUtrt  île  l'bnlrc  nij 
g elles  se  miqient  en  l’énêriil  Xliieiwt  lute  Jifine  ^niirlio  dont  m -f-  i l/iiin- 
n ches  rêrlirs  ou  iimi^inniivs  se  croisent  en  A.  Un  plan  ipielcompw,  rott- 
n.  tenant  l'une  des  tangentes  menées  en  A à ees  m -f-  i branches,  coupe 
» les  lieux  surfin  es  suieant  des  courbes  dont  le  contin  t en  A est  d'an 
» ordre  imniédiirtement  supérieur  m ~>r  IJ  enfin,  parmi  tous  tes  plans 
n sécants  qu'on  peut  mener  par  l'une  de  ces  tangentes,  il  en  existe  un, 

» à savoir  le  phui  oseuhitcur  de  ht  branehe' airresjnmdaute,  fxuir  lequel 
V les  sections  ont  un  eontucl  d'un  ordrë  encore  plus  élevé  m-\-i. 

» l’arnii  les  nombreux  corollaires  que  l’on  tHuit  déduire  de  ce  théorème 
» général  on  y joi;;nanl  quehpies  autres  considérations,  je  me  bornerai  à 
* citer  les  suivants  ; 

n Si  autour  d'une  tan"entr  qurleompie  menée  h une  surface  én  uti 
n (xuiit  K,  on  fait  tourner  un  plan , et  que  dans  eliueuni'  de  ses  /wsilion.'! 

■n  on  construise  ta  eonique  qui  a en  A aver  tu  surfnee  un  contact  du 
Il  antre,  it  existera  en  généra!  deux  positions,  réelles  ou  imafinaires, 
V»  du  fdan  séeanl,  fmur  lesquelles  le  lontart  montera  au' à"  onire.:  I*en- 
» semble  de  (ouïes  ces  eoniqiies  forme  d'ailleurs  une  surface  ilii  •s''  ordre , 
n en  général,  simplement  oseulatrire  à la  pnqunee.  - s • _ > ' • 
i>  Par  rhaipie  point  d’une  siirfiwe  rontimie ,<H  est  en  gém  ral  /tossilde 

I de  mener  coniques,  acunt  ave.ejn  surfnee,  en  ce  point,  un  contnel 

n du  fi'  ordre.  , - ''  , ' . ^ ■ 

n Dans  le  cas  purtirulièr  ou  la  siu’faee  donnée  est  du  3'  degré,  les  por 
n sitioDs  singulières  du  plan  sét  aiit  mené  par  une  tangente  quelconque,' 

II  [wir  lesquelh»;  le  conlacl  avec  uno  conique  peut  nionU‘r  au  5"  ordre,' 
» sont  celles  qui  cOiiliennenl  les  asymptote»  de  l'indicalrice  relative  au 
è |K)iht  où  la  tangente  eonsidérée  perce  de  nou\cau  la  surface.  On  peut 
g ajouter  que  le  plan  tangent  en  ce  dernier  point  contient  la  courbe  d’in- 

I lerseclion  de  la  surface  osculatrice  fonnée  par  loulo»  ces  coniqms;  avec 

II  la  polaire  du  2'  degré  du  point  A par  rapi>ort  à la  surface  du  3'  ordre 

D donnée.  ' . ‘ * 

^ ^ > **• 

. -n  Ces  derniers  énoncés  ont  b(>soiii  de  quelques  modifications  'pout: 

n s’étendre  aux  surfaces  algébriques  de  degré  (luelconque,  mais  ce  n'qst 

a pas  le  lieu  d’insister  sur  ce  [loint.  n ^ ‘ ” 
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KSSAl  SUR  LES  PROPRIÉTÉS  PROJECTIVES 
. , DES  SECTIONS  CONIQUES  (*). 

â I*Acndôraic  «les  Scioncoâ  do  rinstilut  Ir  lundi  i®**  mai  iKiij.) 


■ Il  n't»n  rsl  pas  (le  la  mcU»o(l(‘  purement  géoim'lriqiie  comme 
(le  cell(^  de  l’Analjse  des^coordonnées  ; dans  celle-ci,  lout  se 
ramène  immédialemeni  à des  principes  connus,  à des  procé- 
dés uniformes  de  calcul,  et  il  ne  reste  à celui  qui  l’emploie  _ 
qu’à  en  développer  les  conséquences  d’une  manière  plus  ou 
moins  élégante  et  rapide  ; dans  l’autre,  au  contraire,  les  prin- 
cipes peuvent  entièrement  manquer,  au  moins,ceux  d’où  d.é- 
conle  d’une  manière  çlirecte  et  imuK^liaie  l’objet  particulier, 
que  l’on  a en  vue,  et,'  pour  remplir  les  lacunes,  on  se  voit* 
souvent  obligé,  après  plusieurs  esSais,  de  reprendre  les  choses*'' 
d'un  peu  haut  pour  se  frayer  une  roule  plus  facHe. 


(')  Le  Mémoire  dont  ce  V'  Cahier  est  la  copie  textuelle,  ost'un  extrait 
abrégé  d’une  première  ébauche  ou  rédaction  du  TrttUc  tfes  Pm/iriric.iy 
pmjirlifes  des  flgures;  rédaction  qui  contenait  non-seulement  rcxjiOsé 
des  nouveaux  principes  de  prcjection  par  dos  voies  cssentifllement  géo-  ' 
mélrupics,  mais  encore  les  applications  qui  paraLs.-iaient  le  plus  propres  à 
initier  Je  lecteur  aux  nouvelles  doctrines  conce.rnant  les  sécantes  ou  cordes 
idéales,  les  intersections  imaginaires 'des  courbes  cl  (hjs  surfari's,  situées  . 
à des  distances  données  on  infinir«,  confondues  ou  non  ciilro  elles.  Ainsi,  ,• 
par  exemple,  on  y résolvait  un  grand  noml)re  de  qu('stions  dans  lesquelles-- 
Ics  sections  rx>niques  étaient  assujetties  à passer  par  des  (loinls,  tou- 
ehor  des  druilcs  imaginaires  en  nombre  pair  ou  ayant  des  contacts  dou-’  - 
blés  ou  simpl(?8,  mais  de  divers  ordres,  on  des  |X)inls  donnés  ou  inconnus 
d'autres  sections  conupics.  D’ailleurs,  ja  solution  de  res  qiie.slions  pou- 
vait, même  dans  le  cas  du  second  degré,  s’o|>éi  er  à l'aide  de  la  règle  seule,, 
ou  do  méthod(»s  purement  iinc'airés.  pourvu  que  les  systèmt^  des  lignes 
■ nu  dos  points  donnés  fussent  convenablement  rjéfinis,  et  qu’ô'n  as-signât 
s((r  leur  plan  commun,  un  seid  cercle  tracé  et  de  contre  connu.  j. 

De  tulles  solutions,  et  les  con.soqucnccs'qui  en  déHvent  dans  chaque  ca.s, 
étaient  Irés-iropres  A monlrer  l<is  avantages  géométriques  de  l’adoptipn  -, 
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Tel  est  prceisénjcnl  le  cas  des  rorlicrclics  que  nous  voulons  ‘ 
eiUrcprendre  : comme  elles  se  raliachenl  nécessairemenlà  des 
notions  jusqu’ici  ctraugèces  à la  simple  Géométrie,  nous  nous  ^ 
voyons  entraîné  naturellemeni  à exposer  d’abord  ces  notions, 
pour  parvenir  ensuite,  d’une  manière  à la  fois  rapide  et  sùrev 
à l’objet  particulier  et  véritable  dé  ces  niâmes 'recherches  ; 
ainsi,  au  lieu  de  procéder  de  siiite  à rexamen  des  j)rmcipes  de 
projection  qui  doivent'  former  la  base  de  ce  travail,  nous  nous  . 
.occuperons  d’abord  d’exposer  les  notions  générales  sur  les- 
quelles ces  principes  reposent  de  toute  nécessité. 

Si  cette  marche  n’a  pas  l’avantage  d’être  aussi  directe  qu’on" 
pourrait  le  désirer,  elle  nous  fournira,  en  revanche,  l’occasion . • 
de  présenter,  sur  les  dépendances  qui  lient  entre  elles  les  sec-  . 
lions  coniques  et  les  lignes  droites,  un  grand  nombre  de  con- 
sidérations nouvelles  qui  nous  meilronl  à même  de  généraliser 
lu  langage  et  les  conceptions  de  la  Géométrie;  ce  qui  n’est  pas 
4e  but  le  inoins  important  que  nous  ayons  cherché  à atteindre  . 
en  imtrepéenanl  ce  travail.  . . ' '•  . . 

•Au  reste,  loin  de  nous  abandonner  à tous  les  développe^ 
menis  dont  ces  considérations  sont  susceptibles, 'nou-s  ferons 
toujours  en  sorte  de  ne  jamais  perdre  de  vue  l'objet  véritable 


^il<>s  nouveaux  principes  do  projection  et  de  celui  de  cunlinuité,  jusqu’ici 
rarement  combailu  et  encore  moins  mis  en  défaut,  que  je  saclie.  Mais  ce 
'genre  de  questions  étant  devenu  familier  aux  amateurs  de  la  Géométrie, 
depuis  l’apparition  du  Traite  ilr\  Propriétés  j/ri>jWtive<  tics  JippttTs,  et’ 
comportant  des  développements  et  des  détails  qui  nécc.ssiteraient  un  ou- 
vrage tout  s|)écial , mnis  nous  voyons  à regret  contraint  d’y  renoncer 
et  <f(!  renvoyer  le  lecteur  aux  résumés  rapides,  incomplets,  que  renfermé 
le  Mémoire  ci-apriss  cl  1o  texte  même  du  Traité  dont  il  s’agit,' auquel 
d’ailleurs  ils  peuvent  servir  d’utiles  commenlairt-s.  ^ ■ 

' ' (Juant  au  Rapport  fait  à l’Académie  des  Sciences  sur  le  Mémoim  que 
contient  ce  V'  Qdiicr,  le  lecteur  est  prié  do  recourir  à la  Ko  du  volame 
où  il  su  trouve  accompagné  d’obscnalions  critiques  indispensables.  Qu’il 
sufTise  ici  de  remarquer  que  cotte  ( onsidéralion  m’a  fait  un  devoir  rigou- 
reux de  n’apporter  aucun  cliangemenl  essentiel  à ‘la  rédaction,  où  il  in’a 
été,  par  consétjucnt,  iuii>osslble  de  motlre  à profit  aujouixTIini  (i863). 
Comme  lors  de  sa  présentation  à ITostitul  en  i8ïo,  aucun  des. résultats 
ou  ronsi'quénces  encore  inconnues  à cette  dernière  éporjue  el/)ue  renfer- 
nieul  li<s  précédenLs  Od\iers  des  l._I  et  11  de  ces'///.yV/t77((Vj/;,v  .(i803). 
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(le  nos  rerhorelifis,  cl  de  ne  recueillir  sur  riturc  roule  que  îles 
vérilés-qui  s’j  rtUiaclienlile  la'manière  la  plus  iiilime,  cl  (|ui 
puissenl,  par  la  suiie,  nous  dire  parliculièreinonl  uliles.  Ainsi, 
ayaiil  pour  t)l))el  spécial  rcxiime.n  des  propriétés  projectives 
dés  seciions  coniques,  nous  nous  bornerons  à exposer  les 
cousidéraiions  cl  les  notions  qui  peuvent  apparlenir  en  propre 
à ces  courbes  particulières,  sans  ebereber  à les  élendre  aù\ 
surfaces  du  second  ordre.  On  aura  lieu  de  s’apercevoir,  d’ail-r 
leurs,  qu’au  moyen  des  principes  posés  dans  le  cours  de  ce 
Méinoin»,  celle  exlension  devienl  assi'z  facile  el  assez  évidonie 
|iour  i|ue  nous  puissions  laissi*r  à d’aulres  le  soin  de  la  déve- 
lop|>er,  el  nous  renfcriner  dans  les  justes  limites  du  sujet 'que 
nous  voulons  Ir.iiler.  - 

Pour  exposer  la  ibéorie  des  cordes  réelles  (U  ùléales,  no»% 
admellrous  (|uelques  (uopriéiés  connues  des  sections  coni- 
ques;  mais  nous  supposerons  expressénuMit  que  ees  pro- 
priétés aient  été- déduites,  d’une  manière  purement  {,'éoroé-' 
lri()u<‘,  de  la  considération  du  cône  pbli(|ue  a base  circulaire, 
comme  l’ont  fait  les  Anciens,  el  plus  parlicidièrement  Apollo- 
nius. D’ailleurs,  ces  propositions  recevront  naturellement  leiir„ 
démonstration  de  principes  (|ui  seront  exposés  un  peu  plus 
lard,  dans  la  seconde  Section,  sans  rien  emprunter  de  C(mx  ijui 
(ornient  la  base  de  la  première.  Il  nous  eût  été  facile  d’évilerpelte 
inversion  a|)parenle  en  cbangeant  l’ordre  des  matières,  el  an- 
ticipanlsnr  les  applications  delà  docirinedes  |)rojeciions;  mais 
celle  mnrebe  eût  fait  perdre  à l’exposilion  du  sujet  principal  lc 
de{;ré  de  simplicité  el  d'uuiformilii  dont  il  peut  être  susceptible,'' 
Kniin,  nous  croyons  devoir  prévenir  expressément  encore, 
avant  d’entrer  en  matière,  que.  Ic.s  droites,  les  courbes,  les' 
plans,  etc.,  dont  il  seia  lait  mention  dans  ce  l"  .Mémoire,  seront 
supposés  indéjininienl  prolongés  dans  l’espace  ou  dans  le  plan 
(pii  les  contient;  le  discours  fera  connaître  les  cas  où  l’on  n’en 
considérerait  (pi'une  portion  terminée  et  Unie. 

§ l*^  — Notioxs  rnti.niiXAiRF.s  siu  i.es  cordes  ou  sécaxtes 

IDÉ.Vl,ES  DES  SECTIONS  COXIQIES.  - 
- » ' * * 

,1.  Jüne  ligne  droite  située  dans  le  pltm  d’une  section  coni- 
que quélconqnc,  et  qui  rencontre  la  courbe  jen  deux  points 


l 
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ronstriictibles  d’une  manière  gcçinéli  ique.  se  nomme  corde  ou 
sécante  réelle  de  celVe  section  conique.  Les  deux  points  d’in-^  ■ . 
terscclion  sont  appelés  également  points  d’intersection  réels.' 

Dans  le  cas  où  la  ligne  droite  sort  tout  à fait  au  deJTprs  de  la 
courbe  et  cesse  de  la  rencontrer,  on  dit  que  ses  deux  points  " . 

d’intersection  avec  elle  sont  iffirtg-ma/rci.  _ ' . ■ 

Dans  ces  mêmes  circonstances,  en  supposant  qu’on  persiste  ' 
à regarder  la  droite  en  question  comme 'une  sécante  de  la’ 
courbe,  nous  dirons,  pour  cofiserver  l’analogie  entre  les  idées 
et  le  langage,  qu’elle  est  éorde  ou  sécante  idéale  de  la  courbe,/ 
et  nous  la  distinguerons  ainsi  de  toute  ligne  droite  entière-  ' . 
ment  inconstructible  dans  son  cours  et  dans  sa  direction  indé-  ■ 

^ finie,  laquelle  conservera  la  dénomination  déjà  reçue'de  droite  • 

.*  imaginaire.  , ' 


• 2.  Los  mémes/défiliilions  peuvent  s’étendre  ail  système  de 

deux  sections  coniques  situées  sur  un  même  plan,  et,  en  gé--  ' 
néral,  au  système  de  deux  ligues  courbes  ou  de  deux  surfaces 
quelconques;  mais,nous  voulons  nous  borner  ici  à ce  qui  con- 
cerne le  système  particulier  d’une  ligne  droite  et  d'une  sec- 
tion conique.  ‘ , 

3.  Pour  concevoir  l’objet  de  ces  définitions,  il  suffit  de  sup- 
poser que  la  section  conique  que  l’on  considère  ne  soit  pas 
décrite,  mais  seulement  donnée  par  certaines  conditions,  cl 
qu’alors  on  se  propose  de  rccbercher  les  jioinis  où  elle  est 
rencontrée  par  là  droite  réelle,  tracéc'sut'  son  plan  ; car  on 
ignore  alors  si  ces  points  sont  on.  non  constructibles,  et  il  est 
naturel  de  persister,  dans  tous  les  cas,  à rcgarrlcr  cette  ligne 
droite  comme  une  véritable  sécante  de  la  courbe,  et  ])ar  con- 
’séquenl  de  la  traiter  comme  telle  dans  le  raisonnement  géo-  - 
^ ritétrique  qui  sert  à faire  découvrir  les  deux  points  qu'orK  - 
cherche.  Ces  définitions,  comme  on  aura  lieu  de  le  voir  plus 
tard,  servent  à agrandir  les  idées  et  tendent  à abréger  le  dis- 
-cours,  en  caractérisant  la  non-cxisicnce  de  ceriaines’’gran-  ! 
deurs  ; elles  ne  sont  ni  indifférentes,-  ni- inutiles  en  çlUîS-r-  ■ - 
mémcs^  parce  qu’elles  permettent  d’établir  un  point  dé  contact  . 
entre  des  figures  qui  paraissent,  au  premier  aspect,  h'ayoir 
aucun  rapport,  et  de  découvrir  sans  peiné  les  relations  çi  leS 
propriétés  qui  leur  sont  communes.  . 


1)KS  SIXTIONS  ('.OMQLîES.  i(«) 

i.  Pour  potirsiiiv ro  l’ül)ji‘l  ifo’ ('(-s  .iu'<;mièr(‘s  i)ôlinilîon$, 
siiiciil  mn  el  {('.],  Jif:;.  i5o,  ta  droito  l'i  la  section  coni(|ue  que 
• ’ > . • 

. KiR.  i5o. 

V I m.  m'  > , 

t . . • ! . / ' ■ 


l\)ii  considère;  appelons  M et  N les  points’  de  leur  inicrsec-  . . 
tion  comimiiM',  supposée  d’abord  réelle;  si  l’on.conçoiC  une 
suite  de  cordes  terminées  à la  courbe,  parallèles  entre  elles  et 
à la  droite  »in,  tous  les  milieux  de, ces  cordes  seront,  comme 
on  le  sait,  situés  sur  un  diamètre  uniqye  AB,  dont  le  conjugué 
sera  lui-même  parallèle  à la  droite  mn\  de  plus,  quelle  que 
soit  la  position  de  cette  droite  à l’ég'ard  de  la  section  coni()ue. 
le  diamètre  AB  sera  toujours  constructible  et  viendra  toujours 
la  rencontrer  en  un  point  0 réel;  nous  appellerons,  dans  tous 
les  cas  possibles,  ce  point  unique  centre  ou  milieu  de  la  corde 
indéfinie  m.MN«,  que  cette  corde,  cette  sécante  soit  d'ailleurs 
réelle  comme  en  mn,  ou  idéale  comme  en 


3.  Aux  points  ItE  et  N,  supposés  d’abord  réels,  menons  à la  ' 
courbe  les-  tangentes  P.\f<  PN  ; elles  iront  concourir  en  uii 
point  P du  diamètre  AB,  et  l’on  aum,  pour  déterminer  ce  ^ ■ 

point,  la  proportion 7/a;'mon/ç«e  . 

OA  : (>B  PA  : P;^r);  . 

or,'  cette  relation  définit  le  point  P d’une  manière  réelle, 
dans  tous  les  cas  possibles,  nièmc!(]uand  la  corde  indéfinie 
/«MiNn  devient  idéalc  ct  les  tangentes  PM  et  PX  imaginaires.  , . 


*(*)  tVesi  la  XXXVHl'  proposilion  iIm  P'  Tore  (jps  d'Apollo- 
nius de  l’ergo.  ’ 

11.  . ' ’•  I 
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En  ellVi,  il  en  rcsjulU'  yuô  le  ijoifu  1*  et  le  point  O,,  centre  toii- 
jonis  réel  dé  celte  cordé  (ï),  jouissent  de  lu  mènte  relulioii 
rériproqitv  à l’égard  des  points  A et  IJ  de  lu  courbe  ; si  «loue 
lu  corde  ou  sécante  mMA/rdevipot  idéale  en  /»'«'.  scm^centre 
restant  réel  et  sortant  de  lu  courbe  en  J*,  on  pourra  construire^ 
le  point  O,  cpii  lui  eorrêspond  sur  le  diamètre  AB;  en  menant 
inversement,  de  l’,  deux  tangentes  à cette  courbe,  puis  la 
corde  (lui  joint  les  deux  points  de  contuel;  car,  d'après  la  pro- 
position qui  précède,  cêtle  corde  viendra  rencontrer  le  dia- 
mètre AB  en  un  nouveau  point  O,  tel  qu’on  aura  la.  proportion 

récipnoiuc  ' • „ 

PA  : PB  PA  : OB, 

■ ,■  » ’ * ' -A 

identi()u<;  avec  la  [iremièn'. 

Ainsi,  les  points  et  P,  ipii  jotiissent  des  mêmes  propriétés, 
à l'égard  de  la  courbe,  sont  tels,  que  cbacnn  d’eux  ost  récipro- 
(juement,  mais  tour  à tour,  le  concours  des  tangentes  (|«i  Cor- 
respondent à la  corde  pass.unt  par  l’autre. 

Le  poinA  P,  toujours  réel,-joüii  à l’égard  de  la  section  coiji- 
(|ue  et  de  la  droite  mn,  d'un  grand  nombre  de  propriétés  remar- 
quables; Sa  considération  est  très-importante  dans  les  reclicr- 
cbes,  et  c’est  à cause  d’iine  de  ces  propriétés  gu’il  a reçu  des 
géomètres  le  notn  de  pôle,  de  la  droite  nin;  nous  pourrons  faire 
usage  de  ceito  dénomination^  à cauSe  de  sa  simplicité,  sans 
d’ailleurs  nous  attaclier,  f|uant  à j)résenl,  à l’idée  qu’elle  en- 
traîne d’apr.ès  son  .àcce|)lioji. ordinaire  ; mais  nous  dirons  aussi, 
toujours  dans  la  vue  de  généralLser  le  langage  et  les  concep- 
, lions,  cl  afin  de  rajiprder;  d'une  inaiiiè.re  plus  particulière,  l'o- 
rigine du  point  P : qu’il  es't  le  point  de  concours  réel  ou  idéal 
des  tangentes  aux  extrémités  de  la  corde  MN,  selo'n  (jiie  ces 
tangentes  sont  ellcs-mêntes  réelles  on  imnp^inaires.  La  droite 
. niH,  toujours  réelle,  quant  à sa  direction  indéfinie  par  rapport 
a P,  prendra,  selon  ce'S  diverses  circonstances,  le  nom  de 
corde,  Ao  sécante  de  coyiind,  réelle  on  idéale.  D’après  l’usage 
actuel, cette  droitepourraltanssi  s’appeler  la/>o/«/redu  point  P. 

G.  Nous  venons  de  voir  ()ue  les  points  0 et  P„  dont  l'iin  est 
le  centre  de  la  corde  MN  et  l’autre  son  pèle,  jouissaient  réei- 
pro(|uemcnt  de  la  nièiiie  propriété  à l'égard  des  points  A ;ct  B ; 
or,  il  résulte  de  cette  rcciptt)cilé  «lu’à.mesure  (|ue  lé  point  O 
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s’ii^iprophe  <Jii  cenlre  ('<le  U»  rourbc»  son  oorcespomlanl  l*  s’pn 
Pcaîte,  an  oontrairo,  sans  cesse,  el  qu’ennn,  qiuinil  le  point  O 
s’est  cbnfomlü  avec  JL^,  le  point  1*  s’est  transporté  à un«  dis- 
tance infinie  sur  le  diamètre  AH;  mais  alors  la  coi'de  M\  est 
devenue  un  diamètre  de  la  éourbe  dont  le  conjtigué  {.‘st  AB  '; 
donc  « le  pôle- d’un  diamètre  quelçomjue  d’une  seoiion  coni- 
» que  est  situe  à Vinjiùj  sur  le  conju;tiié  à ce  diamètre;  les 
» tangentesMP,  NP,  (pii  renfermenice  pôle,  sont,  de  letir  côté, 

I)  devenues  parallèles  et  concourent  .à  Vhifini.  » * • 

• 7.  Récipro(|uemenl  aussi,  quand  le  point  O on  la  sécante /nn 
s’écarte  -à  Pinfini  sur  le  plai)  de  l,i  courbe  (T,),  le  pôle  P se 
confond  avec  le  centre  de  celte  dernière;  en  sorte  que  « toute 
«'droite  située  à l’infini  sur  le  plan  d’une  section  conique,  a. 

» pour  pôle  le  centre  même  de  la  courbe.  » 

J > ’ 

8.  Datis  ces  circonstances,  les  points  M et  > sont  passes  a 
l'infini;  ils  sont  réels  pour  l’hyperbole,  imaginaires  pour  l’èl- 
■ lipse.  Les. tangentes  MP.  NP  deviennent  elles-mêmes  impos- 
sibles  pour  l’ellipsi*,  mais.demeurent  réelles  pour  l’hyperbole 
et  reçoivent  le  nom  A’ asymptotes.  Ainsi  ;■  ' ’ 

a Les  d’une  section  (tonique  ne  sont  autre  chose 

» (^ue  des  langènles  aux  points  à l’infini  de  son  cours,  elles 
Il  passent  à la  fois  par  son  centre,  el  sont  toutes  deux  imaf’é- 
»,  naires  pour  l’ellipse  el  réelles  pour  l'hyperbole.  » . 

• Dans  le  cas  particulier  de- la  parabole,  le  centre  C est  lui- 
même  à ritifini  ; les  asymptotes  sopl  donc  alors  tout  entières  . 
à l’infini,  elles  se,  confondent  nécotisairemenl  avec  la  sé-  ' 
cante  mn,  qui  devient  par  là  tangenlé  à la  courbe;  ainsi  : , 

■«  La  parabolc'a  deux  asymptotes  confondues,  en  une  setrle 
» à l’infini,  c’esl-à-dir(*  qu'elle  a une  tangente  située  enlière- 
» ment  à l’infini,  .ou  enfin  deux  pOinlS  confondus  en,  un  seul  ’ . 

» il  l’infini,  » ^ '*  , 

"•'Ces  notions  sont  déjà  bien  connues;  notre  intention,  en  les 
rappelant  ici,  est  de  les  rapprocher" sous  ûn  point  de  vue  qui 
puisse  conduire  sans  peine  aux  considérations  nouvelles  qui 
doivent  former  la  base  dé'ce  travail. 

. fl.  Revenons  maintenant  au  cas  général  où  la  sécante 
indt'finie  /»(/>  a une  situation  (prelcomiùe  sur  le.  idaii  de  la 

. • 4- 
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roiinl)e(C),  et  proposons-noii.s  ilo  délerniiiier  les  [)oints  M et  N 
ôii  elle  rencontre  cette  courbe,  (jne  notis  sxipposerons  non 
décrite  et  ■seulement  donnée  |)ar  le  sys|pme  de  ses  diamètres 
conjugués  AB  et  I)K,  dont  l'un  a une  direction  parallèle  à la 
droite  MN.  La  (piestion  reviendra  évidemment  si  chercher  stir 
cette  droite  un  point  M,  tel  que  le  carré  de  OM  soit  au  rec- 
tangle ÜA.OB  dans  un  rapport  donné,  celui 'du  carré  des  dia- 
mètres^ conjugués  appelant  donc  A’  le  carré  du  diamèfre 
principal  AB,  et  B’  celui  île  son  éohjugué,  on  aura,  pour  déter- 
miner le  point  M,  ' . ■ ; . 

' îTÀr  ; OA.OB  B’ : A»  T).;  ' ■ 

I^a  question  ainsi  présentée  sera,  comme  on  le  voit,  tou- 
jours soluble  d’une  manière  géométrique;  car  B et’A  sont  di?s 
grandeurs  invariables,"  Indépendantes  de  la  position  de-i«n,m 
le  rectangle  OA.  OB  est,  à chaque  instant,  donné;  mais  cela 
suppose  que  l'on  n’ait  point  égard  à la  nature  parlieulière  de 
la  section  coirique  qm*  l'on  envisagOi  On  sait,  en  effet,' que. 
quand  le  point  ü est  pfacé  entre  A et  B,  la  relation  précédente 
appartient  à Une  elli|ise,  tandis  ((ue,  au  contraire,  elle  appar- 
tient à qne  hyperbole  décrite  sur  le  même  diamètre  AB,  quand 
lé, point  O se  trouve  au  delà  des  ])oints  A et  B;  il  est  donc  facile 
de  confondre  ce  qui  appartient  à l’une  de  ces  deux  courbes 
avec  ce  qui  ap|wrtient  à l'autrej  puisqu'elles  sont  délinies  par 
.une  seule  fit  même  propriété. 

10.  fa'analogle  que  nous  venons  de  reconnaître ‘entre  l’hy^ 
jierbole  et  l’ellipse  se  soutient  dans  un  grand  nombre  de  cir- 
constances différentes ;Tiotre  objet  n’est  pas  d’on  faire  la  re- 
cherche particulière,  mais  de  faire  quelques  rapprochements 
qui  nous  seront  utiles  pour  l’objet  de  ce  travail. 

Nous  appellerons  désormais  deux  sections  coniques  ainsi’  • 
conjuguées  sections  o'u  éoniques  supplémentaires  l’une  de  l'au- 
tre, parce, que,  en  effet.  Tune  quelconque  d’entre  elletS  répond  ' 
aux  questions  faites  sur  l’aotre,  dans  le  sens  que  nous  venons 
d’indiquer.  . 


(')  C'osl  la  \\r  proposition  du  livre  des  ('(iniquca  d’ApoUoniii.s. 
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U est  à remarquer  qii-’iine  même  section  conique,  a une  inll-  ' 
itilé  de  suppléineulaires,  correspondant  à l’infinité  de  systèmes 
de  diamètres  conjugués  qui  lui  appartiennent  ; mais,  parmi 
ceU(!  infinité  de  coniques  supplémentaires,  il  n'y  en  a jamais 
ijii’uno  seule  qui  cçrresponde  A une  droite  donnée  mn,  parce 
ijue  nous  n’admettons  que  celle  dont  le  premier  diamètre  AB, 
ou  le  diamètre  de  contact,  n’est  pas  parallèle  à la  droite  nin, 

11,  C ettc  définition  ne  concerne  évidemnieot  que  relli|)se 
et  l’hyperbole,  mais  elle  peut  s’étendre  facilement  à la  para- 
bole ; en  effet,  dans  cette  courbeiy//,'.  i5i  j,  l’ordonnée  Mtlest 
moyenne  proportionnelle  entre  le  paramètre  et  le  segment  B() 


Tif».  i,>i. 


formé  sur  le  diamètre  AB,  çonjugué  à la  droite  mn;  niais,  que. 
la  droite  m/t  rencontre  ou  ne  rencontre  pas  la  courbe,  on  peut 
toujours  trouver  sur  elle  deux  points  qui  satisfassent  à cette 
côndijion  ; supposant  donc,que  la  droite  mn  se  meuve  parallè- 
lement à elle-même,  le  diamètre  AB,  le  sommet  B et  le  para- 
mètre demeurant  invariables,  les  points  M et  N,  obtenu.s  comme 
on  vient  de  l’indiquer,  traceront  d’abord  la  parabole  MBN,  puis  ■' 

> une  seconde  parabole  M'BN',  d’une  situation  contraire  et  ren-  ' - 
versée  par  rapport  à AB,  mais  ayant  le  sommet  B,  le  paramètre 
et  la  direction  du  diamètre  AB. en  commun  avec  la  première, 
et  lui  étant  par  conséquent  parfaitement  égale.  . ^ ' 

Je  nomme,  parla  même  raison  que  ci-dessus,  ces  deux  para- 
boles supptémenUiires  l’une  de  l’autre,  par  rapport  à la  droite 
^ donnée  mn. 

Une  section  conique  queb  onque  a (loue  toujou’rs  une  conî- 
(juc‘ supplémentaire  : dans  ce  qui  va  suivre,  il  sera  question 
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seuleineiit  do  l’ollipse  ol  dé  J^hypérLioré;  muis  cë  (jne  nous 
dirons  (le  ce  cas  général  pourra  lacileméni  s’appli(^ucr  a la 
parabole,  comiiie  cas  pariiculier,  ef  nous  nous  dispenserons  i 
p.our  celte  raison  d'y  .avoir  ('^gard,  ' 

12.  ;\clucllcnioiU,  soit  une  section  iéoniciue  donnée  (C.) 

[ftg.  i5o);  d’après  ce  qui  ])récè(le,  itniie'droiie  /««,  (|iii  ren- 
contre cette  se.ction  Conicpiecn  deux  fioiius  réels, 'aura,  avec  sa-  . . 
supplémentaire,  deux  points__///ir/g^/«rt//-«,  et  réciproqucinenl:  ' 
cette  droite  sera  donc  en  meme  temps  corde  idéale  de  rune 

et  corde  réelle  de  l’autre.- Pareillement  le  centre  0 de  celte  ’ ' 
corde  ( Vi  sera  réçl  par  rapport  à l’une  et  idéal  par  rapport  à 
l’autre.  Knfln,  son  pôle  P,  ôu  le  concours  des  tangentes  qui. 
lui  correspondent,  sera  le  m(“Miie  par  rapport  aux  deux  courtes, 
et  appartiendra  à'Ia  fois  à deux  tangentes  imaginaires  de  runé 
et  à deux  tangentes  réidles  de  l’autre.  En  effet,  d’après  la  déli- 
iiiliDn(o],  on  a à la  fois,  dans  les  deux  courb(>s  supplcinen- 
taircs,  pour  déterminer  le  pôle  qui  appartient  à la  droite  mii, 

' • ()\  ; OB  ::  PA  : PB. 

Ces  rapprochements  peuvent  servir  à juslilier  les  délini- 
tions  admises,  et  en  donnent  ainsi,  dès  à présent,  une  interpré-  ’ 
talion' géométrique  à la  fois  exacte  et  naturelle-  . > 

13.  Lorsqu’une  ligne  droite,  située  sur  le  plan  de  deux  sec- 

tions coniques,  passe  par  deux  points  réfds  appartenant  ë la 
fois  aux  deux  courbes,  on  dit  qu’elle  est  corde  réelle  commune 
à ces  deux  courbes.'  . - 

. Nous  dirons  par  analogie  ()u’une  ligne  droite  située  sur  le 
plan  de  deux  sections  coniquijs  seèa  corde  idéale  commune  à 
ces  deux  courbes,  quand  elle  sera  corde  réelle  commune  aux 
deux  suppléinentaires  qui  lui  correspondent  à la,  fois  sur  le 
plan  de  ces  mêmes  courbes. 

Il  résulte  de  cette  ddinilion.que,  pour  qu’une  droite  indé-  . 
finie  mn  {Ji{'.  iS'z)  soit  corde  idéale  commune  à dtnix  sections 
coniques  -\1)B,  ou  (C),  A'B'B'',  ou  ,{C'),  tracées  sur  un  même 
plan,  dl.  faut  : ' ' ' • 

.1“  Que  les  diamètres  AB,  ,A'B',  conjugués  a celle  droite  dans 
l’une  et  l’autn'  courbe,  viennent  se  rencontrer  précisément 
en  un  point  O d<*  la  droite  mu  -,  ' ' , 
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•1"  (Jir:b|)|)eiuiil  A el  B les  dlaiiiètres  conjugues  ()ui  corres- 
' • , ' •,  Fie- , iSï.  ■ ■ 


IRimleiil  il  ADE,  cl  A',  B'  cou\<Jni  correspondei’il  à A'^)'B',oli 
ail  à la  fois  (9)  ' 

A’:B’:;OA.()B;Ôm\  A'’^';B'^  "'OA'.OB';  Ôm’, 

• ou,  en  divisani  par  ordre  ces  deux  proportions,  eic.,  . 

(3A‘.0B:ü  v:0B'; 

relalioii  qui  convient  aussi  aux'  cpixles  rwIlCs  connuuueS; 

3"  Que  la  droite  MN  né  renconlre  ni  l’une  ni  raulre  des 
lieux  courljes  données  (C)  et  (C').  . ' 

Ees  dclinilion.s  s’accordent  avec  celles  qù’on  déduit  de  con-, 
sidérations  purement  analviiques  : pour  ^qu’une  corde  soit, 
anahtiquenient  parlant,  ébmnume  à deux  Sections  coniqgCs,  il 
est  nécessaire  et  il  suffit,  en  effet,  que  son  milieu,  par  rapport 
à l’une,  se  confonde  avec  son  milieu  parrapporlà  l’autre,  pui:», 
que  le  cam;  dirla  partie  interceptée  a la  fois  sur  celle  droite 
par  les  deux  courbes,  soit  le  même  de  part  et  d’autre, de  gran- 
deur et  de  signe;  et,  comme  on  dit  alors  que, ces  courbes  ont 
en  commun  deux  points  imaginuires  situés,  sur  la  droite  Oir 
question,  nous  pourrons  adopter  provisoirement  la  même 
expression  par  pure  analogie,  sauf  à la  juslifier  ensuite. 

IV.  La  question  actuelle  est  desavoir  si  deux  sections  co- 
niques, tracées  sur  un  même  plan,  ohl  effectivement,-  pour 
des  positions  généniles,  des  cordes  coimnunes  idéales  reni- 
(dissanl  tonies  les  conditions  qui  précèdent.' 
l'our  |)ar\einr  à la  résoudre,  nous  remarquerons  d’abord 


l7(j  V' CAJUKU.  - KSSAl  Sliu  LES  rauPKlÉTÉS  PBOJECTIVES 
i|u’il  va  sur  pian  tles  (lettx  courbes  (C),  (C'.)  'une  inriiûté  de 
^loinls  0 et  de  droites  correspondu  nies  nin  qui  salisfoni  à ia 
jircinitTC  de  ces  ronditions.  En  elTel,  pour  obtenir  un  système  r 
semi)iai)i<>,  ii  siiflil  évidemment  de  mener  dans  une  direction 
queiconqiie  des  langenles,  paraiièics  entre  eiies,  aux  deux 
courbes;  de  tracer  ensuite  ies  diamètres  AB  et  A' B'  <|ui  pas- 
sent respectivement  par  ieurs  points  de  contact  ; car  le  point  O 
lie  leur  intersection  commune  sera  le  point  demandé,  et  la 
droite  /««,  menée  de  ce  point  dans  une  direction  parallèle  aux 
tangentes,  sera  la  droite*  (|ui  lui  correspond.  Tous  les  points  O.  • 
ainsi  obtenus,  sont  sur  une  certaine  courbe,  et  celle  courbe 
passe  cvidemmeniqear  les  centres  E,  des  proposées  {*). 

Les  deridères  conditions  exigent,  en  outre,  ({u’ayanl  tracé 
les  coniques  supplémentaires  aux  proposées  (|iii  correspon- 
dent à la  droite  m«s  iléterminée  ainsi  que  nous  venons  de  le 
dire,  les  parties  MN,  M'N',  interceptées  sur  celle  droite  par 
l'une  et  par  l’autre' courbe,  soient  égales  entre  elles,  pu,  ce 
(|ui  re\ient  au  même,  i)ue  O.M  soit  égal  à OM'.  ('elle  condiiipii 
ne  sera  évid(*mment  pas  remplie  pour  une  position  quelcoD<|ue  < 
de  la  droite  inn;  indis  si,  pour  cliaeune  des  s'rtualions  (ju’elle 
peut  prendre,  on  dét<*rxiiine  le  point  M corn'spondatit  à ia 
courbe  (E)el  celui  .M' qui  correspond  à la  courbe  (1^),  c|iactui 
de  ces  points  engendrera  évidemment  iijie  coiirlu*  parlicti- 
lière,ctees  nouvelles  coprbes,  parleur-s  rencontres  mutuelles, 
indiqueronl.les  positions  des  points  générateurs  M et  M'  jxiur 
les<iuelles  ils  se  confondent,  et  |>our  lesquelles,-  par  consé- 
quent, les  piulies  ou  ordonnées  OM  et  OM'  seront  égales,  cl 
les  droites  correspondantes  modes  sécantes  idéales  communes 
aux  deux  sections  coni(|iies  proposées.  • ^ 

Nous  pourrions  arrêter  ici  l'examen  (|ui  nous  occupe;  car  il 
ivst  visible  (pie  les  courbes  (AI)  et  (M'],  n’ayaut  entre  elles*  ’, 
(pTune  dépendance  gétiérale,  doivmil  aussi,  en  général,  se 
couper,  selon  la  position  relative  des  sections  coniques  (C) 
et  {C'y,  mais,  pour  ne  rien  laisser  à désirer,  nous  allons  faire 


’[*J  Pour  (lémontier  celle  assertion,  il  sulTil  d’observer -que,  ipiand  le 
diamCtre  .\B,  pir  exemple,  h allciitt  la  position  Ci'.*,  celui  .\'B'  qui  Ufi 
( «irrcspond.  et  ipii  renferme  avec  lui  le  poiiil  O.  le  rencontre,  nécessaire- 
ineiit  iui  centre  lui  iui'ino..  ( Vm  f/r 
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voir,  par  ruxainen  d'un  cas  Irês-iUiMidu,  qu’en  elïel  le»  courbes 
(jr)  él  (M')  sont  susceptibles  de  s’entrecouper  d’une  manière 
réelle,  et,  par  conséquent,  de  donner  des-cordes  idéales  com- 
munes à celles  (C  J et  (C' ).  -,  


15.  Prenons  {Jig.  iS"?)  pour  e\emple  le  système  do  deux  el- 
lipses (C)  et  (C'),  de  {grandeur  et  de  situation  arbitraires,  mais, 
pourtant  telles,  (|u’ell('s  soient  entièrement  extérieures  l’une 
à l’autre.  La  courbe  parcourue  par  le  point  O,  passant  néces- 
sairement par  les  cenires  C et  (7  des  deux  ellipstM»,  aura  une 
partie  de  son  cours  entièrement  au  deliors  de  ces  ellips(*s,  et 
il  existera  une  infinité  de  positions  correspondantes  d(!  la 
droite  mn,  pour  lesquelles  elle  sera  tout  à fait  extérieure  à ces 
mêmes  courbes.  . 

» •* 

Cela  posé,  considérons,  comme  ci-<lessus,  les  deux  coniques 
supplémentaires  qui  corresp(Mideni  à une  te IJo'’ position  de  la 
limite  «irt;  il  est  évident  qu’on  aura  démontré  que  le  point  M 
se  confond,  pour  une  certaine  position  do  om,  avec  le  point  M', 
et,  par  conséquent,  le  point  N avec  le  point  N',  si  l’on  parvient, 
à prouver  que,  parmi  tôtites  les  grandeurs  que  peut  prendre 
la  corde  MN,  il  y en  a deux  telles,  i|ue  l’une  Soit  plus  grande  et 
l’autre  pins  petite  que 'celle  de  M^N'  qui  lui  correspond  ; Car, 
à cause  (le  lu  loi  de  conlhutité,  il  y aura  nécessairement  une 
position  intermédiaire  où  ces  cordes  seront  parfaitement  égales. 
Or,  si  l’on  suppôse  que,  daiiÿ  la  silnalioii  actuelle  des  hyper-' 
bolcs  supplémentaires,  MN  soit  plus  grand  que  M'N',  il  ne 
sera  pas  diflicile  de  s’apercevoir  qu’il  existe  uiie  autre  position 
du  système  pour  laquelle  la  corde  MN  devenant  nulle,  lès 
points  M et  N se  réunissent  au  point  O.  ' ' . • 

En  effet,  cette  circonstance  arri ve, nécessairement  xjuaiid  le 
point  O se  trouve  sur  l’ellipse  corrésppndaïUe  <C},  eu  sorte 
qu’il  suflit  de  démontrer  que  la  courbe  des  points  O rencontre 
• effectivement  cétte  ellipse;  mais  c’est  ce  t|ui  a lieu  précisé- 
ment dans  la  supposition  actuelle,  puisq'uc  la  courbe  ((l)  passe 
■ pat*  les  centres  C etC  (I  V),  et  que  les  ellipses  étant  eiitièronient 
extérieures  rùne  9 Paùtre,  le  point  0 doit  nécessairement  les 
traverser  toutes  (Unix  par  uu  ipouvemeht  continu. 

Donc.  PU  effet,, il  existe  iiir‘  position  du  point  <)  pour  la- 
quelle l,|  c(inb'‘M\  csl  plus  gramlc.  et  unt' autre  pour  bjqnclb' 
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ceUe.  <’ürileï">l  plirs  pflUo  qüc  sa'TprrosjMMidniUc  M'N';  ce  (]ii-i 
lie  .peul/avoii;  lieu  i|u'il  cvikie  um;  posilioii  iniei  iné' 

tliàin;  où  ces  cordes  sont  parfailepieiil  'égales  et  se  conrondeirt 
par.  conséi^ùenl  en,u»e  seule,  (|iif  devient  ainsi-rme  corde 
idéale  coraimtnc  !iUK  deux  ellipses  proposées.-'  / 

lü.  J.a  courbe  des  points  O reéronlrant  nécessaireijient  flia- 
çuiié  de  ■celles*(C)  au  liio'ins  en  deirx  points  réels,. 

‘l'oLsipté.  après  être  eptrée  diurS  leur  Intérieur-.et  avoir  passé 
par  leurs eenfre.s  respectifs,  elle  doit  néees.sairenient  en  ix^- 
sbrlir,  on  poul-rait  prouver, ' en  sriivanl  l’esprit  des  rajsonne- 
inçiils  que  noiis  venons  de  inettri'  en  usage,  que  les  deux  sec- 
,tibn.s*  coniques’donl  il  s’agK  ont  une  autre  corde  idéale  com- 
mun (>•  dilférenté  de- celle  ipii  précède.  Enfin,  il  ne  serait  pas 
difficile  de  Constater,  rexisiencé  de  Semtdables  cordes  pour 
d’autres  éîrconstanees  égalenuMVl  étendues;,  mais, il  suffit,  pour 
notre  objet  actuel,  d’avoir  prouvé  la -çhbse  d’une  manière  gé- 
nérale et  en  qtiel(|ue  sorte  indéterminée,  et- d’avoir  fait  coii- 
iialtre  même  les  movens,  propres  à construire  'ces  cordes  gra- 
pliiqiieinent^  dans  tous.  Tes  cas  possibles,  effet,  datts  la 
discussion. qui  précède,  nous  n’avons  iittribiié  aucune  Can- 
deur absolue  on  fixe  aux  partit's  (|ui  délenninenl  la  grandeur 
et  la  posilioa  du  système  : la  seule  condition  admise  ne  lient 
qu’à  une  limitation  de-  la  possibifilé  de  résoudre  le  problème,’' 
et  celte  limitation  laisse  d’ailleurs  tout  indéterminé.  L.a  nature 
pariiculié.re  supposée  aux  deux  scclioivs  coniques  n.e  détruit  pas 
la  généralité  îles  raisonnements,  car  ces  raisnnnéinents  en  sont 
indél»endanls,  et  ils  subsistent,  pourvu’ (|ii’niie  partie  de  la 
courbe  (les  points  O soit  à la  fois  au  dehors  des  deux  sections 
conicjues,  quelle  que  soit  d’ailleurs  leur  espèce;  or,  cette  condi- 
lioir  laisse  entièrement  indélèrminée,  entre,  certaines  limites, 
la  grandeur  des  partii^s  du  système.  • ♦ 

, Il  eu  est  ici  Comme  de  l’analyse  clle-môme,  oit, l’on  regarde 
tme  quantité,  objet  d’on  problème,  comme  généralement  pos-: 
sible  quand,  les  conditions  de  sa  réalité,  dans  les  équations 
finales  qui  le  déterminent,  sont  indépendantes  de  toute  gran- 
deur ou  j-elalion  absolue  et  donné(;,.el  (pte  ees  rontlilioiis 
laissent  variables  entre  eerlaines  limites  les.  div erses  iptanlilés 
'jiii  fixent  Je  sysléim-;  ' • 
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ConcUions  doncfqiifi  : • ‘ , '•  • 

. « Peux  seciionï‘çoni(fups,.sitnéc8  sur  un  mêiT\e‘ plan  .'onl 

o.en  sénéml  Cl  pour  des  siluatknis  indélerndiiops»  des  cordes 
» el  des  sécahuis  idéàlc’s  commuiWîs,  tout- cdmiUe  elles  oui. 

Il  pour  de  semblables,  sïluaiions,  des  poinis  d’inlersi’ciiou 
»■  reels'el  des' cordes  réelles  égalemenl  coinriiunCs.  » 

• 17.  Pour  faire  ènirei'oir  à l'avauce  rulilité  que  peulpréscii- ' 

1er  la  ’considéralion’  des  cordes  idéales,  el,  en  niénie  lemjps» 
pour  faire  seqiir  le'bul  (lu’oa  se  prop.osf'  en  les  admeitanl  d.ins 
les  rtcliércbes  p<'‘omclriqnes,  Doux  préscniérons,  dès  .à  pré- 
senl,  un  exemple  bien  eoilnu,  où  leur  emploi  péui  paiàllre  d(> 
aiuelque  impOrUuîfe  pour  la  solulion  d’umj  ’diffieullé  singû-< 
Hère,  qui  se  piX’senlc.assfjz  souveril  diuis  les  applications  de 
la  liéomélrié-desciaplive:  ' . . . , ■ ‘ ' 

Quand  on  propose  de  reobereber  la  courbe  d’inlcrsêcrioh 
de  deux  surfaces  de  réyoliilion  dont  les  axts  sont  dans  un  niùne' 
plan,  on  arrive,  comme  on  sait»  à la  consiruction  suivante,, 
pour  déterminer  un  point  quclcomjuè  de  la  projection  de  la^ 
eoucb(!  sur, le  plan  diamétral  qui  co'ulienl  à la  fois  les  deux 
, axes  (*)•■  ^ . 

Soient  ^B,  SB'  {Jig.  i53)  les  deux  axes  en  (jueslion;  AMB, 

• • fis.  lis.  . ’ • . . • ■ 


<•  . > J' 


M,  ' . i ■"  c'  i 

•'/  . • ^ 

. y te  • \ '•  ■ >'  ■ . 


A'.M'B'  ou  (C)  el  (C')  les  deux  courbes  pénéraliic.es,  situées 
(')  frirla  dr.iilirtiii-  itiM  riprirc  {\e  ‘ 
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l’iiiii' el  riuilre  <lans'lc  plan  rommuii  tt<*9  iixps,  courbes  que 
■ nous  supposerons  ici  louies  deux  dtîs  ellipses;  du  point  d’in-  ' 
lorseciion  S de  ces  axes,  coininé  centre,  soit  décrite  à'volonté'  , ■ 
uni*  cirponrérence  de  cercle  rencontrant  «à  la  fois  les  deux 
courbes;  soit  tracée  pour  chacune  d'elles  la  'corde  M\  Ou 
M'N"  (|ui  lui  est  commune  avec  ce  corde, .le  point  l de  Fin-  • 
tersection  mutuelle  <lcs  deux  cordes  ainsi  tnicées  appartien- 
ilra  à la  projection  de  la  courbe  de  pénétration  des  deux  sur- 
faces sur  le  plan  commun  des  axes. 

Cette  construction  s’applique  très-bien  à tous  les  points  de 
la  courbe  qui  sont  situés  entre  les  limites  eXtrémes'où  le  cercle 
cesse  de  rencontrer  à la  fois  les  ellipseS  génératrices,  et,  en  ' 
cela,  elle  sert  à. donner  tous  ceux  qui  peuvent  répondre  à'ia 
commune  intersection  des  deux  surfaces  (|iie  l’on  consrdère;'-  . . 
mais  elle  est  tout  à fait  inapplicable  à ceuV  qui  sont  situés  ;iu  ■ 
delà  de  ces  mêmes  limites  : les  points  M et  N,  M’  et,  N',  où  la 
circonférence  coupe  les  deux  génératrices,  deviennent,  en 
effet,  en  tout  ou  en  partie  imagiiiaires. 

A ne  consulter  (pie  la  inainère  ordinaire  de  voir  en  (îéomé- 
icie,  il  semblerait  naturel  de  penser  ipie  la  génééation  de  la 
courbe  no  sUitend  pas  au  delà  des  liiniies  ipie  nous  venons  (fe 
reconnaître,  ut  (pi’ainsi  cctfe  généralion  né  serait  pas  sujette  a 
la  loi  de  continuité  qui  subsiste  dans  toutes  les  courbes  géomé-  ’ 
tri(]ues;  mais  ce  .s<p-ait  une  véritable  erreur  que  de  le  supposer, 
erreur  ipii  serait  contraire  aux  notions  et  aux  résultat^  leitplus 
certains  de  l’Analyse  algébriqu»;.  On  trouve,  en  effet,  par  les 
procédés  ipii  lui  sont  pixtpres.'ipre  la  courbe  des  points  I s’é- 
temfà  rinliui.pur  une  loi  continue,  et  qu'eu  pariiculiei',  c’est 
une  hyperbole  quand  les  axers  de  révolution  SH,  S' H'  sont  én 
nu'une  temps  des  axes  principaux  'des  ellipws  corresiion- 
dantes.  • - ” ' 

18.  Ce  paradoxi;  géométriciue  disparaît  dés  rinstant  où  l’on 
admet,  ainsi  qu’il  est  natiin*!  de  le  faire,  que  les  séranti's  com- 
muiKts  MN,  M'N',  «pii  d’abord  étaient  réelles. et  absolnes.  .se- 
sont  changées  en  dés  sécantes  conmuines  purement  idéales.  • • 
jouissant  d’ailleurs  des  mêmes  caractères  tiuanl  à l'tdijet  <pi’on 
se  propose.  Il  résulte,  mt- (>ff<‘l.  des  principi's  ipii  pn’cèdmil, 
que  ces  si'^cantes  potm-onl  subsistei-  ('l  si;  (’onsiriiire,  même 
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quand  iec<*rcle  auxiliaire  on  question  ne  r.eHrontrera  plus  les 
courbes  Kcnérairices,  ou,  si  l’on  veut,  les  reucon'lrera  en  des 
|KuiUs  imaginaires., 

Siil)i)osons,  ])Our  exemple,  le  cas  déjà  cité  où  les  droites 
\|{,  V'B'  Sont  les  axes  principaux  des  deux  ellipses:  avant 
dt'crit  à volonté  une  circonférence  de  cercle  qui  ne  rencontre 
ni  l’iiiK'  ni  raulre  de  ces  courbes,  pour  trouver,  inalpri’*  ceUi, 
les  s('-canies  comtnunes  correspondantes  qui  seront  nécessai- 
remeiil  idéales,  on  tracera  pour  cliaqtie  ellipse,  pour  celle  AMB 
par  exemple,  la  coiii(|ue  supplémenlaire  ()ui  a mêmes  axes 
(ju’elle  et  VB  |iour  diamètre  dp  contact.  On  tracera  pareille- 
ment rii,\ perlnde  équilatère  ()ui  correspond  au  cercle  auxi- 
liaire  et  a le  dianièlre  com|)ris  sur  SB  pour  axe  de  contact; 
cherchant  ensuite  celle  des  sécantes  comniuiies  à cessupplé- 
mentairi's  qui  est  perpendiculaire  à l’axe  AB,  ce  sera  évi- 
<lemmiMil  la  Sécante  idi'^ale  commune  au  cercle  auxiliaire  et  à 
l'ellipse  AMB.  line  opération  semblable  donnerait  celle  (|ui 
l'orrespond  à la’  courbe  A'M'B',  et  le  point  où  sa  direction  irait 
couper  celle  (le  la  iircmièia;  serait  nécessairement  un  de  cenx 
lin  piidon^emenl  de  là  courbe  des  points  I.  Il  est  visible,  en 
eflei.  que  les  points  ainsi  obtemus  jmtiront  de  la  même  pix>- 
priéli'  que  les  premiers,  savoir:  (|ue,  « si  Me  l’iiu  quelconque 
Il  il'eiiire  eux  on  abaisse  des  piM'pemliculaircssnr  les  diamètres 
» AB  et  A' B',  les  rectan;;les  (h*s  set;ments  qu'elles  v fonneront 
II.  seront  toujours  entre  eux  dans  un  rapport  constant  (oli).  » 

Il  est  à remarquer,  au  surplus,  que  la  construction  précé- 
dente donneiait  siiimltancment  deux  s('>canles  idi'-ales  cor^ 
respomiant  à cha(|U((  courbi'  {'énératrice,  et  (|u’aiilsi  bmr 
inters(tctioti  mutuelle 'donnerait  ii  la  fois  (piatre  poblts  appar- 
tenant à la  courbe  cberchéi*.  , 

. 19.  On  voit,  par  cet  exemple  particulier,  combien  il  devient 
nécessaire  d’étendre  le  langage  et  les  conceptions  do  la  Géomé- 
trie ordinaire  et  de  les  rapprocher  de  celles  déjà  admises  dans 
la  Geométrip  analytiijue".  Vouloir  repdusser  des  expressions, 
fondées  sur  des  rapports  exacts  et  rigoureux,  quoiqtte  parfois 
purement  figurés,  pour  y-substiiuer  des  noms  insignifiants  et 
qui  no  ràpjjellent  (pie  des  caractères  particuliers  ou  insolites 
de  l’objet  définj;  éviter  de  se  S<‘rvirdans  le  raisonnement  géo- 
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iiuHrique  dis  OApresÿions-oi  des  iiolions  i|ui  qiialilient  lu  uo»-* 
l'xislencc  el  la  rappclleiit,  ce  serait  vérilablemeiil  refusera  la’ 
tîçoiriélric  ratiojiiielle  les  seuls  iiiovens  qu’elle,  aildeiuivre  les 
progrès  de  l’Analyse  algébrique,  et  d’iiiierpréler  d’une  ipa- 
nière  satisfaisante  les  Conséquences  des  résultats  souvent  bi- 
zarres, auxquels  elle  iiarvient. , • , • . . 

niais  il  est  temps  que  nous  revenions  à l’objet  véritable  de» 
discussions  que  nous  avons  un  instant  ^.alnmdonnées,  dans  je 
, dessein  de  répandre,  quelque  jour  sur  la  ijature  du  sujet. 

> , • '* 

20.  Appelons  M,  N,  P et  Q (J(g-  i5{)  quatre  points  appar- 
lenant  à rjntersectionnnuiuelle  de  deux,  sectirtns  coniques,  et 

’ ' ' i’’!-  • r 

• '■  ■ d. 


joignons  deux  à deux'ces  points  par  des  lignes  droites  indéli- 
niinciit  prolongées  ; on  obtiendra  «ix  cordes' coinimines  à la 
fois  aux  deux  courbes,  qui  seront  telles,  que  cbacune  d’entre 
elles  eu  rencontrera  une  autre,  et  seulement  une  autre,  au 
dehors  du  périmètre  do  ces  courbes  ; il  y aura  donc  trois  .sys- 
tèmes semblables  de  cordés  communes  qui  formeront  un 
quadrilatère  ordinaire  MÎSPQ  avec  ses  deux  diagonales;  nous 
appellerons  leS’ deux. cordes  d’un  môme,  système  conHes  cout- 
nuuies  conjuguées.  D'après  cela,  dans  la  ligure,  les  cordi's  MN 
<“t  1*0  (|ui  se  rencontrent  en  K,  au  delà  du  périmètre  des  deuv 
courbes,  sont  conjuguées  entre  elles;  il  en  est  de  même  du 
sysième'd*^  cordes  MO.M*  et  de  celui  MP,  NO. 

Nous  MÙToiis  plus  tan)  les.  raisons  (|ui  pmiveiit  déterminer 
à adoplèr  cette  dénu(uiuatiou,  d’ailleurs  très-naturelle;  irour 
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lo  raoint-iU^  nous  IVroiis  lynmrfjin^r  <i*ie  si'  cleiiv  coT<k‘S  coiiju- 
toiles-  i|fio  l'N  olt^>M,  (tar  o\oinj>lc,  vioimeiil‘à  se  raj)- 
inaielier  j'u'^il.’ù  se  réunit  cniiii  en  une  seule,  les  points  M- 
èi  Nj  eoniiiiuns  à la  lois  aiuv  ileux  coniijucs,  se  réimironi  aussi' 
,en  un  si'ul,  de  nvènie  (}ue  leurs. opposés  I*  et  Q;..les  cordes 
epnju{4nees  MN  et  deviendisiiH  donc  des  tangenies  eom- 
ni^nos.à  la  fois  aux  deux  courbes,  le  point  K de  leur  inlèrsc'C-- 
lion  junluelle  .étant  ainsi  le  p<Me  eonnuun.defe  qiiatn*' autres 
* cordes  confondues  en  une  seule  avee^^eJle  dé-contact, 

1);his  ces  niènie.s  cjrcojistances.  les  detrx  sections  conirptes 
correspondantes .soiit  devenues  lanjtenles  en  deux  points  réels, 
et  la  droite  (pii  joint  |e  pôle  avec  le  centre  dé' la  cordé,  corii- 
iniine  do  contact  est  à la  fois,  da-ns  l'une  et  l’aulre  courbe  (5)‘,, 
le  diamètre  conjugué  à celui  (|ui  est  parallèle  à cette  corde  (U> 
coutaci.  ^ - • ' \ 

•V.  •* 

21.  Quand. deux  sections  conicpies  tracées  sur  un  même 
plan  seront  telles,  ipl’avanl  uii  système  de  conitpies ’suppb'-- 
menlaires  remplissant  les  conditions  de  l’article  13,  ces-  stip- 
pléinojitaires  se  lourlient,  en  outre,  en  deux  points  réels',  la 
corde  de  contact  de  ce,s  points,  qui,  d'a]irès  la  délinilioiu  esl 
une  corde  idéalé  commune,  aux  deux  courbes  | roposées, 
pourra  être  considérée^  selon  Cf  qui  précédé,' Comme  la  réii- 
ninii  de  deux  -cordes  réelles  .cointuunes  .-hix  supplémentaires 
et,  par  conséquent  aussi,  comme  la  réunion  de  deux  corde.^ 
idéales  Communes  aux  jiroposécs.  11  sera  donc  naturel  de  dire 
.alors  que  les  sections  éoniques  données  ont  une,  cqrde  idéale 
de  contact,  qu’ellfs  s'c  toucbeni  -en  deux  points  imaginaires 
suivant  celte  nièrile  Corde,  qu’eiifin  ces  courbc's  ont  encore 
tleiiV  autres  cordes  co-mmuues,  toutes  deux  imaginaires  cl  qui 
-sont  les’ langenles-aux  points  de  coii'lacl  en  (piestioii.' 

22,  Si  l’i'm  se  r.appelle  (9)  (pie  la  section  coniipie  snpplé- 
inentoire  d'une  cotiique.  p*r  ra'piïort  à onc  Corde  idé;ale  doniu’-e 
sur  un  plan, -a  n.iême  centre,  même  diamètre  conjugué  à cetin 
corde;  que,  de  plus,  le  pt'jle  de  cette  dernière,  son  milieu  oit 
centre!  sont  aus.si  les  mènurs  ( 12)  pour,  l’une  et  l'ipur  rautre,' 
et  se  trouvent  situés  à^la  fois  sur  le  diamètre  en  (pieslioii,  ou 
jiouri-a  çn  (joiR'lurc  que  deux  sections  eojiicpies  qui  ont  une. 
C(mle  idéale. de  contiup  commune,  et  se  louebeul  ptir  eonsé- 
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iHieiil  «Ml  (les  [Miiins  iiimginaires,  d’après  la  (L'dinitioii  c|iii  pré- 
cède, soni  nlisolunient.  d;nis  les  jnèmes  cirronslances  à l’i-gard 
de  relie  eorde  que  si  le  coniaet  des  deux  seciiotis  Corii(]ues 
('■lail  réel;  car  les  rordes  réelles  el  les  cordes  idéales  roni- 
iiiiines,  considérées  dans  leur  direrlion  indéllnie,  sonl  assii- 
jellies  aux  mêmes  eondiiions,  el  il  en  est  ainsi  des  |uMes  (|ui 
leur  correspondent  respecliveinent.  lies  deux  sysièmes,  ]ouis- 
’sanl  d’une  propriété  commune,  soûl  donc  véritablement  deux 
systèmes  soumis  à la  même  loi,  et  qui  ne  diffèrent  absolument 
l’un  de  l’autre  que  parla  situation  particulière  des  deux  courbes 
dont  ils  se  composent  ; il  ei>  est  ici  évidemment  comme  dii 
système  de  deux  sections  çoniques  quelconques,  qui  ont  des 
cordes  communes  réelles  pour  certaines  posiii<uis  et  des 
cordes  communes  idéales  pour  d’autres. 

23.  De  tout  ce  (|ui  vient  d’être  dit  sur  les  contacts  doubles 
des  seclicins  coniques,  il  résulte  qu’il  sera  toujours  facile  d(* 
rcconnaiire,  à priori,  si  deux  semblables  courbes,  situées  sur 
uii  môme  plan,  sont  enln;  elles  en  contai  t idéal,  on  ont  une 
corde  idéale  de  contact  commune;  car  il  suffira  de  tracer  le 
diamètre  qui  passe  à la  fois  par  leurs  centres;  puis  de  décrire 
l('s  coniques  supplémentaires  conjuguées  à ce  diamètre  et  aux 
(leux  courbes  donin'*î?s,  et  de  s’assurer  ensuite,  d’une  façon 
ou  d’une  autre,  qu’elles  ont  un  double  contact  réel. 

Les  considérations  que  nous  venons  d’offrir  Sur  les  cordes 
réelles  ou  idéales  communes  au  système  de'  deux  sections 
coniques  conduisent  directement  à (J^lel(Iues  notions  nou- 
velles touchant  les  sections  coni(|ues.  Nous  croyôns,  pour  le 
moment,  devoir  nous  borner  à l’examen  de  celles  d’entre 
elles  qui  peuvent  présenter  le  plus  d’intérêt  par  leur  généra- 
lité, et  c’est  par  là  (|ue  nous  terminerons  ce  premier  patît- 
graphe. 

2i-.  Deux  hyperboles  siiué(“s  sui«un  même  plan,  qui  sont 
semblables  el  semblablement  phicées  sur  ce  plan,  ont  évi- 
demment leurs  asymptotes  respectivement  parallèles,  el  con- 
courent par  consé(|uenl  en  deux  points  n'cls  à l’infini,  appar- 
tenant à la  fois  aux  deux  systèmes  d’asymptotes  dont  il  s’agii(7): 
(loue  c//ci  ont  une  eorde  réelle  eo,mniinie  située  à une  distance 
infinie  sur  leur  plan. 
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Pareillement,  tfuand  deux  ellipses,  siluéos  sur  un  mtline 
plan,  sont  semblables  cl  semblablement  placées  sur  ce  plan, 
il  existe  une  inlinilé  de  systèmes  d’hyperboles  supplénieii- 
tairhs,  conjuguées  ï une  même  direction  de  diamètres  des 
ellipsjîs  proposées/ 10),  et , pour  chacun  de  ces  systèmes  en 
particulier,  les  hyperboles  supplémentaires  sont  évidemment 
semblables  et  semblablement  situées,  x;l  ont,  d’après  ce  qui 
precètle,  une  corde  commune  à rinfinl;  donc  aussi'  les  ellipses 
proposées  ont  une  coi  Je  idéale  qui  leur  est  commune  à l’in  - 
Jini,  c’est-à-dire,  en  d’autres  termes,  qu'elles  peuvent  être 
regardées  conime  avant  deux  points  imaginaires'  en  commun 
ù l'injini. 

Vu  reste,  on  peut  rcmarquér  que  la  direction  de  la  corde 
dont  il  s’agit  est  nécessairement  indéterminée,  puisqu’il  y a- 
une  inriiu'té  dè  systèmes  d’hyperboles  supplémentaires  autour 
des  ellipses  proposées,  répondant  à nuliniié  pareille  de  sys- 
tèmes de  diamètres  conjugués  dont  la  direction  est  commune 
à ces  ellipses.  La  môme  pidéiermination  subsiste  évidemment 
quant  à la  direction, dp  la  corde  à l’infini  commune  à deux 
hyperboles  semblables  .et  semblabicmenl  placées  sur  un  plan, 
car  rien  n’indique  à priori  si  cette  corde  fait  plulèt  partie  dp 
tel  système  do  cordes  parallèles  que  de  tel  autre.  Ainsi  : , 

« Deux  hyperboles  ou  deux  elltpsés  semblables  cl  sembla* 

» blemeni  placées  sur  un  même  plan',  ont  une  corde  com- 
» mune  à l'infini,  qui  est  réelle  pour  les  hyperboles  et  idéale 
I)  pour  les  ellipses,  mais,  dans  tous  les  cas,  enlièremcni 
» indéterminée  de  situation  à l’égard  des  courbes  auxquelles 
» elle  appartient,  n 

25.  Si,  au  lien  de  doux  hyperboles  ou  de  deux  ellipses,  on 
en  con.sidériTil  nn  nombre  quelconque  qui  soient  tontes  sem- 
blables et  semblablement  placées  sur  un  même  plan,  on  prou-» 
verait  également  qu  elles  ont  a 1 infini  une  corde  unique  qUr 
est  à la  fois  commune  à tout  leur  système;  mais  cette  corde’, 
serait  nécessairement  idéale  pour  le  système  des  ellipses 
c’est-à-dire  que  : 

« Le  système  d’un  nombre  qitelconqne,  d’hyperboles  ou  ■ 
» d’ellipses,  toutes  situées  sur  un  même  plan,  semblables  et 
» semblablement  placées  sur  ce  plan,  a une  corde  â l’infini 
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« romtmino  à tou  les  les  courbes  du  système,  mais  qui  est 
» réelle  jiour  le  système  des  liyperbolcs  et  idéale  pour  celui 
» des  ellipses.  . . . ;• 

26.  Qu.ind  deux  liyperi^oles  semblables  et  semblablement  ' 

placées  siir  un  même  plan  sont  en  outre  concentriques,  elles, 
ont  évidemment  mêmes  asymptotes  ou  mêmes  tangentes  aux  . ' 
deux  points. (lui  leur  <ont  commims  à l’infini;  ainsi  elles  se 
touchent  en  deux  points  réels,  et  par  conséquent  elles  ont 
une  vorile  réelle  (le  çontnci ; mais  celte  corde  est  située  en- 
tièrement à l’infini.  Or  il  suit  dé  là  et  du  raisonnement  qui 
précède,  (|ue deux  (dlipses  qui  sont  concentriques,  semblantes  • 
et  semldaldemeiil  situées  Sur  un  nlême  phm,  ont  également^’ 
une  corde  de  contact  commune  à rinfini,  mais  qui-  est  idéale;' 
cl,  comme  la  même  chose  subsiste  nécessairement  pour  un 
nombre  f|uelconque  d’ellipses 'ou  d’hyperboles,  on  peut  •. 
énoncer  ce  nouveau  princqie;  ■ ' ; ! ' ’ 

rt.'Lc  système  d’un  iiombre  quelconque  d’hyperboles  ou 
» d’ellipses,  toutes  concentriques,  semblables  et  scmblable- 
» fticnt  placées  sur  un  même  plan,  a une  corde  de  contact  à 
» l’infini  commune  à lonle«;  les  courbes  du  système,  mais  qui 
» est  réelle  pour  le  syslèmè  des  hyperboles  et  idéale  ])our 
» c-cUii  des  ellipses..  » ' ! ' • ' ' , ’ 

■ Les  propositions  réciprocpies  résultent  évidommeni  ides 
principes  mêmes  qui  vienneni  d’être  posés;  ainsi)  par  ' ' 
exemple  î . ' . ^ -, 

• . « Si  deux  ou  plusieurs  sections  coniques,  situées  sur  un  . 

» même  plan,  ont  une  cord<-  commune  réelle  ou  idéale  située 
»’  à l’infini,  elles  sont  nécessairement  semblables  et  sembla— 

» blemcnl  jdacées  sur  ce  plan.  » • 

27.  Nous  remar(|ucrous,  avant  de  tcrhiiuer  ce  sujet,  que 
l’indélermiiiation  qui  a lieu  pour  la  corde  commune  à l’in- 
fini, quand  on  considère  des  sections  coniques  semblables  et 
semblablement  placées  sur  uu  plan,  subsiste  également  <juand 
ces  sections  coniques  deviennent  concentriques.  En  général,  • 
quand  une  ligne  droite  se  transporte  d’un  mouvement  con- 
tinu, téais  d’ailleurs  quelconque,  jusqu’à  une  distance  infinie, 
sans  quitter  le  plan  de  la  figure  à laquello  elle  appartient,  elle 
devient  nécessairement  indéterminée  dé  situation  sur  ce  plan 
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' à l’éRanl  des  atitrôs  objets"  de  la  figure.  Cela  résulte  immédia- 
leniem  de  ce 'que,  par  suite  de' l’admission'  de  la  contimtité 
. . . dans  les.  lois  géométriques,  « tous  les  points  à l’infini  d’un,  • ! 

» plan  doivent  être  considérés  idéalement  comme  distribués  ; ■ , 

• ' U sur  une  ligne  droite  uni(iu<>,  située  à l'infini  sur  Ce  plan,  . ' ’ •_ 

• ’ » mais  d’ailleurs  indéterminée  de sitiwtion  a l’égard  des  autres 

•»  objets  de  la  figure.  » 

î.es  considératiops  (|ui  vienneiu  de  mtus  occuper' peuvent . » • 

-servir,  dés' à prréent,  a justifier  cette  notion  piircmeitl  méta-  •.  . 
plivsiqne;  nous  la  yerron-S  se  reproduire  sous  plusieurs  lormes,  ' . 

* • dans  diverses  circonstances'  particulières,  et  nous  aoums  . 

■ . même  oceasion  de  la  justifier  d’ime  manière  genor.ile'et  d’en  . ■■ 

donner  tinc  explication  satisfaisante  ati  inttyen  des  ronsidéra- 
-■  '-.lions  propres  il  I, a perspective.  .Vu  reste,  celle  même  noHoit  • . • ' 

pourrait  se  jiLslificr  directement  au  moyeu  des  principes  reçus 
. ■ .eu  Analyse î mais  nous  croyons  ba  ebose  pour  le  moins  peu 
mile,  si  ce  n’est  snperllue  (*);  car  là,  comme. en  Uéométrie,  ' 
les  nolimis  abstraites  et  purement  figurées, ont  ])oor  principe  •, 

, ,,  uniipié  la  volonté  qu’on  a d’éiendre  la  conception  d'une  ligtiro,  ' ' ' 

■ , . .acluellemoin  géométrique. et  jiossible,  à tous  les  étals  qne,  ; j 
jieiM  prendre  cette  figure,  même  à ceux  où  cerlàins'ôbjcts 
' penleni  leur  existence  absolue.  ' ■ ' 

■ . Après  ai olr  posé,  dans  ce  premier  paragraphe , les  notions  ’ • ' • 

. '..  gi'in'Males  qui  concernent  les  cordes  réelles  ou  idéales  des  ' 

sections  conif|iies,  nous  croyons  devoir,  avant  de  passer  ànx  . •" 

• pritM'ipes  di*.  iirojeciion  qui  forment  la  base  principale  de  ces  . 

_ -,  rechcrcbcs,  nous  arrêter  quelque  temps  à l'examen  des  di-  • 

■ verses  inopriétés  dont  C(‘S  cordes  jouissent  dans  le  cas. simple  . 

• . ' (le  la  circonférence  du  cercle.  Par  là  nous  acquerrons  des  idt’cs  . 

nouvelles  et  précisés  sur  la  nariurc  de  ces  ligniis;  nous'  édai-  \ . 

' rerotis  l'objet  des  définitions  qui  précèdent,  et  nous  pourrons  ' ' 

ensuite  poursuivre,  .sans  beaucoup  de  peine,  j’examen  des  ' 
sections  coniques  en  général.  , ' *•  V'  • 


{*)  yoir  dans  le  IV'  Cahier,  art.  3 de  ce  volume,, une  note  récente 
annc.xéu  au  5témoirc  sur  la  thêorii-  des  fxAaircs  réciproques,  c.xlraite  des 
-^/1/wfc.t  rfe /T/(rrt//tvH«//y«cy  de  Monlpellièr  {t.  YllI,  janvier.  1818).  . ' ’ 


. ' ' • 

f ' ■ * 
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" § II.  — Des  cordes  et  sécantes  idéales-  considérées  dans  ; . 

LE  CAS  PARTtCl  LIER  DE  LA  CIRCONFÉREN.CE  DE  CERCLE. 

* ' * - ' ' 

28.  La  conique  supplénientalre  d’uno  circonférence  de 
cercle  est  évidemmcnl  une  hjperbole  équilalère  (9)  autant 
même  centre  et  même  diamètre  qu’elle.  Comme  .pour  les 
autres  sections  coniques,  le  nombre  de  ces  hyperboles  supplé-'  /■ 
mentaires  est  Infini;  mais  il  n’y  en  a qu’une  seule  qui  corres- 
ponde à une  droite  donnée  sur  le  plan  du  cercle  ; c’est  celle 
dont  le  diamètre  de  contact  est  perpendiculaire  à cette  droite. 

; Soient  ntn  çt  ABT,  ou  (C),  Jig.  i55,.la  droite  et  la  circon- 
férence de  cercle  en  question;  silpposons  que  cette  droite  ’ 


soit  corde  ou  sécante  idéale  du  cercle,  et  qu’ainsi  elle  pe  le 
pénètre  pas;  abaissons-Iui  du  centre  C,  le  diamètre  perpendi- 
culaire -AB;  décrivons  sur  ce  diamètre  une  hyperbole  équi- 
latère  : elle  rencontrera  la  corde  idéale  aux  points  M et  N,  et 
sera , d’après  ce  qui  précède,  la  supplémentaire  correspon- 
dante du  cercle  (C);  le  point  G,  où  le  diamètre  AB  rencontre 
la  corde  mn,  sera  le  centre  idéal  de  cette  corde;  de  plus,  on 
-aura  aussi,  d’après  la  propriété  connuë  de  l’hyperbole  équi- 
latère,  • , 

OM.ON?=  Ôivî’  =;=  OA.OB.  ... 
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D’un  point' quelcontiue  P de  la  corde  mn,  menons  une  lan 
gcnte  PT  au  cercle  (C),  traçons  le  rayon  de  contact  CT  ét  la 
droite  CP,  on  aura 


pt’  = cp’ — ct’  ==  PO^  -h  5c’ — Ac’  = po’ 


OA.OB, 


et,  par  conséquent. 


PT 


PQ  4- OA.OB  = PO  4- MO 


Telle  est  la  propriété  qui  lie  la  corde  idéale  MN  au  cerje  (C) 
et  à son. hyperbole  supplémentaire;  elle  est,  comme  on  peut  • 
5'en  assurer,  parfaitément  analogue  à celle  qui  aurait  Heu  pour 
•.  le  cercle  (C)  lui-même,  considéré  seul,  si  la  corde  mn  était 
réelle;  car,  en  répélaiit  le  raisonnement  qui  précède,  ou 
aurait  alors  , •<  ^ . 

* pf’  = PÔ’^ OA.OB  =?:PÔ’-iüM’.  ’ • 

Au  fieu  de  mener  au  cercie,  dans  le  cas  qui  précède,  la  tan-,  '• 
gente  TP,  traçons  la  sécante  arbitraire  Pf,  on  aura  . ' ' ■ 

. PT*=  PE. PF;  ■ 

donc,  pour  tous  les  points  de  la  séconte  idéale  inn,  on  a , ..• . 

' JL'  ' . ' 

' • PE.PF  = PÔ-’4-0A.0B=i  Po’4-Ôm’.  ' 

■ ■ ' I • . , ^ I 

• • N.  . 

, 29.  Pour  que  deux  circonférences, de  cercle,  tracées  sur  un 

, même  plan,  aient  une  corde  idéale  commune,  il  faut,  d’après 
la  dédiiition  (l'S),  qu’en  premier  Heu  le  diamètre  conjugué  à 
fa  direction  de  cette  corde,  par  rapport  à l’un  de?  deux  cercles, 
et  celuî'qui  est  conjugué  à la  même  cordé,  par  rapport  à Tau-  ^ 
^Iré,  se  rencontrent  au  point  milieu  ou  centre  dé  la  corde 
idéale  : or,  dans  le  cerclé,  le  diamètre  conjugué  à la  direction 
d'une  droite  est  perpendiculaire  à cette  droite;  donc  la  direc- 
tion des  diamètres  dont  il  S’agit  doit  être  la  même  pour  l’un 
et  l’autre  cercle,  et  se  confondre,  par  conséquent,  avec  celle  de 
la  droite  indéfinie  qui  joint  leurs  centres;  ainsi  la  corde  idéale 
'commune  à deux  cercles,  si  elle  existe ;■  doit  êire  perpen-  ^ 
diculaire  à la  ligne  des  cèntres,  comme  delà  a lieu  pour  les 
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cordos  rcclU’S.  En  second  liPu,  les  hyperboles  supplernen- 
Utires  à chaque  cercle,  décrites  sur  les  iliamèlrcs  respectifs 
'appartenant  à la  droite  des> centres,  doivent  aVoir  une  corde 
réelle  coinnuinc  perpendiculaire  à cirtte  droite.  Ces  conditions 
sont  necessaires  et  suflise.nt  jJQnr  déterminer  complètement  ■ 
toutes  les  cordes  idéales  communes  aux  cercles  pniposés.  ' , 

^ Puisque  les  h.vperholes  qui  donnent  lès  cordes  dont  il  s’agit 
sont  équilalères,  leurs ■asynq>totes  sont  nécessairement  paral- 
lèles ; donc  les  branches  correspoiidantes  concourent  respec- 
Uveinènt  à I jiifini,  Cl  ont  deux  points,  ou  une  corde,' en  • 
commun  à l’infini  (7);  et,  comme  celte  circonstance  a lieu 
indépendamment  de  la  s'iuiation  respective  des  deux  cercles 
donnés,  on  peut  dire  d’une  manière  figurée  que  ; 

« Deux  circonférences  de  cercle,  situées  d’une  manière 
» quelconque  sur  un  même  plan,  ont  toujours  une  corde  < 
» idéale  commune  placée  à rinfini  surice  plan.  » • 

- . • . / 

...  ^ . » 

■30.  Cette  conséquence  aurait  pu  se  déduire  itnniédialcmenl 
du  principe  de  l'article’ 24,  dont  file  n’est  qu’un  cas  très- 
particulier;  car  deux  circonférences  de  cercle  quelconques,' 
situées  suc  un  même  plan,  sont  évidemment  deux  courbes 
semblables  et  semblablement  situées  sur  ce  plan. 

. '•  ■’  ^ ■ 

31.  Les  deux  h.vperbolcs  supplémentaires  décritos'sur  les 
diamètres  respectifs  de  la  ligne  des  eenlres  ayant,  d'après  ce. 
qui  précède,  déjà  deux  points  en  eoiumun  à Finlîni,  tie  pour- 
isoni  évidemment  se  couper  de  nouveau  en  plus.de  deux  points 
réels  : (G)  et(C'),  /ig,  iS5,  étant  les  deux  circonférences  de 
cercle,  soient  M et  N les  points  dont  il  s’agit;  traçons  la  corde 
correspondante  ,mn;  on  aura  nécessairement  (28)  .’  ’ 

ÜÏÏ’  = 0.4 . OB  = O.V.  OB'.  ' . - » ' ! 


Telle  est  donc  la  condition  nouvelle  qui  fixe  la  position  de 
la  corde  commune  à l’égard  des  deux  cercles  : or  celle  condi- 
tion, qui  donne  la  corde  idéale  commune  à ces  cercles  quand 
ils  n.’onl  aucun  point  d’intersection  réel,  appartient  aussi  à 
leur  COTdê'réclle  commune,  quand.eps  cercles  se  coupent; 
donc  ces  cordes  s’échangent  réciproquement , ‘.sans  jamais 


f 
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exister  ensemble,  et,  comme  cependant  Ta  relation  ci-dessus 
est.  toujours  réelle  et  possible,  pn  peut  affirmer  que  : 

« Deux  circonférences  de  cercle-,  situées  d’iiiie  manière 
M quelconque  sur  un  même  plan,  ont  toujours,  outre  leur 
'•  ’jx  cordo  idéale  commune  à l'infini,  uhe  autre  coixle  commune  . 
» réelle  ou  idéale  située  à une  distance  donnée;  mais  èlles 
..M-n'en^ont  qu’une  seule  de  cetle  sorte,  qui  est  réelle  quand 
v'ics  dçux  perdes  se  coupent  ou  se  louchent,  et  idéale  dans 
.1)  le’ cas  contraire:  » ",  .■  ■ 

33.  Ainsi,  deux  circonférences  de  cercle,  situées  d’une, 
inaiiièrc  quelconque  sur  un  plan  , peuvent  être  ‘regardées 
-comme  àjanl  quatre  points  en  commun , dont  deux  sont  né- 
céssairêmeni  imaginaires  et  à l’infini  (13). 

• Quand  l'uu  des  cercles  que  l’on  considère  devient  infirïi-^ 

ment  petit  ou  se  réduit  à son  centre,  i’bjperbPle  correspon- 
dante se  confond  avec  ses’ asymptotes,  et  ce  qui  précède  sub- 
siste toujours;  mais  alors „(C' jetant  ea;  cercle,  OB'.'devieni 
égal  à O.V,  et  l’on  a,  pour  la  condition  qui  détermine  là  corde 
Commune  à distance  finie,  . ^ • 

‘ ' OA.ÔB  = ()A'^  ■ -■ 

. y . . - ■ i • ' . 

Si  pareille  chose  arrive  pour  le  second  cercle  (C),  les  cordes- 
communes  subsisteront  toujours,  et  l’on  aura,  pour  déter-r  ' 

• miner  colle  à distance  finie,' 

■ , ’ • ' ÔÂ’  = ÔÂ'’  .ou  OA=O.V;  , ■ 

Ce  sera  donc  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  la  dis- 
tance CC'  des  centres.  ' *■  . ■ ■ ' * . • • 

33.'  Si  les  deux  circonférences,  au  lieu  de  se  réduire  à des 
points,  devenaient  concentriques  en  conservant  des  dimen- 
sions  finies,  la  corde  qui  leur  est  en  général  commune  à l’in- 
. fini,  deviendrait  (26)  une  corde  idéale  de  contact,  et  la  même 
: chose  aurait  lieu  si  l'on  considérait  un  nombre  quelconque 
de  circonférences  de  cercle.  Ainsi  ; . . - • 

'O  Deux  ’ou  un  plus  grand  nombre  de  circonférences  de 
, » cerclé  conceriiriques,  et  situées  sur  un  même  plan,  ont  une 
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» corde  idéale  de  contact  commuMO  à l’innni^ou  6e  louchent 

» en  deux  points  imaginaires  à rinfini.  » - . 

• ■ * . . •'  . * » ‘ . 

‘ ‘ - . ^ ' ‘ ‘ 

3i.  Ennn,  si  J’on  supposé  que  les  circonférences  de.cercle,  , ■ • 

toujours  en  nombre  quelconque,  au  lieu  d’ôtre  concentriques, 

aient,  une  situation  arbitraire  sur  le  plan  qui  les  renferme  à la 

fois,  leur  système  aura  également  uné  corde  idéale  cominune  • 

à l'infini  {'25)  ? mais  ce  ne  ■'sera  (|u'une  corde 'simple  et  non 

une  corde  de  contact  ; C’est-à-dire  que  : , ' 

à Le  système'd’un  nombre  qiielcontfue  de- circonférences 

» de  cercle,  sitdées  d’une  ntanière  arbitraire. sur  un  plan,  a. 

> toujours  une  corde  idéale  à rinPini  Conunune  à la, fois  à tous 

» les  cercles- dont  il  s’agit.  » • . • '•  > 

35.  -Des  cercles  placés  arbitrairement  sur  un  môme  plan  ne 
sont  donc  pas  tout  à fait  indépendants  entre ^eux  ; ils  ont  idéa*  . 
lement  deux  points  imaginaires  à l’infini  en  compnun,  et,  sous 
ce  rapport,  ils  doivent  jouir  de  certaines  propriétés  appartc-  , ^ • 
nant  à la  fois  à tout  leur  système.  • ■ 

L’examen  que  nous  allons  faire  des  propriétés  des  cordes 
Communes  aux  circonférences  de  cercle  pourra  servir  à con~  • 
firmer,  pour  ce  caS  particulier,  la  justesse  des  définitions  et 
'des  rapprochements  que  nous  venons  d’établir  ; .en  nous  y ‘ 
arrêtant  un  instant,  nous  aurons  principalemelit'en  vue  les 
propriétés  qui  nous  seront  utiles  pour  l’examen  des  sections  ' 
coniques  en  général , et  nous  ne  dirons  des  autres,  qui  sont 
aujourd’hui  pour  la  plupart  généralement  connues,  qüe  ce  qui 
pourra  paraître  indispensable  à l’intelligence  des.  premières. 

3G.  Soit  wn  (Jig.  i55)  une  cordè'idéale  commune  à deux  ^ 
circonférences  de  cercle  (C)  et  (C');  appelons  M et  N les  deux' 
points  où  la  coupent  à la  fois  les  hyperboles  supplémentaires 
qui  lui  correspondent  ; d’un  point  quelconque  P de  cette  corde 
menons  arbitrairement  une  sécante  PF  dans  le  cercle  (C), 
et  une  autre  PF'  dans  le  cercle  (C'  ) ; on  aura  (28),  en  tant  que 
la  corde  mn  appartient  au  cercle  (C)  et  à son  hy|)erbole  sup- 
plémentaire, < » ' 

■ ' ''pe.pf  = pü’-hôm’,,  1 ’’ 
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el,  en  U4U  qu'elle  upparlient  à l’aulre  cercle  (C),  ' ./ 

<’  ’ 

PE'.PF'  = PoVom’;  tlonc  PE.  PF  = PE.  PF',  •. 

....  *, 

quel  que  soit  le.poinl  P qu’on  ail  dioisi  sur  la  corde  mn.  ' ’ . 

'.'t  Si  l’on  iraçaii  les  tangentes  PT,  PT'  aux  n>èmcs  cercles,  elles  • 
seraient  évidemoienl  égalés  ; ainsi:  , ' ‘ ‘ . 

a La  corde  idéale  commune  à deux  circonférences  de  cerclé 
»'  est  lu  lieu  des  points  du  plan  de  ces  cercles  pour  lesquels 
JD  ‘les  tangentes  -correspondantes  sont  égales,  » 

Or  celle  propriété  et  celle  qui  pré^cède,  toutes  deux  propres 
à coiislruii'e  la  corde  dont  il  s'agit’,  appartiennent  aussi  aUx 
cordes  réelles  communes  ii  deux  circonférences  de  cercle;  - 
doiic  les  cordes  idéales  nediffèrent  en  rien  des  cordes  réelles: 
les  unès  et  les  autres  répondent  à là  même  quesiiou  et  sc  • 
conslrniscnt  de  la  même  manière  ; la  seule  distinction  néces-  ’ , 
saire,  c'est  que  les  unes,  appartiennent  à deux  points  imagi-r  \ 
tiftires,  et  les  autres  à deux  points,  r«c./î  communs  à çes  méme.s  • 
cercles..  . . 

37.  Puisque  le  produit  des  segments  PE,  PF  est  égal  à celui, 
des  segments  PE',  PF',  les.tjualrc  points  E,  F,  E',  F'  appar- 
'Uennent  à une  même  circonférence  de  cercle  : la  réciproque  ' ' ’ 

.est  également  vraie;  donc:  ' . , ' ’. 

_ ,(f  SU’on  décrit  une  circonférence  de  cercle  quelconque  qui 
J)  coupe  celles  (C)  et  (G'  ) eu  quatre  points  E,  F,  E',  F'^;  qu’on 
*»  trace  ensuite  les  cordes  EF  et  E'F'>  ellès .iront  concourir  ■ 

B sur  la  corde  com'munc  ;m/»  ; celle  corde  sera  donc,  danfi  • 4 
>\  tous  les'  cas,  très-facile  à obtenir,  qn’ellc  soit  réelle  ou  • 

,j>  idéale.»  , " . • ' ■ . 

Quand  les  sécantes  PF  et,, PF'  deviendront  tangentes  en  T'«  . 
et  T'  aux  cercles  donnés,  ce.  qui  peut  avoir  .liea  fie  quatre  ma- 
nières  différentes,  la  circonférence  EFF'E'  deviendra-,  elle- 
même  tangente  en  T et  ’F  à ces  cercles,  et,  réciproquement  : • 
a Si  une  circonférence  de  cercle  touche  d'une  manière  ‘ 
i>  quelconque  deux  cercles  (C)  el  (G' ),  les  tangentes  aux  deux  • 

» points  de  contact  iront  concourir,  dans  tous  les  cas  pos-,  . 

» sibles,  sur  la  corde  nin  qui  leur  est  commune.  » -,  ' 

Ges  propositions  .demeurent  toutes  applicables  au  cas  où 
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l’une  des  cireonférences  données  devient  infiniment  petite 
ou  se  réduit  à Un  point,  rar.la  corde  commune,  quoique 
Idéale,  subsiste  toujours  (31);  il  en  est  de  même  (lu  cas  où  les- 
deux  circonférences  données  se‘ réduisent  à la  fois  à un  point. 
Mais  nous  reviendrons  plus  lard  sur  ces  circonstances  parti- 
culières; retournons  au  ca^  général.  •. 

38.  Quand  deux  circonférences  de  cercle,  situées  sur  un 
même  plan,  se  reneonireni  en  deux  points  réels,  et  ont  par 
conséquent  une  corde  réelle  commune,  on  peut  (î.n  construire 
une  infinité  d’autres  passant  par  cos  points  et  ayant  la  même 
corde  (pi’clles.  Pour  déterminer  une  qttelcomiùe  de  ces  Oir- 
'confén’uces,  il  faudra  l’assujettir  à une  condition  nouvelle, 
paroxemplc  à celle’ de  passer  par  un  point  donné  oU  de  tou- 
cher une  droite  egalement  donnée  sur  son  plant  or  les  pro- 
'priétés  qui  priicèdeni  serviront  à iracci’  celte  circonférence^ 
sans  quTl  soit  besoin  de  recourir.aux  points  de  l’inlerseciiou 
commune  des  cercles  donnés,  et  seulement  en  employant  la 
corde  qui  passe  par  ces  points,  de  sorte  que  la  construction 
demeurera  applicable  même  au  cas  où  cette  cordé  serait  idéale. 
Donc,  quand  deux  circonférences  de  cercle'  ont  une  corde 
idéale  commune,  et  sc  coupent  pair  conséquent  en  deùx  points 
imaginairei  situés  sur  celte  corde,  on  peut  aussi  construire 
une  infinité  de  nouvelles  circonférences  toutes  réelles,  ayant 
la  même  corde  en  commun  avec  les  premières,  et  qui  passent 
ainsi  idéalement  par  ces  deux  points  imaginaires.  * 

La  même  chose  aurait- lieu  évidemment  à l’égard  des  deux 

points  réels  ou  imaginaires,  situés  à la  rencontre  d’une  droite 

quelconque  et  d’un  cercle.  - ^ 

> 

■ 39.  Les  deux  séries  de -cercles  qui  nous  occupent,  étanldé- 
terminècs  et  construites  de  la  même  marrière  par  rapport  à la 
corde  réelle  ou  idéale  qui  leur  est  commune,  doivent  néces- 
Miremcni  jouir  des  mêmes  propriétés. 

. _ 'Ainsi,  que  d’un  point  de  la  cordc  commune  à Tùtie  ou  l’autre 
série,  on  mène  des  tangentes  aux  divers  ceredes  de  cette  série,  ‘ 
toutes  ces  tangentes  seront  égales  (30),  et  les  points  de  con- 
tact seront  par  conséquent  rangéS"sur  une  seule  circonférence 
de  cercle,  ayant  son  centre  sur  la  corde  commune  au  point 
même  d’où  sont  issues  les  tangentes;  de  plus»  ce  cercle et-tous 
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ses  semblables,  ooiipani  il  angles  droits  tous  ceux  de  la  série 
qu’on  examine,  auront  eux-tnéines  évidemment  une  corde  , ' ' 
idéale  coimtuine  ( 3ü  ),  qui  est  la  ligne  des  centres  de  celte 
série;  mais 'cette  corde  sera  nécessairement  idéale  quand  ■ 

Fautre  sera  réelle,  et  t’jce  nersrf.'-  ' , ■ • • 

Le  cas  où  la  .corde  commune  à une  série  de  cercles  est  ■ . 

idéale  offre  une  circonstance  particulière  (|ui  mérite  d’étro 
remarquée  en  passant  ; c’est  que,  parmi  l’iiirmité  de  cercles 
.dont  elle  se  compose,  il  en  est  toujours  deux  qui  ,onl  des  di- 
mensions inüniment  petites, .ou  qui  sont  réduits  à des  points  ' 
placés  symétriquement  sur  la  ligne  des  centres  à l’égard  de  la 
corde  commune.  Ces  points  sont  précisément  c'eux  où  passent 
à la  fois  toutes  les  circonférences  de  cercle  de  la  Série  réci-  ■ • 
proque  réncuiitrant  à angles  droits  celles  de  la  première  ; ainsi 
Ils  sont  faciles  à construire.  En  les  appelant  cercles  ou  points  , 
limiSes  de  la  série  à laquelle  ils  appartiennent,  on  pourra 
énoncer  ce  .théorème  s ' > • , 

Théorème  I- — Si , ü’uti  point  quelconque  de  la  eprde  réelle 
ou  idéale  commune  à une  sérié  de.  circonférences  de  cerclé 
situées  sur  un  même  plan,  on  mène  Jeux  tangentes  à chaque.  : • 
cercle  de  cette  série,  la  suite  de  tous  les  points  de  contact  >. 
déterminera  une'  nouvelle  circonférence  de  cercle  passant  par 
les  points  limites  du  système  quand  ces  points  subsistent,,  et, 

SI  l'on  considère  de  plus  le  système  de  toutes  les  circonférences 
pareilles,  coüpant  orthogonalement  les  premières,  elles  auront 
réciproquement  la  ligne  des  centres  primitifs  pour  corde  réelle 
■ou  idéale  commune  à tout  leUr'système.  ' ■ 

40.  En  général,  on  voit  que  les  cordes  idéales  des  cercles 
se  comportent  absolument  comme  les  cordes  réelles,  et  ne 
peuvent  être  distinguées  dans  les  lechercbes.  On  doit  donc 
facilement  concevoir  que  tout  ce  qu’on  a pu  jusqu’ici  décou- 
vrir des  unes  s’applique  imnicdiateinem  aux  autres;  ainsi,  par  . • 
exemple,  sachant  que  trois  cercles  qui  s'entrecoupent  d’une  ' 
manière  réelle  sont  toujours  tels,  que  les  cordes  qui  leur  sont' 
deux  à deux  communes  \'oni  concourir  en  un  môme  point,  on 
pourra  énoncer  cette  proposition  d’une  manière  beaucoup  plus  . • 
générale,  ainsi  qu’il  suit  : . 

Tbèorèm  II. — Quelle  qae  soit  la  situation  respective  de 


I . 


I 


S 


• Digitized  by  Google 


396  V'  CAHIRR.  - ESSAI  SUR  I.ES  PROPRIÉTÉS  PROJECTIVES 
trois  cerclrs  sur  un  même  f>lan , les  tmis  eonles  réelles  ou 
idéales,  qui  leur  soûl  deux  ti  deux  communes,  vont  toujours^ 
concourir  en  un  seul  et  même  point  (*).  ' 

.Ce  point  jouit* »lc  propriétés  nombreuses  et  remarquables. 

' C’eSt  à cause  d'une  de  ces  propriétés  (|u’il  a été  nommé  centre 
radical  des  Irois  cercles  par  M.  riaullier  de  Tours,  qui  a pa- 
reillement désigné  par  l’expression  <\’axe  radical  de-deux 
Cercles,  ce  que  nous  avons  jusqu’ici  appelé  leur  corde  réelle 
pu  idéale  commune.  Au  reste,  toutes  ces  propriétés,  aussi 
bien  que  celles  qui  précinlenl,  étant  généralement  connues 

des  géomètres  {**),  nous  n’insisterons  pas  davantage. 

> 

41.  La  série  des  cercles  <iue  nous' venons  d’examinér,  qui 
ont,,  outre  leur  corde  idéale  à l’infini,  une  autre  corde  réelle 
Qu'idéale  commune  à une  distance  donnée,  jouit  d’un  grand 
nombre  de  jiropriétés  remarquables  qu’il  serait,  intéressant 
d’étudier  d’une  manière  complète  poué  l’objet  subséquent  de. 
ces  recherches;  mais  nous  nous  borneions,  pour  le  moment, 
à exposei*quch|ues-unes  de  celles  qui  se  rallacheni  plus  par- 
ticulièrement au  sujet  qui  nous  occupe,,  cl  qui  deviennent 
par  là  susceptibles  d’être  démontrées  d’iuie  manière  assez 
simple  sans  le  secours  de  considérations  étrangères.  ‘ ,, 

D’un  point  A {fg.  i56),  pris  à voloiîté  surle  plan  d’une  suite, 
de  cercles  (C),  (L'),.  ..  avant  une  corde  mn,  réelle  ou  idéale, 
commune  à distance  finie,  soient  métiées  deux  tangentes  .VT 
et  AT'  à chaque  cercle  dont  elle  se  compose  ; soit  joint  le 
point  A au  centre  C de  ce  cercle  par.  une  droite  .VC;  soit 
enfin  tracée  la  corde  de  contact  ou  polaire  ’TT'  corresiKm*- 
dante  à A : je  dis,  en  juemier  lieu,  que  la  suite  de  tous  les 
points  B'  de  l’inlerseclion  mutuelle  de  ces  deux  droites  sera 
sur  la  circonférence  d’un  cercle  passant  par  le  point  A,  et  rcn- 


(*)  Ce  théorème  reçoit  sa  démonstration  directe  de  l’art.  3(f. 

• (•*)  XVT  Cjihier  du  Jmirnal  de  l’Jicolc  Polytcehmque.  On  supprime 
ici  une  note  historique  'qui  se  trouve  textuellement  rapportée  dans  le 
Traité  des  Pmpriètés  projectives  de  i8ai,  cl  par  laquelle  je  revendique 
sinon  mes  droits  de  priorité,  du  moins  l'ancienneté  des  recherches  rela- 
tives aux  syslèàies  de  cercles,  qui  se  trouvent  consignées  dans  le  I"  Cahler> 
du  précédent,  volume  Ae»  Applications  d’ Analyse  et  dedjéométrie(\i^'h). 
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contrant  orthogonalemeiit  tous  ceux  de  la  s(^rie  proposée , 
circonférence  dont  le  centre  P est  itéccssairement  (3ü)  sur 
. la  corde  mn  commune  à tous  les  cercles  de  cette  série. 

/.  En  effet,  soit  tracé  le  rayon  CT  perpendiculaire  à la  leu- 


' ■ f 

* I • • Fig.  i5G. 


genle  AT,  ôn  aura,  dans  le  triangle  rectangle  ACT,  en  tant 
que  le  point  B'  appartient  à la  corde  TT', 


. ' .!•  ,'V  / -CT’  = CB'.CA; 

soit  tracé  aussi  le  cercle  ( P),  passant  par  le  point  A et  coupant 
“ le  cercle  (C)  orthogonalemenl  au  point  Q (39),  les  rayons  CQ 
et  PQ  qui  lui  correspondent  seront  réciproquement  tangents  • 
à ce  cercle;  donc  on  aura  aussi,  en  tant  que  le  point  B'  est  ' ; 

• • 'supposé  sur  la  droite  CA  et  sur  la  circonférence  (P),  • ’ < ' 

(Îq’=ct’  = ca.'cb',  , 

relation  qui  , étant  la  même  que  là  précédente,  apprend  que  . 
le  point  B',  intersection  de  TT'  et  de  AC,  appartient,  en  effet,  • 

■ à la  circonférence  fixe  (P),  orthogonale  aux  cercles  de  la  . ' '• 

* suite  (C)  (39),  comme  il  s’agissait  de  le  prouver,  , . . . 

. , Si  l’on  fait  attention  que  le  point  B'  n’est  autre  chose  que, 

le  point  milieu  de  la  corde  de  contact  ’TT',  on  pourra  énoncer  ^ • . 

. . ainsi  ce  thorème  : ‘ ' ' . ' • ' 

• • 

ThéobKiie  III.  — Si,  (l’un  point  pris  à volonté  sur  le  plan  ' 
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d'une  série  de  cercles  aranl  iute  carde  réelle  ou  idéale  com- 
mune, on  mène  deux  Uinf'enies  d chaque  cercle  de  cette  série, 
tous  les  points  milieux  des  cordes  de  contact  correspondantes 
seront  distribués  sur  Une  nouvelle  circonférence'  de  cercle, 
coupant  ortliogonalenienl  les  premières.  . . 

V2.  En  second  lieu,  puisque  tous  les  poinls  13'  appài  lieiniCnl 
à la  cireonfércnce  ilc  rerclc  invariable.  ( 1*},  les  cordes  de  ron- 
tari  ou  polaires  TT',  qui  correspoudenl  au  n»ê“ine  point  A et  à 
qliaque.eercio  (C)  de  la  suite  proposi'e,  iront  toutes  concourir 
au  point  invariable  A'  de  la  rircouférence  ( P),  situ^  à l'extré- 
anilé  du  diamètre  AP  <[ui  passe  par  A -,  proposition  qu’on  pont 
ftnoncer  ainsi  : ' . ' . , ’ . 

• . , » , - ' 

TiiÉORts'E  IV. — Si,  d'un  point  pris  l'i  volonté  sur  le  pltin^ 

^d’ U ne.  suite  de  cercles  ayant  une  corde  réelle  ou. idéale' corn-, 
.mune,  on  inènè  deux  tauffmies  à chaque,  cercle'dpnt  elle  se^ 
compose,  toutes  les  cordés  de  contact  ou  polaires  correspon- 
dantes iront  concourir  en  un  point  unique.  . ' ' 

43.  Les  ]x»ints  A et  A'  jouissent  cvideiîimem  de  propriétés 
réciproques  à l'égard  des  cercles  de  la  suite,  puisque,  si  l’un 
'app'liquait  au  point  A'  le  raisonneineiH  fait  sur  le.  point  A , oii 
trouverait  que  le  point  de  concours  correspo'ndant  est  encore' 
sur  le  cercle  (P),  à l’cviréinilé  du  diamètre  invariable  A' PA; 
ainsi  ces  deux  points  sont  réciproquement  les  concours  des 
polaires  qui  leur  correspondent.  _ ; . . 

Quand  le  point  A est  pris  sur  la  corde  commune  nm,'  son 
réciproque  A'  s')  trouve  néçcssairemçnl  aussi,  car  la  direction 
du  diamètre  AP  se  confond  alors  avec  celle  de  cetté  çoide; 
ainsi  encore  : • . 

Théorème  V.  — Tous  les  pointsjle  la  corde  commune  à une 
suite  de  cercles  tracés  sur  un  même  plan,  sont  tels,  que  les  po- 
laires correspondantes  vont  concourir  récijiraquemeni  en  des 

points  appartenant  à cette  même  corde. 

* / . • 

4V,  CcUo  proposition  peut,  ;<li  reste,  être  considérée  comme 
un  corollaire  très-simple  de  ce  qui  a été  dit  à l’article  37  j on 
voit,  en  outre,  qu’elle  s’apirli(|ue  aussi  à la  corde  Idéale  qui. 
, est  commune  à l’inOni  à un  système  de  cercles. quelconques. 
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situés  sur  un  plan,  car  les  polaires  d'uii  point  de  eelte  corde 
deviennent  évidemment  alors  parallèles  entre  elles  et  con- 
coureiit  réciproquement  à rinfini , ce  qui  peut  siîrvir  à justifier.  / 
le  principe  de  l’article  • 

L('  cercle  (1*),  (lui  passe  parle  point  A,  cl  qui  rencontre  ' 
oilhogonalcmeni  tous  les  cercles  de  la  série  prqpo.sée,  est  . 
évidemment  unique  pour  un  même  point  donné  A ; mais  il 
e.sl  variable  en  même  temps- que  ce  point.  D’ajirès  l’observa- 
tion faite  à l’arliele  3.0,  la  suite  de  tons  les  cercles  semblables 
doit  avoir  la  droite  CC  pour  conte  réelle  ou  idéale  commune, 
selon  (|ue  celle  nm  du  système  proposé  est,  au  Contraire, 
idéale  ou  réelle,  et  ils  doivent  tous  p:vsser,  dans  le  |>rcmier  de- 
ces  deux  cas,  pur  les  points  K et  L,  (pii  représentent  les  • 
cercles  iuiinimcnt  petits  limites  de  lou.s  ceux  de  ce  système. 

(tr,  de  cette  remarque,  on  peut  déduire  mie  projinsilion  qui 
nous  sera  particulièrement  utile  par  la  suite.  , . ^ 

Soient  K et  L [fiÿ-  J^s  deux  points  pîir  où  doivent 
[lasser  toutes  les  circoiirérciiees  orthogonales  ; mn  la  droite, 


t-ifî.  157. 


qui  renferme  leurs  centres  et  qui  sert  de  corde  idéale  com- 
mune à fa  suite,  examinée;  soit.enfin  ED  line  droite,  donnée' 
arbitrairement  sur  son  plan , qu’on  suppose  devoir  être  par^ 
courue  par  le  point  A ; je  dis  que  tous  les  réciproques  à ce 
point  seront  situés  sur  une  section  conique  passant  par  _Ies^ 
points  K et  L.  „ ’ . 
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Concevons,  en  effet,  une  circonférence  quelconque  ( P)  pas-  ' 
sant  par  K et  L;  elle  ira  rencontrer  la  droite  donnée  aux  deux  ' 
points  A et  B,  et;  si  l’on  Uace  les  diamètres  APA'  et  BPB',  ■ 
leurs  nouvelles  extrémités. A'  et  B'  appartiendront  évidem- 
ment ( i3)  à la  courbe  des  réciproques  de  El).  Or  la  corde  A'  B', 
qui  passe  par  ces  extrémités  et  coupe  KL  en  S,  est  parallèle  à 
• la  droite  donnée  ED' dans  toutes  les  positions  qu’elle  peut 
prendre  en  rendant  variable  le  cercle  (P);  de  plus,  on  a pour 
toutes  ces  positions  ' ... 

. , . SA'.SB'  = SK.SL,  . . ’•  . ■’  ' 

propriété  qui  ne  peut  convenir  qu’à  une  section  c’onbjiie, 
puisque  d’ailleurs  la  suite  des  points  !',  rqilieuxdescordtîs  A'B',' 

, est  nécessairement  sur  une  droite. diamélralè  unique  EF  (*). 

La  section  conique,  qui  renferme  à la  fois  tous  les  points  A',  B', 
passe  évidemment  par  les  points  K etL  , qui  représentent  les 
cercles  limites  du  système  dont  ntn  est  la  corde  commune, 
quand  ces  points  existent-,  c’est-à-dire  quand  mn  est  corde 
commune  idéale  aux  cercles  de  ce  système  (39) f dans  le 
cas  contraire,  la  droite  des  centres  ne  rencontrant  plus  les 

► • * '.c 

cercles  (P),  les  points  K et  L deviennent  imnginaii-es ; mai!^  la 
'direction  indéfinie  de  cette  droite  n’en  deineurc  pas  moins 
une  corde  idéale  commune  à la  section  conique  et  aux  cercles  , 
dont  il  s’agit,  comme  on  pourrait  facilement  s’en  assurer  d’une  . , 
manière  directe  et  comme  cela  résulte  d’ailleurs  du  principe’ 
de  continuité,  puisque  celte  droite  jouit  des  mêmes  propriétés  • 
dans  tous  les  cas  possibles  (40).  . 


Ul*)  Cotte  dernière  assertion  paraîtra 'èvidento  si  l’on  considère  que  la 
double  apothème  II’  aux  cordes  AR  et  A'B'  du  cercle  (P)  demeure  tou- 
jours parallèle  à elle-même,  et  qu’elle  est  toujours  divisée  épaiement  an 
point  de  son  intersection  avec  la  corde  commune  ;»«  dn  système  de  cer- 
cles dont  on  examine  les  pro|)rièlés.  Quant  à l’autre,  elle  le  devient  pa- 
reillement, eu  faisant  attention  que  la. courlre  passe  nécessairement  par 
les  points  K et  L;  en  sorte  que  le  rectan.i’le  des  ordonnées  SA',  SB'  est 
dans  un  rap|)ort  constant  avec  celui  des  abscisses  correspondantes  SK, 'SL, 
pro|K>sitiun  qui  n’est  qu’une  extension  de  celle  qui  a-été  mise  en  usage  à 
l’article  13  du  l"  paragraphe,  et  qui  revient  à la  XVU'  du  Liv're  III  des 
Cowÿiicf  d’Apollonius.  , ■ - ,(.Vo/c  rfc  i8i8). 
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Ainsi,  nous  pouvons  énoncer  ce  ihéorème  ; . ' 

Thëorèxe  Vh  — Tous  les  points  qui  sont  réciproques  Je 
ceux  d’iuie  droite  donnée  sur  le  plan  d'un  système  de  cercles,  ^ , 
ayant  une  corde  réelle  ou  /idéale  commune,  sont  situés  sur 
upe  seule  et  même  section  conique  passant  parles  deux  points 
réels  ou  imaginaires,  limites  des  cercles  du  système.  v . . ’ 

• 

45.  Si  l’on  se  donnail  une  autre  droite  quelconque  sur  le 
plan  lies  cercles  du  svslème,  la  section  conique  correspon- 
dante passerait  encore  par  les  points  K et  L;  elle  aurait  donc 
la  droite  OD  des  centres  pour  corde  réelle  Ou  idéaje  commune  • 
avec  la  première.  H est  visible  d’ailleurs  que  le  point,  réci- ^ 
proque  de  celui  où  ces  deux  droites  se  coupent,  est  égale- 
ment un  point  appartenant  à la  fois  aux  deux  courbes.  , 

Quand  la  directrice  donnée  se  confond  avec  la  ligné  des 
centres  des  cercles  du  système,  les  polaires  des  points  qui  s’y 
trouvent  deviennent  évidemment  toutes  parallèles  entre  elles 
et  à la  cOrde  mn  de  ce  système;  elles  concourent  donc  toutes 
à l’inllni , et  la  conique  des  réciproques  se  réduit  ainsi  à un 
point  situé  à l’infini  sur  cette  corde. 

11  résulte  de  celte  remarque  que  la  section  conique  qui  , • 
renferme  les  réciproques  d’une  droite  quelconque  donnée,' 
passe  elle-même  par  le  point  dont  il  s’agit;  car  célte  droite  a ’ 
nécessairement  un  de  ses  points  placé  sur  la  ligne  des  centres 
du  système.  Ainsi,  toutes  les  sections  coniques  pareilles 
passcQt'à  la  fois  par  les  points  limites  du  système  et  par. celui  ■ 
qui  est  situé  à l’InEni  sur  la  corde  commune  à tous  les  cercles 
dont  il  se  compose..  ' . v 

Enfin,  quand  la  directrice  ED  (Jig.  iS-])  devient  parallèle  à 
la  corde  commune  mn,  la  section  conique  des  réciproques" 
dégénère’  ellcrmême  en  une  ligne  droite,  qui  est  évidemment 
parallèle  et  symétriquement  placée  à l’égard  de  la  corde  mti, 
car  alors  V B'  se  confond  avec  le  diamètre  fixe  El' F,  quel 
que  soit  le  cercle  (P)  qu’on  ail  choisi  pour  l’obtenir (44). 

46.  Soit  toujours  DE  {Jig.  i56,  p.  897)  une  droite  donnée  sur  • 
le  plan  d’un  système  de  cercles  (G),  (C'  ) ayant  une  corde  com- 
mune mn;  du  centre  G d’un  cercle  quelconque  du  système 
soit  abaissée  la  perpendiculaire  GA  sur  DE;  du  pied  A de 

n.  ’ 'a6  ' 
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celle  perpendiculaire  soieul  menées  les  taugentes  AT,  AT'  au 
cercle  (C),  puis  la  corde  de  coniacl  TTV  polaire  du  point  A: 

«Ile  ira  couper  AC  en  un  point  B*,  qui  sera  réciproquement  le 
pôle  de  la  direction  donnée  DE  (5),  car  celte  droite  est  paral- 
lèle à la  corde  TT. 

Cela  posé,  concevons  la  circonférence  (PJ,  qui,  passant 
par  le  point  A,  coupe  à angles  droits-la  série  de  cercles  pro- 
‘ posée  ; elle  renfermera  nécessairement  le  pôle  B'  (Vl);  mais 
l’angle  B'ÀE  est  droit,  par  livpoilièse;  donc  rexiréiuiié  B du 
diamètre  BPB'  appartiendra  à la  droite  donnée,  et  par  consé- 
quent le  point  B',  pôle  de  celte  droite  et  du  cercle  (C),  appar- 
tient, de  son  côté,  à la  courbe  des  réciproejoes  de  cette  même 
«droite, (W);  théorème  que  l’on  peut  énoncer  ainsi  : 

THÊORbHK  VIL  — La  section  conique,  lieu  de  tous  les  points  ' 
réciproques  d'une  droite  donnée  à volonté  sur  le  plan  d’un 
système  de  cercles  qui  ont  une  corde  commune est  aussi  le 
lieu  de  tous  les  pôles  de  celte  même  droite  par  rapport  aux 
cercles  dont  se  compose  le-  système,  /■ 

. ' W.  Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin,  pour  le  moment,  ces 
considérations  sur  les  suites  de  cercles  qui  oui  une  corde 
• réelle  ou  idéale  commune  ; peut-être  trouvcra-l-on  que  nous 
■ .avons  déjà  trop  dit  à ce  sujet;  ce  qui  suit  concernera  prin- 
cipalement les  propriétés  appartenant  aux  cordes  comnuincs 
au  .sjrslème  simple  de  deux  circonférences  de  cercle  situées 
. sur  un  même  plan.  ■ _ . 

Rappelons  d’abord  quelques  déliniiious  cl  quelques  propo- 
sitions généralement  connues. 

Soient  (C)  el{C'),y?g-.  i58,  deux  circonférences  de  cercle 
situées  sur  un  même  plan;  on  sait  qu’il  existe  toujours,  sur  la 
ligne  CC'  de  leurs  centres,  deux  points  S et  S'  par  lesquels 
passent  respectivement  les  deux  faisceaux  de  droites  qui  joi- 
gnent les  extrémités  de  deux  rayons  parallèles  quelconques, 
selon  que  ces  rayons  sont  dirigés  dans  le  même  sens  ou  en 
sens  contraire  par  rapport  aux  centres  C cl  C'.  On  sait  aussi 
que  ces  points  sont  en  même  temps  ceux  où  coucourent  res- 
pectivement > les  tangentes  extérieures  et  intérieures  com- 
munes aux  deuKcerdes,  quand  ces  tangentes  sont  réelles  et 
possibles.  AQn  de  distinguer  ces  points  entre  eux  et  dg  tout 
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autre  point  du  plan  des  deux  cercles  correspondants,  les  géo- 
mètres ont  donné,  depuis  quelque  temps,  le  nom  de  ceotue 


Fij:  1 Sa- 


de similitude  directe  au  point  S où  concourent  tes  tangentes 
extérieures  communes,  et  celui  de  centre  de  similitude  oppo- 
sée au  point  S' où  concourent,  au  contraire,  lés  tangentes  inté- 
rieures communes. 

Ces  définitions  sont  aussi  simples  que  naturelles,  puisque 
'deux  circonférences  de  cercle,  situées  sur  un  même  plan, 
sont  respectivement  semblables  et  semblablement  placées  à 
l’égard  de  chacun  de  ces  points.  On  en  peut  dire  autant  de 
l’expression  à’axe  radical  employée  pour  désigner  la  corde 
commune  à deux  cercles;  mais  les  unes  et  les  autres  offrent  le  , 
désavantage  de  ne  présenter  qu’un  caractère  particulier  de  • 
l’objet  défini,  applicable  seulement  au  cas  du  cercle^  et  dé 
faire  perdre  de  vue,  par  conséquent,  la  dépendance  générale 
et  purement  graphique'  qui  lie  cet  objet  aux  autres  parties  de 
la  figure  : or,  le  bqt  principal  de  ces  recherches  étant  de  gé- 
néraliser et  d’étendre  immédiatement  la  conception  géomé- 
trique des  figures,  nous  croyons  devoir  ne  pas  abandonner 
entièrement  la  définition  primitive  et  jusque-là  généralement 
admise,  de  points  de  concours  des  tangentes  communes;  seu- 
lement, pour  éviter  l’espèce  de  contradiction  qui  peut  avoir 
lieu,  dans  certains  cas,  entre,  les  termes  et  les  objets  qu’ils^ . 
servent  à désigner,  nous  continuerons  à employer  les  adjee-, 
tifs  réel  çi'idéal,  qui  ne  portent  que  sur  la  mgiiière  d'ètrc  de 
• . ' . ■ 26. 
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l’Objet  détiiii  à l'égard  des  autres  qu’on  rappelle,  et  non  sur 
son  existence  propre,  censée  toujours  réelle.  Nous  réservons, 
au  reste,  le  mot  imaginaire  pour  le  cas  où  l’objet  en  question 
serait  tout  à fait  impossible.  D’après  cette  remarque,  nous, 
appellerons,  selon  les  cas,  les  points  S et  S'  centres  de  simili- 
tude directe  ou  opposée,  points  de  concours  des  tanfrentes 
extérieures  ou  intérieures  communes,  et  nous  dirons  que  cha- 
cun de  -ces  points  est  réel  ou  idéal,  selon  que  les  tangentes  ‘ 
correspondantes  seront  elles-mêmes  réelles  ou  imaginaires. 

48.  Nous  pouvons,  au  surplus,  justifier  à priori  ces  dernières 
définitions,  de  la  même  manière  que  nous, l’avons  fait  pour  les 
cordes  réelles  ou  idéales  communes  au  systèmç  de  deux  sec- 
tions coniques.  Si  l’on  considère,  en  effet,  deux  circonférences 
dé  cercle  quelconques  (C)  et  {C-'),  Jig-  '55,  situées  sur  un 
même  plan,  et  les  deux  hyperboles  sujiplémentaires  de  ces 
cercles,  conjuguées  à la  fois  à la  direction  de  la  corde  com- 
mune mn,  il.  paraîtra  évident  que  ces  Liypcrboles,  étant  équi- 
latères  et,  par  conséquent,  semblables  et  semblablement  si- 
tuées sur  le  plan  des  deux  cercles,  devront  avoir  mêmes  centres 
de  similitude  S et  S’.  Ainsi,  comme  chacun  de  ces  centres  est 
nécéssnireineni  au  dedans  de  l’un  des  deux  cercles  quand  il 
est  au  dehors  de  l’hyperbole  correspondante?  et  réciproque- 
ment, il  faut  (|u’il  ap|wrlienne  à la  fois  à dinix  tangentes  ima- 
ginaires communes  à ces  mêmes  cercles,  et  à deux  tangentes 
réelles  communes  aux  hyperboles,  et  l’ice  versA,  c’est-ii-dire 
que  chacun  de  ces  points  est,  à la  fois,  point  de  concours 
idéal  [lour  les  deux  ceicles  et  point  de  concours  réel  poul- 
ies hyperboles  correspondantes;  ce  qui  justifie,  la  définition 
admise. 

49.  Les  points  .S  et  S',  étant  déterminés  de  la  même  manière 
par  rapport  aux  cereles  (C)  et  (C'),  Jig.  i58,  doivent  évidem- 
ment jouir  do  propriétés  smnblables  à l’égard  de  ces  cercles. 
On  démontre,  en  effet,  que,  (piel  que.  soit  celui  de  ces  points 
que  l’on  considère  en  particulier,  si  l'on  mène  par  l’un  d’eux  S, 
les  transversales  arbitraires  S.\,  SB;  (|u’on  trace  ensuite  les 
.'jCoriles  qui  correspondent  aux  quatre  points  de  soit  intersec- 
tion avec  chaque  cercle  respectif  : 

« 1“  Les  quatre  systèmes  .\B  et  B',  DE  et  D'E',  AD  et 
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I)  V'I)',  UK  «’l  B'E',  dont  les  deux  cordes  respectives  appar-  • . ' , 

» ti(‘iinent  à des  cercles  différents  et  ont  une  situation  sent-  _ ’ 

U blaldc  il  l’égard  des  ciintrcs  C et  C'  et  du  point  S,  sont  des 

J)  systèmes  de  cordes  parallèles.  ; ■ • 

» 2“  Les  (jiiatre  autres  systèmes  AB  et  Ü'E',  DE  et  VB', 

» BE  et  A'I)',  .\D  et  B'E',  dont  les  deux  cordes  respectives  * 

M apparliejinont  à des  cercles  différents  et  ont  une  situation  , 

» dissemblable  à l'égard  des  centres  C,  C'  et  du  point  S;  sont  • • 

» des  systèmes  tels,  que  les  quatre  points  qui  leur  appary 
i>  tiennent  respectivement  sont  sur  une  seule  ■<>t  inême  ciC-  •' 

» conférence  de  cercle  différente  des  proposées.  » 

(>la  étant,  puisque  les  deux  cordes  des  (|uatrc  premiers 
systèmes  sont  parallèles  entre  elles,  elles  concourent  à l’inHui'  * ' * 
en  un  point  qu’on  peut  regarder  comme  appartenant  à la  corde 
idéale  commune  aux  deux  cercles  à l’infini  (29). 

En  second  lieu,  puisque  les  quatre  extrémités  A,  B,  D'i  E'- 
qui  appartiennent  à deux  cordes  AB,  D'E'  de  l’un  qnelconque 
des  quatre  derniers  systèmes,  sont  sur  une  circonférence  de 
cercle,  ces  deux  cordes  prolongées  iront  concourir  (37)  cn  ùn 
point  P de  l’autre  corde  commune  aux  cercles  (C)  et  (E')  située  . ; 
à une  distance  donnée  ou  finie.  * • ' 

Si  donc  nous  appelons  homologues  directes  les  cordes  de  . ‘ 

l’un  quelconque  des  premiers  systèmes,  et  homologues  in-'  ^ 
i'crsci  celles  qui  font  partie  de  l’un  des  quatre  autres, 'en  re- . . 

marquant,  pour  les  distinguer  entre  elles*  que  celles  qui  sont 
homologues  directes  sous-iendent,  du  côté  de  S,  deux  arcs  de,  ’ . \ 
cercle  qui  opposent  à la  fois  leur  concavité  ou  leur  cônv'exfté 
vers  Ce  point,  et  que  celles  qui,  au  contraire,  sont  homologifes  ' • 

■ inverses  sous-lendent,  du  côté  de  S,  des  arcs  dont  la  conveicité  •’ 
ou  la  concavité  n’est  pas  dirigée  tà  la  fois  vers  ce  point,  ôn 
pourra  énoncer  ce  théorème  général  : . . 

Tiiêorèhb  VIII.  — Deux  circonférences  de  cercle  quelconques _ 
étant  situées  sur  un  même  plan,  si,  de  l’un  des  points  de  coiir 
coun  des  tangentes  extérieures  ou  intérieures  qui  leur  sont , '• 
communes,  on  mène  à volonté  deux  transversales  qui  les'cbu- 
pent,  puis  qu’on  trace,  pour  chaque  cercle,  les  cordes  qui  pas-, 
sent  par  les  points  d’intersection  respectifs  : 

I®  Les  cordes  homologues  directes  seront  parallèles,‘et  iront 
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« concourir  deux  à deux  sur  la  corde  idéale  à l’injini  commune 
aux  deux  cercles  ; 

3“  Les  cordes  homologues  inverses  iront  concourir  deux  à 
deux  sur  Vautre  corde  commune  à ces  mêmes  cercles,  située  à 
une  distance  déterminée  et  finie. 

50.  Quand  les  deux  tranversales  SA  et  SB  viennent  à se  rap- 
procher jusqu’à  se  confondre,  la  proposhion  subsiste  évidem- 
ment toujours;  mais  alors  les  quatre  cordes  AB,  DE,  A' B', 

.D'E'  deviennent  des  tangentes  aux  cercles  respectifs.  Donc  : 

TnÉORiiME  1\.  — Si,  de  l’un  quelconque  des  points  de  con~' 
cours  des  tangentes  extérieures  ou  inténeures  commîmes  à 
.deux  cercles,  on  mène  à volonté  une  transversale  qui  lés  coupe, 
puis  les  quatre  tangentes  aux  points  d’intersection  corres- 
pondants .•  . • . 

ï*  Les  tangentes  homologues  directes  seront  parallèles,  et 
' ironicancourir  sur  la  corde  idéale  commune  à l’infini  aux  deux 
cercles; 

a“  I.es  tangentes  homologues  inverses  iront  concourir,  à 
l’inverse,  sur  la  corde  commune  à ces  cercles,' située  à une 
distance  donnée  et  Jinie. 

51.  Toutes  ces  propriétés  subsistent  encore,  en  vertu  de  la  ' 
continuité,  (|uand  on  vient  à supposer  que  l’iin  des  deux  cer- 
cles glisse,  en  varkint  de  grandeur,  entre  les  deux  tangentes 
qui  lui  sont  communes  avec  rautre,  jusqu’à  se  confondre  avec 
lui  en  un  seul  et  même  cercle:  la  corde  commune  devient 
alors  évidemment  la  corde-de  contact  du  cercie  et  des  tan- 
gentes fixes,  c’est-à-dire  la  polaire  du  point  de  concours  de  ces 
tangentes;  les  cordes  et  tangentes,  que  nous  avons  appelées 
homologues  directes,  se  confondant  deux  à deux;  quant  à 
celles  qui  sont  homologues  inverses,  elles  concourent  respcc- 

. tivement  sur  la  corde  de  contact  ou  polaire  ; on  parvient  donc 
ainsi,  par  forme  de  simple  corollaire,  à toutes  les  propriétés 
connues  du  pôle  et  de  la  polaire  pour  le  cas  de  la  circonfé- 
rence du  cercle. 

Notre  intention  n'est  pas  de  nous  arrêter,  pour  le  moment, 
à ces  sortes  de  propriétés,  nous  aurons  occasion  d’y  revenir 
par  la  suite  et  de  traiter  la  chose  sous  un  point  de  vue  plus 
général.'  Retournons  donc  à notre  objet  véritable. 
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Lps  propriétés  que  nous  venons  de  reeonnatirc  ci-dessus, 

, pour  le  système  de  deux  circanférences  de  cercle  quelconqdes, 
donnent  évidemment  lien  aux  réciproques  suivantes  : ' ’ 

TuÉOnliME  X.  — Si,  d'un  point  quelconque  de  l’une  ou  de 
l'autre  des  cordes  communes  à deux  circonférences  de  cercle, 
on  mène  des  tangentes  à ces  cercles,  qu'on  joigne  ensuite  deux 
à deux,  par  des  lignes’droites,  tes  points  de  contact  qui  appar- 
> tiennent  ù des  circonférences  distinctes  ; ' , 

1“  ('elles  qui  joignent  des  points  de  contact  dont  les  arcs  • 
tournent  à la  fois  leur  convexité  ou  leur  concavité  du  c/ité  de 
la  corde  commune,  tendent  toutes  au  point  de  concours  de  . ^ 
tangentes  extérieures  communes  ; , 

* 2“  Celles  qui  correspondent  à des  arcs  dont  Iq  concavité 
. n’est  pas  tournée  ù la  fois  vers  la  corde  commune,  tendent,  aq 
contraire,  au  point  de  concours  des  tangentes  intérieures  com-  ^ . 
mânes.  • • . ' ■ 

52.  Quami  le  point  (Coii  parient  les  langenles  est  siir  la 

corde  commune  à rinlini,  ces  langenles  sont  parallèles,  et 
alors  les  droites  de  la  première  espèce  sont  celles  qui  fia.sscnl 
j>ar  des  points  de.  contact  situés  du  meme  Côté  de  chaque  cercle; 
l’inverse  a lieu  pour  les  autres.  . , . •' 

1 

53.  Il  suit  de  la  derniète  parlie.de  la  réciproque  qui  nous.  ^ , 
occupe  que,  si  un  point  jouissait  à l’égard  du  système  de  deux 
circonférences  de  cercle  de  lapfopriélé  (lue  les  corde.s  homo-  . . 
logues  directes  correspondantes  soient  para,llèles  et  coucou-  . . 
rent,  i>ar  conséquent,  à l’Infini,  ce  point  serait  nécessaire- ’ • 
ment  un  de  ceux  où  se  coupent  les  tangentes  extérieures  ou' 
intérieures  communes;  mais  on  peut  remarquer  plus  généra- 
lement encore,  que,  dès  l’instant  où  deux  courbes  quelconques 
situées  sur  un  même  plan  jouissent,  à l’égard  d’un  certain  point  ‘ 

. de  ce  plan,  des  propriétés  dont  rl  s’agit,  ces  deux  courbes  sont 
nécessairement  semblables  et  semblablement  situées  à l'égard  ' ' , 
de  ce  point,  qui  est  ainsi  un  centre  de  similitude.  Supposant 
donc  que  l’une  des  deux  courbes  devienne  une  circonférence 
de  cercle,  l’auice  sera  nécessairement  aussi  une  circonférence 
de  cercle  ayant  le  point  en  question  pour  concours  réel  ou 
idéal  de  tangentes  communes.  . , . . , ' 
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6i.  l.es  propositions  précédentes  donnent  lieu  à quelques 
corollaires  faciles  que  nous  allons  examiner. 

Soient  (C)  et  (C'),  fig.  iSg,  deux  circonférences  de  cercle 
situées  sur  un  môme  plan;  considérons  en  particulier  leur 

Fi(î-  iSg.  ■ ■ - 


' centre  de  similitude  directe  S;  ce  que  nous  pourrons  dire  de 
ce  point  sera  immédiatement  applicable  ait  centre  de  simi- 
litude opposée  (W).  Du  point  S menons  deux  transversales 
arbitraires  SA,  SD  pour  déterminer  les  cordes  homologues  in- 
verses AD,  A'D'  concourant  en  p sur  la  corde  commune  MN 
du  système;  les  quatre  points  A,  A',  D,  D'  appartenant  à ces 
cordes  seront  situés  (49)  sur  une  troisième  circonférence  de 
cercle;  or,  il  résulte  dé  là  réciproquement  que,  si  par  les 
points  A et  A',  qui  se  correspondent,  on  mène  une  circonfé- 
rence de  cercle  quelconque  AA'D'D,  les  deux  derniers  points 
D,  D'  obtenus  ainsi  appartiendront  à une  ligne  droite  DD'  di- 
rigée vers  S comme  la  première  AA';  en  sorteique  les  cordes  .. 
AD  et  A'D'  seront  homologues  inverses.  Si  donc  on  appelle, 
en  général,  homologues  invetses  deux  points  tels  que  A et  A', 
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qui  sont  sur  une  droite  dirigée  versSeiitppnriiennemàdesarcs 
dont  la  convexité  est  tournée  en  sens  contraire  par  rapport  9 
ce  même  point,  on  pourra  énoncer  la  proposition  suivante  \ 

« Si,  par  deux  points  A et  k!  homologues  inverses  par  rap- 
I)  port  à S,  on  mène  une  circonférence  de  cercle  quelcon- 
i>  que  (c),  elle  ira  renoontrer  de  nouveau  les  cercles  donnés 
n {C),  (f/)  en  deux  points  D et  D'  homologues  inverses  comme 
» les  premiers  » {*). 

65.  Cela  posé,  imaginons  que  du  point  S on  mène  la  tan- 
gente Sf  au  cercle  (c),  puis  (|u'on  trace  le  cercle  (S),  (|ui  a S 
jiour  centre  et  Sr  pour  rayon,  il  coupera  à la  fois  orthogona- 
lement  le  cercle  {c)  et  tous  ses  semhlahles,  car 

S/ ==SA.SA'=  const.,  , - . 

quelle  que  soit  la  direction  de  S.^;  de  plus,  ce  cercle  aiira  MN 
pour  corde  commune  avec  les  cercles  ,(C)  et  (C'),  puisqu’il 
passe  nécessairement  par  les  points  de  leur  intersection  mu- 
tuelle quand  ces  cercles  se  coupent  (*,*).  Donc  (4-0),  si  l’on  trace 
la  corde  //'qui  lui  est  commune  avec  chaque  cercle  (c},  cette 
oorde  ira  concourir  au  point  p où  se  coupent  déjà  celles  AD, 
A'D'  et  MN.  • • 

Quand  le  point  S est  intériein'  aux  cercles  (G)  et  (G'),  la 
utngente  S/  et  le  cercle  (S)  deviennent  imaginaires,  mais  la 
propriété  subsiste  toujours.  En  effet,  la  corde  //'  n’est  autre 


(*)  Tout  cercle  qui  coupe  orthogonalement  les  ccrchîs  (C)  et  (C')  ap- 
partient évidemment  à la  suite  des  cercles  (c),  car  son  centre  est  sur  la 
corde  commune  MN,  et  ses  points  d'intersection  avec  les  proposés  sont 
les  points  de  contact  des  tangentes  égales  issues  do  ce  centre  (39),  par  > 
où  l’on  voit  (Tliéor.  X)  que  le  cercle  orthogonal  dont  il-s’agit  appartient 
à la  fois  aux  cercles  (c)  qui  correspondent  à S- et  à ceux  qui  correspon-  > 
dent  au  centre  de  similitude  opposée  S'.  (Note  ./c  181R.) 

( •*  ) Ce  raisonnement  s’appuie  sur  l’admission  du  prind/>e  <le  conti- 
miiié;  mais  au  moyen  de  la  note  qui  précède,  on  peut  démontrer  la 
même  chose  d’une  manière  tout  à fait  directe  ; il  en  résulte,  en  effet,  que 
,1e  cercle  (S)  est  orthogonal  à tous  Ceux  de  la  suite  réciproque  à (C) 
et  (C'),  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  sans  qu’il  fasse  partie  de  la  suite  que 
déterminenl  ces  derniers  (39).  • (Item.) 
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- cliose  que  la  polaire  de  S,  laquelle,  subsislanl  toujours  (5)^ 
doit  aussi  toujours  jouir  des  mêmes  propriétés. 

Réciproi|uemeiU,  quand  un  cerric,  d’ailleurs  quelconque, 
est  orthogonal  au  cercle  (S)  qui  vient  de  nous  occuper,  il  fait  , 
nécessairement  partie  des  cercles  (c),  c’est-à-dire  que  les 
• points  de  son  intersection  avec  les  proposés  sont  deux  à deux 
■ homologues  inverses  (54)  et,  par  consé(|uenl,  placés  dans  le  •, 
même  oolre  sur  des  droites  dirigées  vers  S.  Pareillement,  . 
tout  cercle  qui  a un  contact  semblable  ou  de  même  espèce  »\ec  . , . ' 

chacun  des  cercles  (C)  et  (C')  esiévidemnrtr-Tit  tel  (37,  51),  que 
e la  droite  qui  joint  ses  points  de  contact  passe  par  le  centre  ’. 

» de  similitude  directe  S »;  donc  il  appartient  aussi  à' la 
suite  des  cercles  (c)  et  jouit  des  mêmes  propriétés  qu’eux  ; 
seulement  les  cordes  Al)  et  A'D'  sont  devenues  uullés  ou 
•tangentes  aux  cercles  correspondants.  . 

56.  Admettons  maintenant  une  nouvelle  circonférence  (c'), 
décrite  comme  la  première  : elle  jo'uira  des  mêmes  propric-,  . . 
tés  relatives;  de  plus,  elle  jouira  conjointement  avec  elle 
rio  propriétés  a))partenant  simultanément  à leur  système;  ]iar  ' 
exemple,  les  cordes  AP  et  RE,  qui  leur  app.ntiennent,  ainsi 
qu’à  (C),  iront  concourir  (37)  en  on  point,  P de  la  corde  mh 
qui  leur  est  commune,  et  il  en  sera  de  même  des  cordes  cor- 
respondantes A'I)',  B'E'.  Pareillement,  puisque  les  langentejs 
aux  cercles  (ç)  et  [c'),  issues.du  point  S,  sont  toutes  égales(35),  ' • 

ce  point  appartient  aussi  à la  corde  commune  mn  (36);  donc;  ■ ' . 

. « Les  trois  points  P,  P'  et  S sont  sur  une  même  ligne  droite" 

' » corde  commune  au  système  des  cercles  (c)  et  (c').  n ' > ■ • 

Deux  systèmes  de  cordes  respectivement  homologues  in- 
verses, tels  que  AD  et  A'P',  BE  et  B'E',  déterminent  toujours 
deux  circonférences  de  cercle  (c)et  (c');  on  peut  donc  énon- 
cer généralement  ainsi  ce  théorème,  qui  se  rattache  d’une  ma- 
nière intime  à ceux  des  articles  49  et  50  : 

Théorème  XL  — Les  points  de  concours  P et  P'  de  deux, 
systèmes  de  cordes  respectivement  homologues  inverses  AD  et 
BE,  A'D'  et  B'E'  sont  sur  une  droite  passant  par  le  centre  de 
similitude  correspondant  S,  c’est-à-dire  qu’ils  sont  eux-mêmes 
homologues  inverses  â /’dgartf  ce (54).  . v 
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57.  Le  cas  particulier  où  les  cercles  (c)  et  (c' ) deviennent 
tangents,  de  même  espèce,  aux  cercles  donnés  (C)  et  {C')est 
surtout  remarquable  en  ce  qu’il  y a réciprocité  complète  entre 
les  deux  systèmes  qu’âls  forment.  Il  est  visible,  en  effet,  que 
les  cercles  (C)et  (G')  sont  réciproquement  tangents  de  même 
espèce,  aux  cercles  (c)  ct  (c');.  en  sorte  qu’ils  jouissent,  à 
l’égard  de  ces  cercles,  de  leur  centre  de  similitude  directe  et 
du  cercle  orthogonal  qui  a son  centre  en  cé  point,  de  toutes  les 
propriétés  qui  viennent  de  nous  occuper. 

Soient  donc  (c)  et  i6o,  deux,  cercles  quelconques 

ayant  aux  points  A et  A',  B cl  B'  un  contact  de  même  espèce 


Fig.  i6o. 


à l’égard  de  chacun  des  cercles  donnés  (C)  cl  (C');  il  résultera 
de  celle  simple  remarque  et  de  tout  ce  qui  précède,  que  ; 

O 1“  Les  droites  AA'  et  BB',  qui- sont  les  cordes  de  contact 
a dans  (c)  ci  (c*),  iront  concourir  au  centre  de  similitude  di- 
• recle  S des  cercles  (C)  et  (C'  );  • 

” a®  Les  droites  AB  et  A' B',  qui  sont  les  cordes  de  con- 
j)  tact  dans  (C)  et  (C'),  iront  au  contraire  concourir  au  centre 
a de  similitude  » des  cercles  (c)  et  (c'); 

a 3*  Les  pôles  p et  //  des  cordes  de  contact  AA'  et  Bff 
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U seront  situés,  ainsi  que  s,  sur  la  corde  MN  commune  au 
» système  des  cercles  (C)  et  (C  ) (Tliéor.  \); 

)i  4"  pôles  I*  et  P’  des  cordes  de  contact  AB  et  A' B' 

U seront  au  contraire  situés,  ainsi  que  S,  sur  la  corde  /un 
» e.oniimine  aux  cercles  (c). et  (c' ); 

» 5“  Le.  cercle  (S),  qui  a S pour  cmiire,  et  pour  rayon  une 
» tangente  (|uelcon(iue  S/  an\  cercles  (c)  et  (c'),  j)asse  par  les 
» points  d’intersection  des  cerclcs(<i)  et  (C')  et  a par  consé- 
» quent  MN  j)Our  corde  commune  avec  eux;  de  plus la 
» corde  //',  (|ui  lui  est  coimnune  avec  l’un  ()uelconque  des 
» fercles  (c)  et  (c*  ),  et  qui  est  aussi  la  polaire  du  point  S dans 
» ce  cercle,  passe  par  le  pôle  corresjiondant  p (55); 

» 6"  Les  mêmes  choses  ont  lieu  à l'égard  du  cercle  (i)  et  des 
» cordes  (jui  lui  sont  communes  avec  (c),  (c'),  (C)  et  (L'); 

« aiiisi,  par  exemple,  sa  corde  TT',  commune  avec  (C),  ou 
» la  polaire  de  s dans  ce  cercle,  passe  par  le  pôle  P de  AB; 

» 7"  Enfin  h>s  pôles  r.  et  de  la  corde  t/in,  commune  aux 
» cercles  (c)  el  (c'.),  sont  rangés  respectivement  sur  les  cordes 
» de' contact  .U1  et  X B'  appartenant  aux  cercles  (C)  et  (L'), 

» et  pareille  chose  a lieu  pour  la  corde  MN.  » 
t^i'tte  dernière  consé()uence  se  démontri*  en  ohser\ant  <|ue,*' 
puisque  P est  le  pôle  de  .VU  dans  le  cercle  (C),  par  exemple, 
la  droite  Sm,  qui  passe  jwr  te  point,  doit  avoir  réciprociuement 
pour  pôle  un  point  de  AB  (51). 

■ .58.  Deux  cordes  homologues’ inverses  quelconques,  telles 
què  .\B  et  A' B',  déterminent  évidemment  toujours  deux  cir- 
conférences de  cercle  (c)  et  (p')  tangentes  aux  cercles  (C)  et  (C'  ) ; 
mais  nous  venons  de  voir  que  les  pôles  de  ces  mêmes  droites 
sont  rangés  slir  une  nouvelle  droite  passant  par. le  centre  de 
similitude  S ; donc  on  peut  énoncer  ce  théorème  : 

' TuÊORfcME  XII.  = — Les  pôles  respectifs  V et  ^ de  deux  corder 
homologues  inverses  quelconques  AB  et  A' B',  sont  rangés  sur 
u/ie  ligne  droite  passant  par  le  centre  de  similitude  corres- 
pondant S,  c’est-à-dire  qu’ils  sont  eux-mêmes  homologues 
inverses  à l’égard  de  ce  point. 

59.  Ouand  les  deux  transversales  SA  et  SB  viennent  à se 
confondre  en  une  seule,  les  cordes  homologues  dont  il  s’agit 
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• peuvent  égaloinem  se  Confondre  avec  elles;  les  points  P et  P' 
deviennent,  dans  cette  hypothèse,  les  pôles  de  la  nouvelle 
sécante,  et  comme  sa  direction  demeure  pourtant  arbitraire,  il 
en  résulte  ce  nouveau  corollaire'  : ■ ' . 

V • 

Théorème  XllI.'  • — Les  pôles  de  toute  lifr/ie  droite,  passant 
par  l'un  des  points- de  concours  des  tangentes  à la  fois  com- 
, mîmes  ît  deux  circonférences  de  cercle  situées  sur  un  même 
plfm  , sont  rangés  sur  une  nouvelle  droite  passant  récipro- 
quement par  ce  point.  . 

60.  Cette  proposition , qui  est,  coninve  la  précédente,  une 
conséquence  très-simple  de  celle  de  l’article  56,  est  tellement 
caractéristique,  que,  dès  l’instant  où  elle  subsiste  à l’égard  de  ‘ 

, deux  cercles  et  d’un  point  situés  sur  un  même  plan,  il'  faut 
, nécessairement  què  ce  point  soit  un  de  ceux  où  concourent 
' ■ les  tangente.s  communes  à ces  cercles.  Il  est  visible,  en  effet, 

^ . que  lorsque  la  transversale  qui  passe  par  ce  point  devient 
tangente  à l’un  des  deux  cercles,  elle  devient  nécessairement 
aussi  tangente  à l’autre,  car  les  deux  pôles  correspondants  se 
trouvent  alors  à la  fois  sur  cette  transversale.  ’ ^ 

61.  On  pourra  objecter  contre  cette  démonstration  qu’elle 
‘n’est  applicable  qu’au  cas  où  le  point  que  l’on  considère  est 

extérieur  aux  cercles  ijui  lui  correspondent;  mais,  outre  que 
l’extension  d’un  cas  à l’autre  peut  avoir  lieu  directement,  en 
' . invoquant  le  principe  de  continuité , ' pu'istiue  les  systèmes 
correspondants  sont  assujettis  à la  même  loi  et  ne  diffèrent 
que  par  la  transposition  des  parties,  on  peut  encore  choisir  un 
tour  de  démonstration  qui  soit  indépendant  de  la  condition 
dont  il  s’agit;  mais  alors  les  conséquences  seront  de  nouveau 
'restreintes  au  cas  où  la  transversale,  passant  par  le  point 
donné,  serait  susceptible  de  couper  à la  fois  les  deux  cercles. 

■ En  effet  alors,  et  en  vertu  de  la  propriété  ci-dessus,  ce  point 
est  nécessairement  placé  quelque  part  sur  la  ligne  des  centres; 
cela  résulte  immédiatement  de  la  discussion.  Soient  donc  (C), 

(G')  et  8 les  deux  cercles  et  le  point  donné  (fi g.  161);  SA  une 
transversale  arbitraire  passant  par  S,  mais  rencontrant  à la  fois 
les  deux  cercles;  traçons  les  tangentes  aux  points  d’inter-  _ 
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section,  afin  d'obtenir  les  pôles  P et  P de  la  droUc  SA  ; me- 
nons enfin  les  rayons  CA,  C'A' et  les  droites  €P,  CP',  qui 


sont  nécessairement  perpendiculaires  à la  droité  SA,  et  par 
suite  parallèles  entre  elles;  on  aura  cvidernrnent 

CÂ’=CD.CP,  cT'’=C'D'.CP',  . 

d’où  ^ ' . • • ^ 

CÂ\- CA' : CD . CP  J C D' . C P 

V . . ' 

mais  les  triangles  respectivement  semblables  CDS  et  C IVS, 

CPS  et  C'P'S  donnent 

CD:  CD'::  CS:  CS,  CP:  CP'::  CS:  CS; 
donc  " . ,• 

CD . CP  : CD'.  C P : : : C^’ , 

et  pareonséquent  - • 

CA: C'A':: CS: CS,  ' . 

relation  qui  apprend  que  les  rayons  CA  et  C'A'  sont  toujours  ' 
parallèles,  ce  qui  ne  peut  convenir  qu’aux  deux  points  de  con- 
cours dos  couples  de  tangentes  extérieures  ou  intérieures, 
communes  aux  cercles  (C)  et  (C),  soit  que  ces  tangentes  sub-  • ' 
sistent  ou  ne  subsistent  pas. 

. ü2.  Ces  deux  démonstrations  comprennent  évidemment  tons  ^ 
les  cas  possibles;  car,  d’après  la  propriété  dont  jouit  le  point  S 
que  l’on  considère,  ce  point  doit  nécessairement  être,  ou  tout 
à fait  intérieur  aux  deux  cercles,  ou  tout  à fait  extérieur  à ces 
mêmes  cercles.  Dans  le  premier  cas,  les  transversales  passant  ' 
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par  ce  point  rcncoolreront  à la  (ois  les  <leuK  cercles  ; <ians  le 
second,  les  tangentes  issues  de  ce  point  seront  possibles.  On 
peut  donc  affirmer  généraiement  que  : 

« Si  un  point,  sitoé  sur  le  plan  corntiraB  à deux  circoofé- 
» rences  de  certie,  est  td,  que  les  pôles  d’une  droite  quel-; 
a conque  passant  par  ce  point  soient  rangés  sur  nne  itou-veUe 
» droite  passant  réciproquement  par  le  même  point,  ce  point 
» est  nécessairement  un  de  ceux  où  se  ooupem  deux  lan- 
a genles  communes  aux  cercles  proposés,  a 

63.  La  dicnculié  que  nous  venons  de  rencontrer  dans  la 
démonstration  de  ce  tiicorème  provient  de  ce  qu’il -existe 
d’auti'Gs  points  que  les  centres  de  similitude  directe  et  opposée 
qui  jouissent  de  la  propriété  examioee,  car  nous  venons  de 
voir  qu’il  n’y  a pas  de  nécessité  que  les  droites  issues  de  ce 
point  reoconireat  à la  fois  les  deux  cercles,  caractère  qui  ap- 
partient proprement  aux  deux  centres  dont  il  s’agit  ; toute- 
fois; comme,  dans  le  cas  coiitraire , ce  point  doit  nécessaire-.- 
ment  être  situé  au  dehors  des, deux. cercles,  il  faut,  d’après  ce 
qui  précède,  qu’il  appai tienne  toujours  à la  mutuelle  inter- 
section de  deux  tangentes;  communes;  ce  sera  donc  un  des  • 
quatre  points  qui  sont  la  rencontre  de  deux  tangentes  com-’  , 
munes  do  différente  espèce.  Or  on  peut  démontrer  direclo- 
mcnl,  cl  nous  aurons  occasion  de  dcmonlrcr  plus  tard,  qu’en 
effet  chacun  de  ce.s  quatre  points  jouit  à l’égard  des  deux  ’ - 
Cercles  de  fa  propriété  ci-dessus  énoncée  (50),  propriété  qui 
n’a  encore  été  établie  jusqu’ici  que  pour  les  points  decon-^ 
cours  des  tangentes  communes  de  même  espèce , c’csl-à-dire 
que  pour  les, centres  de  similitude  de  ces  cercles. 

Ainsi,  la  propriété  qui  nous  occupe  appartient  à ]a  fois  aux 
six  points  où  peuvent  concourir  deux  à deux  les  tangentes 
'communes  aux  deux  circonférences  de  cercle;  ces,  points  . 
forment  donc  séparément  autant  de  systèmes  assujettis  à la 
même  loi,  et  il  n’y  a de  différence  entre  eux  que  dans  la  situa- 
tion respective  des  lignes  et  dans  la  réalité  ou  la  non-réalité 
des  points  d’intersection  qui  leur  correspondent.  , 

Nous  avons  beaucoup  insisté  sur  cet  exemple  particulier, 
afin  de  montrer  combien  l’admission  ouverte  du  principe  de 
cootinuité  en  Géométrie  rationnelle,  petit  abréger  et  même 
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faciliter  les  démonstrations  et  les  recherches.  11  est  visible,  en 
effet,  qu’en  adoptant  les  conséquences  de  ce  principe,  il  n’y  a 
point  de  nécessité  de  refaire  la  démonstration  de  l’article  60, 
et  que  cette  démonstration  est  aussi  satisfaisante  que  com-  • . 
plète.  Dans  des  cas  plus  compliqués,  l’avantage  de  l’admission 
du  principe  est  bien  autrement  évident  : nous  on  rencontre- 
rons de  nombreux  exemples  dans  le  cours  de  ces  recherches  ; ' ■ 

il  nous  suffit  d’en  avoir  donné  dès  à présent  une  idée. 

V 

6i-,  Les  diverses  propriét('-s  qui  nous  ont  occupés  dïins  ce 
qui  précède  conduisent  d’une  irlanière  si  naturelle,  si  directe-,  • 
à celles  du  cercle  langent  à trois  autres  situés  sur  un  plan, 
que  nous  ne  croyons  pas  devoir  nous  abstenir  de  les  rapporter 
ici,  quoiqu’elles  appartiennent  à un  sujet  Tant  de  fois  traité 
par  de  savants  et  illustres  géomètres.  D’ailleurs,  comme  ces^ 
propriétés  se  rattachent  d’unç  manière  intime  à la  théorie  des 
cordes  et  des  tangentes  communes  aux 'circonférences  de 
cercle,  et  que  nous  aurons  mènie  occasion  par  la  suite  de  les 
étendre  aux  sections  coniques  en  général , je  pense  qu’on  me 
panlonnera  facilement  l’espèce  de  digression  qu’elles  amènent 
pour  le  moment.  , - • ' 

6Î).  Considérons  donc  le  système  de  trois  circonférences  de  cercle  (C), 

• {C')t  (C),  Jîg.  1G2,  situées  sur  un  même  plan;  on  sait  qu’à  ces  trois 


cercles  répondent  toujours  six  centrés  de  similitude  directe  ou  opiMwée, 


Digitized  by  Gi  h y le 


DES  SECTIONS  CONIODES.  • 417 

(listribués,  trois  à trois,  sur  quatre  lignes  droites  eu  axrs  rie  similUiuie ; 
examinons  en  particulier  celui  de  ces  axes  qui  renferme  les  trois  centres S,< 
S',  S"  de  similitude  directe,  et  qui  correspond  par  conséquent  aux  cer- 
cles (c)  et  (c')|  ayant  à la  fuis  un  conUtcl  de  même  espèce  avec  leé 
trois  cercles  proposés  (ÎIS)  ; ce  que  nous  dirons 'do  cet  axe  sera  immédia- 
tement applicable  à chacun  des  trois  autres  cl  aux  systèmes  de  cercles 
tangents  qui  le.ur  correspondent  respectivement.  Cela  posé,  on  conclura 
directement  de  l’article  57,  et  sms  qu’il  soit  besoin  do  recourir  à de 
nouveaux  raisonnements,  que  : 

1“  Le  centre  de  similitude  s des  cereli's  tangents  (c)  et  (c')  est,  à la 
fois,  sur  chacune  des  trois  cordes  communes  aux  Cercles  prtqia-és,  et  se 
trouve  par  conséquent  à leur  intersection  mutuelle. 

» 2“  La  cordé  commune  aux  mêmes  cercles  passe  à la  fois  par  S,  S', 

S",  et  se  confond  par  conséquent  a\ec  l'âxe  de  similitude  SS'S’  des  cei^ 
clés  proposés.  . • 

» 3“  La  ligne  des  centres  de  ces  cercles,  qui  passe  par  a-,  est  par  suite 
jier()endicu]aire  à cet  axe.  • • . . 

n 4*  Si  l’on  trace  le  cercle  tT'T"  ou  (a),  qui  a .v  pour  centre  et  pour 
rayan  une  quelconque  des  tangentes  aux  cercles  (C),  (C),  (T."),  issues  . 
de.  Ce  même  point,  il  coupera  à la  fois  ortlwgonalcment  ces  trois  cercles, 
e(  aura  SS'S"  pour  corde  commune  avec  les  cercles  tangents  (c)  et  (c'). 

» 5°  Si  l’on  trace  les  trois  cercles  (S),  ($'),  (S")  qui  appartiennent 
aux  cercles  (C),  (C'),  (C")  pris  deux  à deux  (S.’iy,  ils  auront  resi>ective- 
ment  même  corde  commune  avec  ceux  qui  leuè  correspondent,  et  coupe-  ’ 
’ronl  à la  fois  ortliogonalement  le>  cercU's  (c),  {c')  et  {s);  de  sorte  que, 
ayant  leurs  centres  sur  l'axe  de  similitude  SS’S",  ils  appartiendront  à la 
série  orthogonale  réciproque  de  ces  cercles,  et  auront  par  conséquent  la 
droite  des  centres  c et  c'  pour  c >rde  commune  (116,  39). 

» 6“  Les  trois  points  de  contact  A',  A*  ou  B,  B',  B",  qui  appartien-  ’ 
nent  à chaque  cercle  tangent  aux  proposés  sont,  deux  à deux,  sur  trois 
droKes  concourant  respectivement  aux  centres  de  similitude  S,  S',  S'  qui 
lêur  cqrresiwndenl , en  sorte  que  les  trois  cordes  de  contact  AB,  A'B', 
A'B"  sont,  dans  le  même  ordre,  homologues  inverses. 

I)  7“  Ces  cordes  de  contact  passent  toutes  trois  par  le  centre  de  simi- 
litude A des  cercles  (c)  et  (c'),  c’i'sl-à-dire  par  le  (wint  do  concours  uni- 
que'des  cordes  deux  à deux  communes  aux  cercles  iiroposés. 

» 8“  Les  pôles  P,  P',  P"  de  ces  cordes  respectives  sont  tous  trois  rangés 
sur  la  corde  commune  à (r)  et  (c'),  c’est-à-dire  sur  l’axe  de  similitude 
SS'S"  que  l'on  considéré. 

» 9”  Les  cordes  Tr,  T'/',  T’r",  deux  à deux  co.iiraunes  au  cercle  (a-) 
et  aux  ccreles  proposés,  c’csl-à-dirc  les  polaires  qui  correspondent  à res' 
cercles  et  au  point  a,  vont  concourir  res|)celivemanl  aux  pôles  P,  P',  P" 
dont  il  s'agit.  • ' . 

, » 10°  Les  pôles  tt,  r.\  r.'  de  l’axe  de  similitude  SS'S",  dans  rhaqiie 
• . . n.  17 
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corde  proi>os»‘,  sont  siUiés  resperlivement  sur  les  trois  cordes  de  contact 

AB,  A'B'el  A’B*.  ' . 

71  1 1"  Enfin,  ces  mêmes  pdles  sont  deux  à deux  homologues  invers<‘S,  ' 

c'est-à-dire  qu'ils  sont,  dans  le  même  ordre,-  sur  des  droites  passant  |>ar 
les  centres  de  similitude  S,  S',-.  S"  correspondants  (.''i'J).  » 

A ces  diverses  propositions  on  pourrait  joindre  la  suivante,  bien  facile 
à détrumtrer  : 

O ia“  Les' centres  des  cercles  tangents  (c)  et  (c')  se  trouvent  à la  fois 
situés  sur  trois  sections  coniques,  ayant  diacune  pour  foyers  deux  des 
centres  des  cercles  proposés,  et  pour  grand  axe  la  diCTcrenco  des  rayons 
qui  leur  correspondent  respectivement.  » 

66.  Voilà  on  peu  de  mots,  tout  ce  qu’on  connaît  d’intéreManl  sur  le 
■cercle  tangent  à trois  autres  décrits  sur  un  plan.  Les  Propos.  111,  VIII  . -, 
et  IX  donnent  la  solution  du  problème , correspondant,  qui  appartient  à 

M.  (iaullior  do  Tours  (*),  rnais  un  peu  généralisée;  les  VIT  et  X'  don- 
nent une  solution  (|ui  revient,  quant  au  fond,  à celle  qu’a  présentée  du 

mémo  problème,  M.  üergonne,  rédacteur  des  Jnnalrs  de  Mathémur  ' 

trt/i/cs. 

Les  mêmes  considérations  vont  nous  conduire  à une  autre  solution  non 
moins  directe  et  non  moins  simple  (pie  les  premières,  et  qui  jouit  avec 
elles  de  l’avanUige  de  pouvoir  être  exécutée  avec  la  règle  seule,  qnimd  on 
a la  connaissance  préalable  des  centres  de  similitude  qui  appartiennent 
deux  à deux  aux  cercles  proiwsés.  . . - ‘ ■ 

' 67.  Nous  venons  de  voir  que  le  cercle  (.f),  orthogonal  à la  fois  aux 
cercles  (C).  (C'),  (C”),  et  qui  a son  centre  au  point  .vni'i  se  coupent  les 
cordes  communes  à ces  cercles,  a lui-mémo  l'axe  de  similitude  SS' S”  pour 
corde  commune  avec  les  cercles  tangents  (c)  et  (<•');  mais',  au  moyen  des 
remarques  de  l'article  ïif,  on  peut  facilement  détenninor  un  cercle  quel- 
conque de  la  suite  à laqrielle  il  appartient,  ainsi  ijne  (c)  et  (r‘),  sans  la 
connaissance  préalable  du  point 

Par  le  centre  de  similitude  S i63),  menons  en  effet  une  Iransver-  , 
sale  quelconque’ SA  dans  les  cercles  correspondants  (C)  et  (C'),*j>our 
obteinr  deux  points  A et  A'  homologues  inverses  (.Si)  ; par  Tiin  de  ces 
points,  par  le  point  A,  par  exemple,  menons  de  nouveau  la  transver- 
sale S'.\  dirigée  au  centre  de  simdilude  S',  et  rencontrant  le  troisième 
cercle  (C'j  au  point  A'  homologue  inverse  de  .A;  par  les  points  A,  A',  A" 
ainsi  obte.nns,  faisons  passer  une  circonférence  de  cercle,  elle  rencontrera 
de  nouveau  les  proposées  aux  points  B,  B',  B’,  et  appartiendra  nécessai- 
rement à la  suite  des  cercles  (c)  et  [>■']■,  car,  par  conslrnction,  elle  est 

(*)  ru?/-  te  Mi'tn»ir<‘  déjà  cité  (40),  uù  sc  truiivcnt  aussi  uspusees  d’uuu 
manière  syiitliètiqiir  lus  pi'opositions  qui  vieiincnt  itc  nous  iKciipci. 
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orthogonale  à la  fois  aux  cercles  (S)  et  (S  ),  n“  55,  ce  qui  ne  peut  avoir 
lieu  à moins  qu’elle  n'appartienne  à la  suite  récipro<|ue  de  ces  cercles 


. (36,  39)  et  du  cercle  (S"),  puisque  ce  dernier  a même  corde  commune 
avec  tes  deux 'autres,  c’est-à-dire  à la  suite  (c),  (c'). 

11  résulte  de  là  immédiatement  et  de  la  construction  du  cercle  dont  il 
s’agit,  que  si  Ton  trace  les  droites  BB',  BB",  B' A’,  B’.V,  ainsi  que  les 
cordes  AB,  A'IT  et  A’®’,  qui  sont  communes  à ce  cercle  et  à chacun  des 
proposés  : 

’ « i"Chacune  des  premières  ira  concourir  (51’,  55)  au  centre  de  simi- 

litude directe  S,  S'  ou  S"  des  deux  cercles  auxquels  celte  droite  corres- 
pond, en  sorte  que  les  trois  autres  droites  ou  cordes  AB.  A'B',  A"I)'  se- 
ront deux  à deux  homologues  inverses. 

I n 1°  Ces  trois  cordes  iront  concourir  respectivement  aux  points  P, 

P',  P"  déterminés  ci-dessus,  pèles  invariable.^  des  cordes  de  contact  des 
deux  cercles  (c),  (c'y  tangents  aux  proposés  (50). 

» 3°  La  ligure  AA'B*BB’A'’.\,  dont  les  sommets  s’appuient  deux  à deux 
sur  les  cercles  proposés  et  qui  est  en  même  temps  inscrite  au  cercle  (c'y 
de  la  suite  que  l'on  considère,  forme  naturellement  un  hexagone  fermé 
dont  les  côtés  opposés  vont  respectivement  concourir  aux  centres  de 
similitude  S,  S',  S",  et  les  diagonales  AB,  A'B',  A"B”,  qui  joignent  les  som- 
mets opposés  aux  trois  points  P,  P',  P"  désignés  ci-dessus.  » 

68.  D’après  cela,  réciproquement,  si  l’on  essaye  à volonté  de  coiistraire  ' 
un  hexagone  tel  que  eelui  qni  |>récède,  dont  les  sommets  s'api>uient  sur 
les  cercle»  proposé»  et  soient  deux  à deux  consécutivement  homologues 
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inverses  (51)  à l'é.^ard  des  cercles  et  du  centre  de  simililude  auxquels  ils 
appartiennent,  il  arrivera  que  ; i ' 

« 1°  Cet  hexagone  viendra  naturellement  SC  refermer  au  point  pris  pour 
sommet  de  départ. 

» 2°  C.el  hexagone  sera  inscriptible  à une  même  circonférence  de  cercle, 
appartenant  à la  suite  que  déterminent  les  cercles  tangents  à la  fois  aux 
proposés. 

B 3°  Les' diagonales  qui  joignent  les  sommets  opposés  de  cel  hexagone 
viendront  rencontrer  l'axe  de  similitude  SS'S’  aux  pûtes  invariables  P, 
P',  P"  des  cordes  de  contact  des  cercles  tangents  dont  il  s’agit,  t 

60.  Si  l’on  se  proposait  seulement  de  déterminer  le  pôle  P*  et  la  corde  . 
de  contact  qui  lui  corres|)ond  dans  le  cercle  (C),  la  description  do  l’hexa- 
gone deviendrait  inutile;  car  il  résulte  do  ce  qui  précède,  que  si,  au  lieu 
de  tracer  l’hexagone  tout  entier,  on  s’arrèle  aux  trois  premiers  côtés.  A”A, 
AA , A' B",  on  prenant  pour  sommet  de  départ  un  point  quelconque  .4’ 
du  cercle  que  l'on  considère,  on  formera  naturellement  une  portion  de 
polygone  .A'AA'B",  dont  les  sommets  extrêmes  A”,  B",  ceux  qui  corres- 
pondent au  cercle  (C*)  que  l’on  considère,  appartiendront  à l’une  des 
diagonales  de  l’hexagone  ci-dessus,,  et  seront  par  conséquent  situés  sur 
une  droite  passant  par  le  pôle  P”  cherch’é. 

Celte  nouvelle  propriété  peut  s’exprimer  ainsi  : 

n Si  l’on  construit  à volonté  une  portion  de  polygone  A'AA'B’  com- 
» posée  de  trois  côtés,  dont  les  sommets  soient  consécutivement  et  deux 
B à deux  homologues  inverses,  se»  sommets  extrêmes  A'  et  B”  seront 
B nécessairement  à un  même  cercle  (C’)  et,  en  général,  distincts  entre 
B eux;  mais,  si  l’on  trace  la  droite  A"B"  (|ui  les  renferme  à lu  fois,  elle 
B concourra  sans  cesse  au  pôle  P"  appartenant  à ce  cercle,  b . v 

70.  En  appliquant  aux  diverses  considérations  qui  viennent  de  nous 
occuper,  les  conséquences  du  principe  de  continuité,  on  arrive  direc- 
tement à quelques  corollaires  faciles,  qu’il  ne  sera  pas  hors  de  propos  ' 
d’examiner  ici. 

Considérons  toujours,  comme  "dans  ce  qui  précède,  le  système  de  trois 
circonférences  de  cercle  quelconques  situées  sur  un  même  plan,  et  sup- 
posons qu’on  leur  ait  mené  les  tangentes  qui  leur  sont  deux  à deux  exté- 
rieures commnnes,  afin  d’obtenir,  |>ar  leurs  intersections  respectives,  les 
trois  centres  de  similitude  directe  S,  S',  S"  qui  leur  ajipartiennent.  Cela 
posé,  imaginons  que  l’une  des  circonférences  dont  il  s'agit  glisse  entre  les 
deux  tangentes  qui  lui  sont  communes  avec  l’une  des  deux  autns,  jus- 
qu'à s'en  rapprochera  une  distance  d’abord  infiniment  [lelite,  puis  en- 
suite nulle,  c’est-à-dire  jusqu'à  se  confondre  avec  le  cercle  fixe;  iconce- 
vons  que,  par  suite  du  même  mouvement,  la  dernière  circonférence  glisse 
également  entre  les  deux  tangentes  qui  lui  sont  commune.s  avec  le  cercle 


•"Digilizod  by  Google 


DES  SECTIONS  COXigUES. 

Gxc,  mais  de  manière  cependant  que  te  centre  de  similitude  qui  lui  ap- 
partient, ainsi  qu’au  premier  cercle  variable,  reste  toujours  à la  même' 
place,  chose  évidemment  possible,  il  arrivera  nécessairement  ipie  cette 
circonférence  se  rapprochant  sans  cesse  île  celle  ipii  reste  fixe,  finira 
jiar  s’y  confondre  en  même  temps  que  l'autre  qui  en  dirijte  le  mouve- 
ment : or,  dans  ce  nouvel  état  du  système,  les  divers  objets  de  la  fi- 
gure devront  jouir  entre  eux  des  mômes  propriétés  que  dans  la  figure 
primitive,  pourvu  qu'on  ait  égard  aux  modifications  qui  auront  pu  s'y 
opérer;  donc,  si  l’on  observe  que  les  trois  points  S,  S',  S'  peuvent  être 
reinpiécré  jiar  trois  points  quelcomiues  situés  en  ligne  droite,  on  concliira 
immédiatement  des  n"*  G8  et  (>9,  ceâ  doux  nouveaux  théorèmes  apparte- 
nant à la  Gi'ométrie  de  la  règle  ; 

« 1°  Trois  points  en  ligne  droite  étant  donnés  à volonté  sur  le  plan 
O d’une  circonférence  de  cercle,  si  l’on  essaye  d’inscrire  à cette circonfé- 
» rence  un  hexagone  dont  les  côtés  respec lit  emen t'opposés  concourent  aux 
» trois  points  en  question,  cet  hexagone* se  refermera  de  lui-méme  sur 
» la  courbe,  queT  que  soit  le  sommet  ou  le  côté  qu’on  ait  choisi  pour 
» point  de  départ. 

» -i”  Les  mêmes  choses  étant  données,  si  l'on  inscrit,  à volonté,  dans 
» ce  cercle,  un  quadrilatère  dont  les  trois  premiers  èôtés  concourent  res- 
» pectivement  aux  points  donnés.  Te  dernier  côté,  resté  libre,  ira  sans 
» cesse  concourir  en  un  quatrième  point  fixe,  situé  sur  la  droite  qui  ren- 
’»•  ferme  les  trois  iiutrcs.  » 

71 1 Le  premier  de  ces  théorèmes  n’Ost,  au  fond,  que  la  proposition 
connue  sous  le  nom  de  Vhrjcagrnmmc  iiiystif/iic  de  Pascal  ; quant  à l’autre, 
il  fait  partie  d’une  proposition  beaucoup  plus  générale  que  nôus  avons- 
énoncéc,  sans  démonstration,  dans  un  article  inséré  au  tome  Vil  des 
j4/innlfs  de  Mathéimitiques.  Notre  dessein,  en  les  présentant  ici,  n’a  jias 
été  do  les  examiner  en  eux-mêmes,  puisque  nous  nous  proposons  d’y  re- 
venir d'une  manière  générale  par  la  suite,  mais  de  faire  voir  seulement, 
par  un  exemple  remarquable,  comment  l’admission  de  la  continuité  en 
Géométrie  peut  servir  à étendre  les  conceptions  et  lus  idées,  et  comment 
aussi  elle  sert  à établir  une  liaison  étroite  et  intime  entre  des  vérités  et 
des  figures  en  apparence  distinctes. 

Au  reste,  on  pourrait  déduire  des  considérations  qui  précèdent  d’autres 
conséquences  également  remarquables,  mais  qui  no  seraient  pas  ici  à 
leur  place,  et  nous  feraient  tout  à fait  perdre  do  vue  l’objet  véritable  de 
ce  paragraphe,  dont  nous  nous  sommes  déjà  beaucoup  trop  écartés;  seu- 
lement, nous  ferons  remarquer,  en  terminant,  que  ces  considérations  sur 
les  cercles  tangents  à trois  autres  s'appliquent  immédiatement  au  système 
d'un  nomljre  quelconque  de  circonférences  de  cercle  également  tangentes 
A deux  autres  sur  un  plan;  en  sorte  que  la  théorie  qui  'précède,  unique- 
ment basée,  sur  les  propriétés  des  cordes  .réelles  ou  idéales  communes. 
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donne  tout  ro  que  l’on  peut  déîsirer  de  plus  général  sur  les  cerdos  qui  se 
coupent  OH  se  touchent  sur  un  même  plan.  » 

.72.  Toutes  les  propriélé.s  q\ie  nous  avons  jusqu’ici  établies 
pour  le  cas  général  de  deux  circonlérences  de  cercle  (|uel- 
conques  situées  sur  un  même  plan,  subsistent  évidemment,  en 
tout  ou  en  partie  e.t  avec  les  modifications  convenables,  dans  ' 
les  diverses  circonstances  parliculièies  (pic  le  sjsti'mc  de  ces 
ccrcl(’s  peut  présenter;  c’est  une  conséquence  nécessaire  et 
ici  tout  à fait  évidente  du  principe  de  continuité.  L’examen  de' 
quelques-unes  de  ces  circonstances  va  nous  servir  à justifier, 
à posteriori,  les  notions  exposées  au  commencement  de  ce 
paragraphe.  ^ 

Etd’aLord,  on  peut  remarquer,  en  général,  qu’il  existe  entre  ’ 
les  cordes  communes  à distances  finie  et  infinie,  toutes  deuic 
ayant  con.stammcnt  lieu  à la  fois  (‘31  ),  une  dépendance  telle- 
ment intime,  que,  quand  l’une  est  donnée,  l’autre  s’ensuit 
nécessairement  et  par  une  même  loi;  caria  même  construc- 
tion, a[)pliquéc  à cliacune  d’elles  (31),  donne  simultanément 
les  deux  centres  de  similitude  des  cercles  correspondants; 
or  chacun  de  ces  points  est  propre,  à son  tour  (30),  à donner 
simultanément  des  systèmes  de  droites  concouianl  sur  l’une  • 
et  l’autre  corde  commune.  ' . ' ' 

Celte  liaison  intime  entre  les  deux  cordes  qui  nous  oc- 
cupent, peut  servir  à justifier  à posteriori  cl  pour  le  cas  du 
cercle,  la  définition  admise  à l'article  20  pour  les  cordes  coin-  ‘ 
mimes  qui  se  rencontrent  au  dehors  du  périmètre  des  deux 
courbes;  car  elles  forment  naturelleménl  ici  un  système  de 
cordes  conjuguées  entre  elles.  Au  reste,  la  dépendance  qui 
lie  entre  eux  les  deux  centres  de  similitude  est  non' moins 
remarqutibic , et  porte  également  à leur  appliquer  le  nom  de 
points  de  concours  conjugués  des  tangentes  communes.  Nous 
étendrons  plus  tard  le  sens  de  celle  définition,  ijuand  nous  en 
viendrons  à considérer  les  propriétés  des  cordes  et  des  tan- 
gentes communes  aux  sections  coniques  en  général. 

73.  Pour  passer  maintenant  à l’examen  de  quelques  cas 
particuliers,  supposons  que  les  deux  circonférences  proposées 
deviennent  concentriques  ; d’après  l’article  '33,  les  deux  cordes 
communes  qui  leur  appartiennent,  se  confondent  alors  en  une 
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seule  située  à l'infini.  Or  celte  circonstance  se  retrace  parfai- 
tement à l’aide  des  considérations  générales  ci-dessus. 

En  effet  alors',  les  centres  de  similitude  directe  et  opposée 
SC  réuiiisseni  au  centre  coinnum  des  deux  Cercles,  et  si  l'on 
trace  pur  ce  point,  des  transversales  atiiitniires  [tour  obtenir 
des  cordes  lioinoiogues  suivant  la  délinilion,  il  arrivértt  évi-  . 
deminent  que  celles  qui  sottt  inverses,  et  ipii  précédeinmeni  ' 
allaient  cmicotirir  sur  la  corde  comninno  à distance  donnée, 
seront  parallèles  aux  cordes  homologues  directes  «pii  leur' 
çoirespnndem , et  par  cnnséijneiit  conconrrnni  avec  elles  en 
des  [toints  à l’itdini,  ce  qui' exige  «pie  les  cordes  corninnnes, 
clles-iiiêmes,  se  S'.tient  confondues  à l'inüiii. 

On  voit  «|u’ici  les  (tropriéiés  «les  conles  homologues,  directi'S 
ou  inverses,  ac«iuièreiU  nu  grand  degré  d'évidence,  à cause 
de  la  symétrie  des  deux  cercles  autour  de  leur  centre  commun. 

Or  il  en  est  de  même  de  tontes  les  antres  jirO[iriélés  géné-  . . 
raies  dont  on  s’csi  occiqié  dans  ce  «jui  pia'cède,  et  chacune 
d’elles,  en  particulier,  peut  scrvii' à prdnver  réciproqiwnfent 
i|ue  les  cercles  concentriques  se  couqiorteut  comme  si  leuf 
oorde  commune  orilinaire.éuiii  passée  à rinlini. 

74.  Concevons  actuellemeul  que  l’un  des  deuN  cercles,  au 
lieu  de  devenir  concentrique  à l’autre,  comme  dans  la  suppo- 
sition préciidetilc,  acquière  des  dimensions  inlinimeiii  petites 
ou  se  réduise  à un  point.  D’après  ce  que  nous  avons  vu  (32), 
le  svsième  correspondant,  devra  conserver  encore,  outre  sa 
corde  idéale  commune  à rLnftnij  une  autre  corde  idéale  com-’ 
'mune  à distance  donnée,  laquelle  jouira’  des  mêmes  jn  opriéiés  , 
à l’égard  de  ce  système.  « ‘ 

Qu’on  trace,  [lar  exemple,  une  circonférence  de  cercle  ’ , 

, quelconque  passant  par  le  point  qui  représente  le  cercle  infi- 
niment petit,  la  corde  qui  lui  est  commune  avec  ce  dernier 
cercle  sera  évidemment  la  tangente  au  point  en  question  ;* 
quant  à la  corde  commune  à ce  petit  cercle  et  à celui  du  sys- 
tème pjoposé,  elle  devra  concourir  avec  la  premièrè,  sur  la 
corde  idéale  commune  de  ce  système,  comme  cela  résulte  du 
cas  général,  cl  pourrait  facilement  se  vérifier  à priori. 

Pareillement,  si  du  point  dont  il  s’agit,  qui  représente  évi- 
demment à la  fois  le  centre  du  cercle  infiniment  petit  et  les  > . 
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deux  cenlres  de  similitude  du  système,  on  mène  une  truns- 
versale  arbitraire  rencontrant  le  cercle  donné  en  deux  points, 
puis  qu’on  trace  les  deux  tangentes  (lui  correspondent  à ces 
points  et  les  deux  parallèles  à ces  tangentes  passant  par  le 
point  donné,  lesquelles,  de  leur  côté,  représenteront  (W). les 
tangentes  du  cercle  inliniment  petit,  homologues  aux  pre- 
mières, il  arrivera  que  les  tangentes  homologues  non  directes 
ou  qui  se  rencontrent,  iront  concourir  sur  lu  corde  idéale 
commune  au  système  du  point  cl  du  cercle  proposé  (50). 

Pour  démontrer  en  particulier  celle  dernière  assertion  d’une 
manière  tout  à fait  directe,  soient  (Ç)  et  (C'),  i64,  le  cercle  . 


Fig. 


et  le  point  proposés,  C'D  une  transversale  arbitraire  passant 
par  C'  et  rencontrant  je  cercle  (C)  en  E et  D;  parole  point  C' 
soient  menées  les  parallèles  C'K  et  C'L  aux  tangentes  ET  et 
Dï,  qui  correspondent  au  cercle  (Cj  et  à la  Sécante  C'I)  : elles 
rencontreront  les  tangentes  dont  il  s’agit  aux  points  K et  E qui; 
d’après  l’hypothèse,  apparliendroiit  à la  corde  nm  commune 
au  système  du  point  C'  et  du  cercle  (C). 

Considérons  en  particulier  le  point  K, et  abaissons  de  ce  point 
la  perpendiculaire  indéHnte  KO  sur  la  ligne  des  centres  CC'; 
en  regardant  celte  perpendiculaire  comme  une  corde  idéale 
du  cercle  (C),  on  aura  (28) 

Kd’=KÔ’+OA.OB; 
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mais,  par  conslructioii, 

îü) ’ K<ÿ ’ = KO ■ 4- ÔC \ 

à cause  que  le  triangle  KDC'  est  isocèle,  et  le  tiiangle  KOC' 
rectangle;  donc 

(k7’  = 0\.OB, 

ce  qui  est  conforme  à la  délinilioii  ( ) de  la  corde  idéale  coin- 

mune  au  cercle  (C)  et  au  point  iV  (*),  et  apprend  que  tous  les 
points  K sont  sur  cette  droite  indêlinie. 

' * 

75.  On  pourrait  pousser  plus  loin  cet  examen,  mais  les 
rapprodicmonls  que  nous  venons  de  faire  doivent  suffire  pour 
justifier,  quant  à ce  (jui  concerne  la  circonférence  du  cercle, 
les  définitions  et  les  notions  jusqu’ici  admises.  Dans  ce  qui 
suit,  nous  nous  occuperons  spécialement  des  principes  de  pro- 
jection à l’aide  desquels  on  peut  ramener  la  recherche  ou  la 
démonstration  des  propriétés  générales  des  sections  coniques 
à celle  des  propriétés  de  la  circonférence  du  cercle.  En  nous 

'appuyant  sur  les  diverses  considérations  présentées  au  pre- 
mier paragraphe,  nous  établirons  ces  principes  d’une  manière 
■entièrement  géométrique  et  extrêmement  simple’,  si  on  con>- 
pare  nos  démonstrations  à celles  qu’on  pourrait  déduire  de  la 
Géométrie  analytique.  Mais,  pour  y arriver  d’une  manière  qui 
soit  en  mèmè  temps  naturelle,  nous  aurons  à exposer  quelques 
définitions  et  quelques  notions  déjà  éonnuesde  la  doctrine  des 
projections,  et  c’est  à cela  que  nous  consacrerons  le  commen- 
cement du  paragraphe  ci-après. 

§ III.  — Principes  üe  la  doctrine  des  projections. 

76.  Dans  ce  qui  suit,  nous  donnerons  toujours  au  mot  de 
projection  le  même  sens  que  celui  de  perspective;  ainsi  la 
projection  sera  centrale. 


(*)  N’oublions  pas  que,  en  conservant  à ces  lignes  droites  le  nom  de 
cordes,  nous  entendons  par  là  que  le  cercle  correspondant  ait  reçu  des 
dimensions  infiniment  petites,  et  non  pasnulles;  car  autrement  l’expres- 
sion de  corde  ou  sécante  serait  non-seulement  peu  naturelle,  mais  encore 
absurde  et  opposée  aux  notions  que  nous  avons  jusqu'ici  admises  (i8i8). 
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Dans  celle  sorle  de  projection,  la  surface  sur  laquelle  on 
projeile  la  figure  donnée  peut  «;lre  iiuelcoiu|uc  ; celle  figure 
elle-niènie  peut  ùlre  située  arbilrairenrenl  dans  res]iace  ; mais 
celle  grande  exiension  étant  inulile  à l’objet  des  recln-rclies 
qui  suivent,  nous  supposerons  toujours  que  la  figure  donnée 
et  la  surface  de yrojeclioii  soient  l’une  et  l’autre  planes. 

Ainsi,  que  l’on  conçoive  (|ue,  d’un  point  donné  pris  pour 
centre  de  projection,  parle  un  faisceau  de  lignes  droites  diri- 
gées vers  tous  les  points  d’une  figure  tracée  sur  un  tnème 
plan;  si  l’on  vient  à couper  ce  faisceau  (fe  droites  projetantes  ' 
par  un  aulre  plan  disposé  d’une  manière  arbitraire  dans  l’es- 
pace, il  en  résultera  sur  ce  plan  une  nouvelle  figure,  qui  sera 
la  projection  de  la  |)remière. 

77.  Celle  projection  rte  change  évideniineni  ni  la  dispor 
silron,  ni  le  degré  des  lignes  de  la  figure  primitive,  ni,  en  gé- 
néral, toute  espèce  de  dt-pendance''  grapliitiue  entre  les  parties 
de  celle  figure,  qui  ne  coiicerncndl  que  la  direction  indéfiiiic 
des  lignes,  leur  intersection  mutuelle.,  leur  contact,  etc.;  mais 
elle  pourra  faire  varier  seulement  l’espèce  particulière  de  ces- 
mémes  lignes,  et,  cri  général,  toutes  les  dépendances  qui  , ' 
concerneraient  des  grandeurs  constantes  cl  déterminées, 
telles  que  : ouvertures  d’angles,  [larauièlres,  etc.  Ainsi,  par 
exemple,  de  ce  qu’une  ligne  est  normale  à une  autre  dans  la 
figure  primitive,  on  ne  saurait  en  conclui'c  qu’elle  le  soit  dans 
la  projection  de  celle  figure  sur  un  nouveau  plan. 

Toutes  ces  propriétés  de  la  projection  centrale  résultent, 
d’une  manière  purement  géométrique,  île  sa  nature  pro|tre  et 
des  notions  les  plus  communément  admises,  et  il  n'esl  pas 
besoin  de  recourir  à l’Analxse  algébrique  jioiir  les  reconnaître 
et  les  démontrer;  notamment,  pour  prouver  qu’une  ligne  du 
degré  m reste  de  ce  degré  dans  la  projection,  il  suffit  dc£ re- 
marquer que,  la  première  ne  pouvant  être  coupée  en  jdus  de 
m points  par  une  droite  arbitraire  tracée  dans  son  plan,  il  de- 
vra nécessairement  en  être  de  même  de  l’autre,  puisque  la 
projection  d'une  droite  est  toujours  une  ligne  droite  passant 
par  tous  les  points  qui  correspondent  à ceux  delà  première. 

Une  figure,  dont  les  parties  n’auront  entre  elles  que  des  dé- 
pendances graphiques  de  la  nature  des  précédentes  ; c’esl- 
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à-dire  des  dépendances  indcslrnctibles  par  l’elTei  de  la  pro- 
jection, sera  généralement  appelée,  dans  ce  i)ui  va  suivre, 
figure  projective. 

Ces  dépendances  elles-mênies,  et,  en  général,  toutes  les  re- 
lations ou  propriétés  ()ui  subsistent  à la  fuis  dans  la  figure 
donnée  et  dans  scs  projections,  seront  appelées  également  re- 
lations o-u  propriétés  projectives. 

78.  Il  résulte  de  la  nature  même  des  propriétés  projectives, 
telles  que  nous  venons  de  les  définir,  i|ue,  voulaiit'établir  une 
'Semblable  proiiriété  sur  une  figure  donnée,  il  suffira  de  dé- 
montrer qu’elle  a lieu  pour  rtiiie  (luelcomiue  de  ses  projeé- 
tions.  Or,  parmi  toutes  les  projections  possibles  de  cette  figure, 
il  peut  en  exister  qui  soient  réduites  a des  circonstances  plus 
simples,  cl  sur  lesquelles  la  démonstration  ou  la  rccberclie 
qu’on  se  propose  devienne  d’une  première  facilité  et  n’exige 
qu’un  léger  coup  d’uùl,  ou,  tout  au  plus,  la  connaissance  de 
quelques  propriétés  élémentaires  de  la  Géométrie.  Par  exem- 
ple, kl  figure  renfermant,  en  particulier,  une  section  conique,, 
pourra  être  regardée  comme  la  projection  d’une  autre,  pour 
laquelle  la  «Hiction  conique  sera  remplacée  par  une  circonfé-  , 
rencc  de  corde,  et  celle  seule  remarque  sullira  pour  ramener 
les  questions  les  jilus  générales  des  sections  coniques  à d’au- 
tres qui  soient  purement  élémentaires. 

On  conçoit,  d’après  cela,  de  quelle  importance  peut  être  la  doc-  ' 
trinc  des  projections  pour  toutes  les  recherches  géométriques, 
et  combien  les  considéialions  qu’elle  offre  peuvent  abréger  et 
faciliter  ces  recherches.  C’est  ainsi  que  déjà,  quelques  géo- 
mètres de  notre  époque  démontrent,  d’une  manière  fort  élé-  ^ 
gante,  diverses  propriétés  nouvelles  et  curieuses  de  la  (géo- 
métrie de  la  règle,  qu’il  serait  aussi  pénible  que  difficile  de 

démontrer  de  toute  autre  manière. 

\ 

, 79.  Une  figure  étant  donnée,  tout  se  réduit,  comme  on  le 
voit,  à rechercher  celle  de  ses  projections  qui  présentera  des 
circonstances  plus  élémentaires  et  plus  propres  par  leur  sim- 
plicité, à faire  découvrir  les  relations  particulières  que  l’on  a 
en  vue.  La  doctrine  des  projections  fournil  déjà  quelques  prin- 
cipes pour  y parvenir,  mais  il  s’en  faut  de  beaucoup  qu’elle 
n’en  puisse  fournir  encore  d’autres,  et  notre  objet  actuel  est 
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précisément  de  les  rechercher  el  de  les  faire  connaître,  d’àlle'^ 
manière  purement  géométrique,  à l'aide  des  notions  établies^, 
dans  le  premier  paragraphe  de  ce  Mémoire.  ' 

Pour  meure  dans  cette  exposition  de  l’ordre  et  de  la  clarté, 
nous  commencerons  par  rappeler,  d’une  manière  succincte,  ' : 
ceux  des  principes  de  projection  (jui,  déjà  connus  des  géomè- 
tres, peuvent  être  utiles  à l’objet  particulier  de  ces  recherches, 
à cause  de  leur  extrême  simplicité;  nous  nous  contenterons 
d’en  rapporter  l’énoncé  sans  nous  attacher  à en  donner,  la 
' démonstration,  qui,  d’ailleurs,  est  on  ne  peut  plus  facile,  pour 
ne  pas  dire  évidente.  ' ■ 


80;  Théorème  I.  — Le  système  d'un  nombre  quelconque  de 
droites  situées  dans  un  même  plan,  et  ayant  un  point  de  con- 
cours unique,  peut  toujours  être  regaitlé  comme  la  projection 
d'un  autre  système  composé  d'un  égal  nombre  de  divites  pu-  ' 
rallèles,  situées  aussi  sur  un  même  plan. 

Il  suffit  évidemment,  pour  (|ue  cela  ail  lieu,  que  le  plan  de 
projection  soit  parallèle  à la  ligne  droite  qui  joint  le  point  de 
concours  du  premier  système  au  centre,  d’ailleurs  arbitraire, 
de  projection.  Réciproquement  ; ‘ _ 

Théorème  II.  — Le  système  d’un  nombre  quelconque  de 
droites  pàrallèles,  situées  sur  un  même  plan,  a toujours  pour 
projection  un  égal  nombre  de  droites  concourant  en  un  point 
unique,  sauf  le  cas  particulier  où  ces  droites  demeurent  pa- 
rallèles; ce  qui  arrive  quand  le  plan  de  projection  est  lui-même 
parallèle  aux  droites  données. 

* 4 ..  % * 

81.  Dans  l’un  el  l’autre  cas,  le  point  de  concours  du  second  , 
système  est  sur  une  droite  projetante  parallèle  au  plan  du 
premier. 

Ces  deux  propositions  donnent  l’inierprétation  géométrique 
de  cette  notion  généralement  admise  : les  droites  parallèles 
concourent  en  un  point  unique  à C infini.  On  voit,  en  effet,  que 
les  points  de  concours  à distance  infinie  ou  à distance  don- 
née, s’échangent  réciproquement  par  l’effet  de  la  projection. 

En  admettant  celte  notion,  et  l’étendant  à des  lignes  courbes 
quelconques,  on  peut  généraliser  ainsi  les  théorèmes  bien 
. connus  qui  viennent  de  nous  occuper.  . 
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Théorème  111.  — L ne  figure  plane  quelconque,  qui  renferme 
un  système,  de  droites  ou  de  courbes  ayant  un  point  de  con- 
cours  commun,  peut  toujours  être  regardée  comme  la  projection 
d'une  autre,  du  même  genre,  dans  laquelle  le  point  de  con- 
cours est  passé  à F infini  et  les  lignes  correspondantes  sont  de- 
venues parallèles.  Réciproquement  ; 

Théorème  IV.  — l ne  figure  plane  quelconque,  qui  renferme 
un  système  de  lignes  droites  ou  courbes  parallèles,  ou  concou- 
rant à l’infini,  a toujours  pour  projection  une  figure  de  même 
genre,  dans  laquelle  les  lignes  correspondantes  concourent  en 
un  point  commun  à distance  donnée,  projection  de  celui  du 
premier  système. 

82.  Ici,  comme  dans  le  Théor.  11,  le  point  de  concours 
de  la  projection  peut  être  situé  lui-même  à l’infîni,  comme 
celui-  d’où  U provient,  dans  le  cas  particulier  où  le  plan  de 
projection  est  parallèle  au  plan  de  la  figure  primitive. 

Nous  ferons  remarquer  aussi  que,  d’après  la  nature,  même 
de  la  projection  centrale  ( 78  ),  si  le  point  de  concours  que  l’on 
considère  était  en  même  temps  un  point  de  contact  pour  cer- 
taines lignes  de  la  figure  primitive,  son  correspondant  serait 
également  un  point  de  contact  pour  la  projection  de  ces 
mêmes  lignes;  de  sorte  que,  le  point  passant  à l’infini,  les 
lignes  en  question  deviendraient  tangentes  à l'inlini  au  lieu 
d’être  simplement  parallèles  ; ce  qu’on  exprime  ordinairement 
eii  disant  qu’elles  sont  asymptotiques.  , • 

D’ailleurs,  elles  seraient  asymptotiques  du  premier,  du  se- 
cond, ordre,  si  les  primitives  étaient  elles-mêmes  oscu- 
latrices  de  cet  ordre. 

83.,  Théorème  V.  — Deux  ou  un  plus  grand  nombre  de  sys- 
tèmes de  droites  situées  sur  un  même  plan,  et  qui  concourent, 
dans  chaque  système  en  particulier,  en  un  point  unique,  peu- 
vent être  considérés,  quand  tous  les  points  de  concours  sont 
rangés  sur  une  même  ligne  droite,  comme  la  projection  d'un 
égal  nombre  de  systèmes  particuliers  de  droites  parallèles, 
mais  ayant  une  inclinaison  différente,  selon  le  système  auquel 
elles  appartiennent. 

Il  suffit  évidemment,  pour  que  cela  ait  lieu,  que  le  plan  de 
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projection  soit  parallèle  à celui  qui  renferme  la  droite  des 
points  de  concours  de  la  figure  primitive  et  le  centre,  d’ail- 
leurs arbitraire,  de  projection.  Réciproquement: 

TirÊORkME  VI. — Deux  ou  un  plus  grand  nombre  de  systè- 
mes particuliers  de  droites  parallèles,  situées  sur  un  même 
plan,  ont,  en  général,  pour  projection  un  égal  nombre  de  sys- 
tèmes différents  de  droites  concourant  séparément  en  un  point 
unique,  et  tels  que  tous  les  points  de  concours  semblables  sont 
rangés  sur  une  seule  et  même  ligne  droite. 

84.  Dans  le  cas  particulier  où  le  plan  de  projection  se  trouve 

être  parallèle  à celui  de  la  figure  primitive,  les  droites  qui 
étaient  parallèles  demeurent  parallèles  ; ainsi,  dans  ce  cas,  les 
points  de  concours  et  la  droite  qui  les  renferme  demeurent 
tous  à l’infini,  comme  dans  la  figure  primitive.  ' 

Les  deux  propositions  qui  viennent  de  nous  occuper  sont 
susceptibles  d’être  ainsi  généralisées,  au  moyen  des'  remar- 
ques que  contient  l’art.  81. 

Tiiëorèhe  VII.  — L ne  figure  plane  quelconque,  où  entre  une 
certaine,  ligne  droite,  peut  être  considérée  comme  la  projec- 
tion d'une  autre,  dans  laquelle  la  droite  correspondante  est 
passée  tout  entière  à i infini  ; de  sorte  que  tout  système  de 
ligues  qui  concourent  en  un  point  de  la  première  droite,  sur 
la  figure  primitive,  est  devenu  un  système  de  lignes  parallèles 
ou  concourant  à l’infini  dans  la  projection  considérée.  Réci- 
proquement : , ' ’ 

ThêorIîve  MIL  — L ne  figure  plane  quelconque,  qui  ren- 
ferme un  nombre  arbitraire  de  systèmes  de  lignes,  droites  ou 
courbes,  respectivement  parallèles,  c'est-à-dire  qui eoncourent 
à l’infini  dans  chaque  système  respectif,  a,  en  général,  pour 
projection  une  autre  fgure  dans  laquelle  les  points  de  con- 
cours à l'infini  de  la  première  se  trouvent  rangés  sur  une  seule 
et  même  ligne  droite,  à distance  donnée  et  finie. 

85.  Ces  diverses  considérations,  déduites  uniquement  des 
principes  élémentaires  de  la  projection  centrale,  peuvent  ser-  ' 
vir  à interpréter  et  à justifier  même  cette  notion  métaphysique 
que  no, us  avons  déjà  fait  connaître  (27): 

« Tous  les  points  situés  à l’infini  sur  un  plan  peuvent  être 
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» considérés  idéalemcnl,  comme  distribués  sur  urie  ligne 
n droite  unique,  mais  indéterminée  de  situation.» 

On  voit,  en  effet,  par  ce  qui  précède,  que  tous  ces  points 
sont  représentés  en  projection  par  ceux  d’une  ligne  droite  uni- 
que, située,  en  général,  à une  distance  donnée  et  finie.  Quant 
à la  direction  de  la  droite  à l'infini,  on  doit  évidemment  la  re- 
garder comme  indéterminée  par  rapport  à celle  des  autres 
lignes  de  la  figure;  car,  quelle  que  soit  la  direction  d’une 
droite  donnée  sur  un  plan,  on  peut  toujours  concevoir  qu'elle 
sô  transporte,'  parallèlement  à elle-même,  à une  distance  infi* 
nie  sur  ce  plan,  auquel  cas  elle  doit  se  confondre  avec  celle 
qui,  selon  ce  qui  précède,  renferme  nécessairement  tous  les 
points  à l’infini  du  même  plan. 

Celte  notion  paradoxale  reçoit  ainsi  un  sens  fixe  et  déter- 
miné, quand  on  ra|)plique  à une  figure  donnée  stir  un  plan,  et 
qu’on  suppose  celle  figure  mise  en  projection  sur  un  autre 
plan  quelconque.  F.’indétermination  observée  dans  la  direc- 
tion de  la  droite  à l’infini  vient  précisément  de  l'indétermina*- 
tion  même  qui  existe  dans  celle  du  plan  qui  projette  cette 
droite,  au  moment  où  il  va  devenir  parallèle  au  plan  de' la 
figure  donnée;  mais  on  voit  aussi  que  cette  indétermination 
n’a  lieu  que  parce  qu’on  persiste  à donner  mentalement  une 
existence  réelle  à la  droite  de  b'ur  intersection  commune , 
quaiHl  ils  deviennent  tout  à fait  parallèles  et  que  cette  droite 
passe  à l’infini.  Au  reste,  l’indétermination  n’existe  véritable- 
ment que  dans  la  loi  ou  la  construction  primitive  qui  donnait 
cette  droite  lorsqu’elle  était  constructible,  et  non  dans  sa  direc- 
tion même,  puisque  réellement  elle  cesse  alors  d’exister  d’une 
manière  purement  géométrique. 

80.  Ces  observations  générales  sont  parfaitement  d’accord 
avec  les  remarques  particulières  que  nous  avons  eu  occasion 
de  faire  aux  n“‘  24  et  27.  On  trouvera,  peut-être,  que  nous 
aurions  dû  rapprocher  entre  elles  les  considérations  d’où  elles 
dérivent,  en  nous  occupant  d’abord  de  la  projectiort  des  ‘ 
figures  ; mais,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  fait  observer  au 
commencement  de  ces  recherches,  en  suivant  cette  marche 
nous  aurions  risqué  de  faire  perdre  au  sujet  principal  le  degré 
de  simplicité  et  d’uniformité  dont  il  peut  être  susceptible. 
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Noire  objet  d’ailleurs , en  présentant  ces  remarques  dès  lé 
I"'  paragraphe,  a été  moins  de  justifier  certaines  notions  de 
l’infini,  que  de  donner,  à l’avance,  une  idée  des  conséquences 
abstraites  auxquelles  pouvait  conduire  la  considération  des 
cordes  communes  aux  systèmes  de  coniques. 

Revenons  maintenant  à notre  sujet  principal,  que  les  discus- 
sions précédentes  nous  ont  fait  un  instant  abandonner. 

87.  Aux  principes  de  projection  ci-dessus,  dont  la  dé- 
monstration géométrique  est  facile  et  généralement  connue, 
nous  pourrions  ajouter  celui  qui  consiste  à dire  « qu’une  sec- 
» lion  conique  quelconque  peut  être  regardée  comme  la  pro- 
» jeclion  d’une  circonférence  de  cercle;:  » mais  ce  principe 
n’est  autre  que  la  définition  même  des  sections  coniques,  et 
il  se  trouve  d’ailleurs' implicitement  compris  dans  l’énoncé 
de  ceux  qui  vont  nous  occuper. 

On  peut  remarquer,  en  outre,  que,  dans  tous  les  principes 
qui  précèdent,  rien  ne  fixe  la  position  du  centre  de  projection 
dans  l’espace  : elle  est  tout  à fait  arbitraire,  et,  pour  un  point 
quelconque  donné,  on  pourra  toujours  remplir  l’une  ou  l’au- 
tre des  conditions  prescrites.  11  n’en  est  pas  ainsi  des  prin- 
cipes qui  suivent,  ils  ne  peuvent  avoir  lieu  que  pour  une 
série  de  positions  particulières  du  centre  de  projection,  et, 
comme  la  démonstration  en  est  assez  difficile  et  n’est  pas  en- 
core connue  des  géomètres,  nous  croyons  devoir  nous  y arrê- 
ter quelque  temps  et  la  donner  d’une  manière  complète. 

88.  Théorème  IX. — l 'ne  figure  plane  quelconque,  otX  entrent 
une  certaine  ligne  droite  et  une  certaine  section  conique,  peut, 
en  général,  être  regardée  comme  la  projection  d'une  autre, 
pour  laquelle  la  droite  est  passée  entièrement  à l'infini  et  la 
section  conique  est  devenue  une  circonférence  de  cercle;  de 
sorte  que,  suivant  le  Tliéor.  VII,  tout  système  de  lignes  con-  , 
tinues  qui  concouraient  en  un  point  de  la  droite  en  ques- 
tion dans  la  première  figure,  est  devenu  un  système  de  lignes 
parallèles  dans  la  projection,  et  vice  versa. 

Pour  démontrer  ce  principe  d’une  manière  complète,  et  qui 
ne  laisse  absolument  rien  à désirer  sous  le  point  de  vue  pure- 
ment géométrique,  nous  supposerons  qu’il  s’agisse  de  résoudre 
la  question  suivante  ; » 
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* Etant  données  à Polonté,  sur  un  plan,  une  droite  MN  et 
une  section  conique  (Cj),  ^g.  i65,  trouver  un  centre  et  un 


plan  de  projection  tels,  que  la  droite  donnée  .MN  soit  pro- 
jetée à l'injini  sur  ce  plan,  et  que  la  section  conique  (C)  y 
soit  en  même  temps  représentée  par  un  cercle. 


Supposons  le  problème  résolu.  Soil  S le  centre  de  projec- 


ce  point  et  pour  base  la  section  coni<|ue  donnée  : ce  sera  la 
surface  conique  projetante  de  celte  courbe  ; concevons  pa- 
reillement, par  le  même  point,  un  plan  qui  passe  par  la  droite 
donnée  MN  : ce  sera  le  plan  projetant  de  cette  droite.  D’après 
les  conditions  du  problème,  il  dojl  exister  un  certain  plan  de 
projection  qui  coupe  la  surface  coni(|tie  projetante  suivant  une 
circonférence  de  cercle,  et  le  plan  projetant  suivant  une  droite 
à l’infini,  c’est-à-dire  qu’il  doit  être  parallèle  à ce  dernier 
plan;  or,  ces  deux  conditions  sont  incompatibles  si  le  plan 
projetant  et  la  surface  du  ctàne  projetant  se  pénètrent.  Donc  : 
« i“  La  droite  donnée  MN  doit  être  située  tout  entière  au 
» dehors  de  la  section  conique  ((',),  c’est-à-dire  qu’elle  doit 
i>  en  être  corde  ou  sécante  idéale.  » 

En  second  lieu,  si  ces  conditions  sont  remplies  par  rapport 
à un  certain  plan,  elles  le  seront  évidemment  aussi  pour  tous 
les  plans  parallèles;  car  les  sections  parallèles  de  la  surface 

II.  . . V 


J34  V'  C.MIIEU.  - ESSAI  SER  U:S  l’IlOPRlÉTES  PROJECTIVES 
projeUnile  sont  nécpssairenient  lotîtes  semblables,  et  par  coti- 
séiluciU  circulaires,  dans  l'hypoibése  actuelle. 

Considérons  en  particulier,  une  de  ces  sections  circulaires. 

Soit  M'N'  la  trace  de  son  plan  sur  celui  de  la  base  (C);  cette 
trace  sera  parallèle  à MX  d’après  ce  qui  précède,  et,  en  sup-' 
posant  (|u’elle  rencontre  celle  base,  elle  y intcrctqitera  une 
corde  M'N'  tiui  sera  commune  à celle  courbe  et  à la  section 
circulaire  correspttndanie;  le  milieu  ou  centre  O'  do  la  cordé 
M'X'  sera  d’ailleurs,  comme  on  sait,  situe  sur  le  diamètre  AU, 
egnjugué  à la  direction  de  MX%  et  jiareille  chose  aura  lieu  à.- 
l’égard  de  toute  autre  section  circulaire  parallèle  à la  |)réc6-  ^ 
dente;  de  sorte  tpie  tous  les  centres  O'  des  cordes  M'X',  qui 
lettr  sont  communes  avec  la  section  conique  (C),  se  trouvent 
être  distribués  sur  le  diamètre  AB,  conjugué  à leur  direction 
commune  et  à MX. 

Cela  posé,  concevons  par  le  sommet  S et  par  le  diamètre -\B 
nu  plan  SAB  que  nous  apptdlerons  plan  diamétral  ; ce  plan 
coupera  évidemment  en  deu\  parties  égales" toutes  les  cordes 
terminées  à la  surface  conique  projetante,  cl  qui  sont  paral- 
lèles à M'X'  ou  MX.  Donc  sa  trace  sur  le  jilan  de  chaque  sec- 
tion circulaire  M'X'  sera  un  diamètre  D'K'  de  celle  section, 
perpendiculaire,  en  son  milieu  (Y,  à la  corde  correspondante  . 
M'X',  cl,  par  conséiiuent,  sa  trace  SÜ  sur  le  plan  projetant  • ' 

SMX,  parallèle  à ceux  de  ses  sections  circulaires,  sera  aussi 
perpendiculaire  sur  le  milieu  O de  la  corde  idéale  MX;  car 
elle  est  parallèle  aux  cordes  M'X'. 

(Jn  conclut  de  là,  que  le  sommet  S doit  nécessairement  se 
trouver  sur  une  certaine  droite  SO  perpendiculaire  à la  corde 
idéale  MX  au  centre  O;  c’est-à-dire,  en  observant  qu’il  y a né- 
cessairement une  inlinilédeperpcndiculairessemblables  toutes  - 
situées  dans  un  même  plan,  que  : 

■t  a"  Le  centre  inconnu  de  projection  doit  être  situé  dans 
B le  plan  élevé  perpendiculairement  au  centre  O de  la  corde  ' 

» idéale  MX.  » 

Considérons  actuellement  ce  qui  doit  se  pitsser  en  particu- 
lier dans  le  plan  diamétral  S.VB.  Soient  SA  cl  SB  les  arêtes  du 
cène  projetant  situées  dans  ce  phm;  D'E'  la  trace  de  ce  plan 
sur  celui  de  la  section  circulaire  M'X',  terminé  de  part  et 
d’autre  aux  arêtes  dont  il  s’agit.  D’après  ce  qui  précède,  celle 
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trace  est  un  diamètre  du  cercle  correspondant,  pcrpendiculaLe 
sur  le  milieu  O'  de  la  corde  M'N'  appartenant  à ce  même  cer- 
cle; de  sorte  qu’on  a 


O'M' =0'D'.0'E'. 

'U*»  les 

BO-FW^  . "''“I  l’I'’''  'l"e  lès  irlaneles 

BU  fc , m is,  et,  par  conséquent, 

S0:0A::0'D';0'A,  SO:OB  ::  ü'E':0'B, 
ou,  en  miillipliant  par  ordre,  “ • , • • 

SO  :0A.0B::0'D'.()'E';0'A.Ü'B, 


et  enfin 


So’  : ()A . OB  : : UE  M'  O'A . O'  B : ; B>  ; AS 


A et  B étant  les  demi-diamètres  conjugués  à’  la  direction  de 
la  sécante  idéale  MN  (9). 

^ Telle  est  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  lignes  de  la.- 
figure,  pour  que  les  sfictions  que  l’on  considère  soient  des  cir- 
conférences de  cercle;  or,  cette  relation  apprend  que  la  dis  ’ 
tance  SO  doit  être  égale  (9, 12)  à la  demi-corde  interceptée  par 
AIN  dans  la  section  conique  supplémentaire  de  la  proposée  qui  • 
correspond  à la  direction  de  cette  droite;  donc  cette  distance 
est  constante,  et,  par  conséquent  (*)  ; 

, « 3“  Le  centre  S de  projection  doit  se  trouver  sur  une  cir- 
« conférence  de  cercle  décrite  du  point  O pour  centre,  avec 
a 1 ordonnée  de  la  section  supplémentaire  dont  nous  venons 
fi  de  parler  pour  rayon.  » 


( ) La  marche  que  nous  venons  de  suivre  pour  établir  cette  prouosi- 
tion  est  enueremont  rigoureuse  et  ne  souffre  aucune  restriction  car  on 
peut  toujours  supposer  qu'on  ait  choisi  la  corde  .M'N',  de  façon  à’rencon 
trer  la  section  conique;  mais  on  peut  y arriver  d’une  manière  beaucoun 

**1“!  ™ '"''■«auant  lo  principe  de  continuité.  En 

effet,  O M étant  une  ordonnée  commune  à la  fois  au  cercle  de  la  section 
Circulaire  et  à la  coniqne  (G),  on  doit  avoir,  quelle  que  soit  cette  section, 

O'M'*  ou  0'D'.0E';0'A.0'B:;B’;  A’,  - 
A et  B étant  les  demi-diamètres  conjugués  à la  direction  de  MN.  Or,  pom- 
' . * - ■ .a8'  .'  ■ * 
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Comme  il  n’y  a aucune  autre  condilion  à remplir,  on  peut 
conclure  qu’il  existe  une  infinité  de  positions  du  centre  auxi- 
liaire S,  qui  satisfont  aux  données  de  la  question  proposée; 
mais,  pour  cela,  il  faut  que  la  droite  donnée  MN,  sans  cesser 
d’avoir  une  situation  générale  et  indéterminée  à l’égard  de  la 
courbe,  soit  pourtant  de  l’espèce  de  celles  que  nous  avons, 
nommées  cordes  idéales,  c’est-à-dire  qu'elle  ne  doit  pas  reiv  , 

^ contrer  cette  courbej  autrement,  en  effet,  le  rayon  SO  et,  par 
suite,  la  circonférence  qui  renferme  le  centre  de  projection 
deviendraient  entièrement  imaginaires. 

Ainsi,  la  proposition  énoncée  en  tète  de  cet  article  est  vraie 
pour  une  série  de  positions  générales  et  indéterminées  <le  la  - 
droite  que  l’on  considère,  et  elle  cesse  de  l’ètrc  pour  une 
autre  série  de  positions  semblables  de  la  même  droite,  où,  si 
l’on  veut,  elle  devient  purement  idéale  pour  les  positions  qui 
• correspondent  à cette  série.  C’est  dans  ce  sens  seulemcnt'quc 
nous  avons  prétendu  dire,  dans  l’énoncé,  que  le  principe  avait 
lieu  en  général,  à peu  près  comme  on  pourrait  dire  que,  « d’un 
» point  donné  stir  le  plan  d’un  cercle,  on  peut,  en  général, 

M mener  deux  tangentes  à ce  cercle  ».  Cette  manière  de  s’ex- 
primer étant  universellement  admise  dans  l’Analyse  des  coor- 
données, nous  ne  croyons  pas  qu’on  puisse  la  récuser  en  Géo- 
métrie,'ni,  par  conséquent,  avoir  des  doutes  sur  le  sens,  que 
nous  lui  attribuerons  dans  ces  recherches.  - • ' ' , 

La  construction  du  problème  que  nous  venons  de  résoudre' 
.dérive  immédiatement  de  tout  ce  qui  précède,  et  ne  peut 
offrir  aucune  espèce  de  difficultés;  au  lieu  delà  rapporter  ici, 
nous  résumerons  en  peu  de  mots  les  conséquences  ci-dessus 
qui  la  déterminent,  en  les  énonçant  sous  la  forme  d’un  théo- 
rème, comme  il  suit.  • . • , 

Théorème  X.  — ( 'ne  section  conique  et  une  ligne  droite  étant 


la  section  circulaire  infiniment  petite  SMN,  qui  passe  par  le  sommet 

S,  O'  O'.O'E'  derient  SO  ,,  cl  O'.A.O'B  se  change,  de  son  cèté,  en  OA.OB, 
en  sorte  que  la  relation  trouvée  prend  cette  nouvelle  forme 

comme  il  s’agissait  de  le  démontrer.  \Moté  de  1818.  ) 
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données  à volonté  sur  un  plan,  la  suite  de  tous  lescentresde  pro- 
jection susceptibles  de  projeter  la  Jigure  sur  un  nouveau  plan,  de 
façon  que  la  droite  passe  à l'infini  sur  ce  plan  et  que  la  section 
conique  y~  devienne  en  même  temps  une  circonférence  de  cercle, 
est  distribuée  sur  une,  autre  circonférence  de  cercle,  unique 
et  dont  le  plan  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la  droite 
donnée,  considérée  comme  corde  de  la  section  conique  coi'- 
respondante,  qui  a précisément  ce  point  milieu  pour  centre, 
et  pour  diamètre  réel  la  corde,  inteiveptée  par  cette  droite 
dans  la  section  conique  eonjuffuée  à sa  direction  et  supplé- 
mentaire de  la  proposée  \ ').  Quant  à la  direction  du  nouveau 
plan  de  projection,  elle  est  parallèle  à celle  du  plan  qui  ren- 
ferme à chaque  instant  la  droite  donnée  et  le  centre  auxi-  ' ■ . 

liaire  de  projection. 

89.  La  question  qui  vient  de  nous  orcui)er  donne  lieu  à 
quelques  observations  intéressantes  qti’il  ne  sera  pas  hors  de 
propos  do  (aire  connaître. 

Nous  ferons  d’abord  remarquer  que  le  centre  et  le  plan  du 
cercle  qui  contient  tous  les  sommets  des  surfaces  coniques 
projetantes,  ne  cessent  jamais  d’avoir  une  existence  réelle, 
quoique  cette  circonférence  puisse  d’ailleurs  devenir  imagi- 
naire. La  raison  en  est  qu’il  règne  une  très-grande  analogie 
entre  la  question  que  nous  avons  résolue  (fg.  i65)  pour  la  sec- 
tion conique  (C)  et  celle  où  l’on  se  proposerait  la  même  question 
pour  la  section  supplémentaire  correspondante  à la  droite  don- 
née MN;  car  tout  ce  (|ui  a été  dit  de  l’une  peut  s’appliquer 
immédiatement  à l’autre,  de  sorte  que  le  centre  et  le  plan  du  ' ; 
cercle  qui  renferme  les  sommets  auxiliaires  S,  appartiennent  ‘ 
à la  fois  et  indistinctement  à toutes  les  deux';  seulement, 
cette  circonférence  elle-même  devient  imaginaire  pour  l’une 
quand  elle  est  réelle  pour  l’autre,  et  vice  versé.  D'ailleurs  on 
peut  facilement  s'assurer  que  le  même  centre  et  le  même 


(*)  Algébriquement,  cela  revient  à dire  que  le  carré  de  ce  diamètre  est 
égal  au  carré  do  la  corde  interceptée  dans  la  section  conique  donnée  par  , 
la  droite  correspondant*,  mais  pris  avec  un.  signe  contraire;  de  sorte  que  _ 

-ce  diamètre  est  réel  ou  imaginaire  selon  que  l'inverse  a lieu  pour  la  corde 
correspondante.  . • . , . {Nom  de  1818.) 
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plan  tic  projcclion  doimeni  simiillanémeiil  une  circonférence 
(le  cercle  pour  l’ime  des  seclions  conitiues,  el  une  hyperbole 

^ 3 

équilatere  pour  l'antre;  car  la  relation  O' M' = O'D'.O'E', 
d’où  nous  s'ommcs  partis  dans  le  cas  du  cercle,  peut  aussi 
appartenir  à l’hyperbole  cquilalère^  dont  O'M'  est  l'ordonnée  . 
et  D'E'  le  diamètre  principal,  pourvu  que  le  point  O'  soit  sup- 
posé dans  le  prolongement  et  non  sur  la  direction  même  do 
ce  diamètre.  ' 

Ce  qui  vient  d'étrc  observé  pour  le  centre  et  le  plan  du 
cercle  qui  renferme  le  sommet  auxiliaire  S,  a également  lieu' 
pour  le  point  P,  projection  uni<|ue,sur  le  plan  de  la  base  (C),  • - . 

de  tous  les  centres  1 des  sections  circulaires  M'N'D'E';  c’est- 
à-dire  que  ce  point  ne  cesse  pas  d'otre  réel  quoique  le  soin-  . 
met  S devienne  tout  à fait  impossible.  En  effi't,  d’après  Tob — ’’ 
servation  précédente,  il  doit  appartenir  à la  fois  à la  section 
conique  proposée  et  à celle  qui  lui  est  supplémentaire  par  rap-' 
port  à la  direction  de  MN  ; en  sorte  iiu’il  est  tajilôl  la  projec- 
tion des  centres  des  sections  circulaires,  et  tantôt  la  projection 
des  centres  des  hyperboles  équilatères  correspondantes  à la 
.section  conique  proposée.  Mais  on  peut,  en  outre,  démontrer 
que  le  point  P est  entièrement  invariable  sur  le  plan  de  cette 
section  conique,  en  faisant  voir  qu’il  est  le  pôle  de  la  corde- 
ou  sécante  idéale  MN. 

»■  . % 

D'abord  il  est  visible  que  tous  les  centres  1 des  sections  cir- 
culaires D'E',  sont  placés  sur  une  droite  uni(|ue  passant  par  S 
et  située  entièrement  dans  le  plan  diamétral  correspondant 
SAB,  en  sorte  que  le  point  P,  qui  est  un  de  ces  pomts,  se 
trouve  situé  sur  le  diamètre  AB,  conjugué  à la  direction 
de  la  droite  indélinie  MN. 

' Secondement,  si,  au  lieu  de  considérer,  comme  dans  l’ar- 
ticle précédent,  une  section  circulaire  (pielconque  M'N'D'E', 
on  s’occupe  en  particulier  de  celle  TT' DE  qui  correspond  à P, 
on  obtiendra,  par  la  comparaison  des  triangles  APD  et  AOS, 

BPE  et  Bt)S,  respectivement  semblables,  à cause  des  parai-  - . 
lèles  DE  et  Sè)', 

OA:SO;:PA;PD,  OB:SO  ::  PB;  PE  = PD; 

d’où 

. , OA:OB  P.E;  PB; 
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relitlioii  (|tii  esl  précisémenl  celle  (lui  délinil  le  pôle  de  la 
droite  MN  (o),  puisque  d'ailleurs  ABO  «*sl  le  diamètre  eonju- 
gué  à cette  droite. 

De  là  ce  corollaire,  qui  nous  sera  utile. 

Théorème  \I.  — Si  l’on  projette  une  seclion  voniqne  et  une 
ligne  droite  sur  un  nouveau  plan,  de  façon  que  la  section 
conique  devienne  une  circonférence  de  cercle  et  que  la  dmile 
' passe  (I  l'infini , le  pôle  de  cette  ligne  droite  aura  pour  pro- 
jection le  centre  même  de  lu  circonférence  de  cercle  dont  il 
s’agit.  Réciproquement , si  l’on  projette  une  circonférence 
de  cercle  sur  un  nouveau  plan  quelconque,  son  centre  aura 
pour  projection  le  pôle  de  la  ligne  droite  qui  représente  celle 
à l’înjini  sur  le  plan  de  ce  cercle. 

• 90.  Nous  nous  soiauies  beaucoup  étendus  sur  la  question  à 
laquelle  donne  lieu  le  principe  du  n“88,  parce  (lu'elle  esl  vrai* 
ment  éléineniaiis;,  et  (ju'elle  sert  de  base  à toutes  celles  qui  vont 
suivre;  nous  lerinineionsce  qiie  nousavonsà  en  dire,  parfaire 
■observer  que  les  raisonnements'  employés  pour  parvenir  à sa  • 
solution  demeurent,  à qucU|ue  chose  près,  applicables  à tous 
' les  cas  possibles,  même  à celui  où  la  section  proposée  est  une 
circonférence  de  cercle.  Le  principe  dont  il  s’agit  est  donc 
général  quelle  que  soit  la  section  coniqtie  que  l'on  considère, 
et  il  en  est  ainsi  de  toutes  les  conséquences  dérivant  de  la 
proposition  qui  a servi  à l’établir. 

Gn  peut  remarquer,  au  surplus,- que,  dans  le  cas  particu- 
lier du  cercle,  la  section  circulaire  devient  une  section  sous- 
eontràire  du  cône  projetant,  et  que  le  rayon  SG  du  cercle  qui 
renferme  à la  fois  tous  les  sommets  auxiliaires  de  pareils 
cônes,  esl  précisémenl  égal  à la  tangente  GT,  menée  du  cen- 
, tre  de  la  corde  idéale M!Và  la  courbe  de  base(C);' circonstance^ 
qui  rend  extrêmement  facile,  pour  le  cas  particulier  du  cercle,  . 
la  construction  du  lieu  des  sommets  auxiliaires  S. 

91.  Théorème  XII. — l ne  figure  plane  quelconque  qui  ren- 

• ferme  une  certaine  section  conique  et  un  point,  peut,  en  géné- 
ral, être  considérée  comme  la  projection  d’une  autre,  pour 

• laquelle  la  section  conique  esl  devenue  un  cercle,  ayant  pré- 
cisémenl pour  centre  la  projection  de  ce  point. 

Ce  principe  esl  un  corollaire  très-simple  du  Tbéor.  XI.  ^ 
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En  effet,  soient  (C)  et  P (f'g-  >65)  la  section  conique  et  le 
point  (|ue  l’on  considère:  si  l’on  détermine  la  droite  MN,  po- 
laire de  P,  elle  sera  évidemment  telle,  qu’en  lui  appliquant, 
ainsi  qu’à  la  section  conique  (C),  la  question  résolue  dans  ce 
(|ui  précède,  le  cercle  de  projection  aura  précisément  pour 
centre  (89)  la  projection  du  point  donné  P.  » 

On  voit,  d’après  cela,  que  la  projection  sera  possible  toutes 
les  fois  que  le  point  P se  trouvera  situé  dans  l’intérieur, de  la 
section  conique,  ce  qui  laisse  d’ailleurs  sa  position  entièrement 
arbitraire,  et  (jue,  au  contraire,  la  projection  cessera  d’être 
réelle  ou  deviendra  purement  idéale  toutes  les  fois  que  ce  point 
sera  pris,  d’une  manière  également  arbitraire^  au  dehors  de 
cette  même  courbe.  Ainsi,  le  principe  qui  nous  occupe  est 
ossujetti,  en  tout,  aux  mêmes  conditions  et  aux  mêmes  limita- 
tions que  celui  du  n“  88;  comme  lui,  il  est  applicable  à toutes 
les  sections  coniques  possibles,  et,  en  particulier,  à la  circon- 
férence de  cercle.  • . 

* • 

92.  TuSüRÈgE  XIU. — Une  figure  plane  quelcotujue  qui  ren- 
ferme deux  sections  coniques,  peut,  en  général,  être  regardée 
comme  la  projection  d’une  autre,  pour  laquelle  les  sections 
. coniques  sont  devenues  des  ciivonférences  de  cercle. 

Ce  principe  peut  être  regardé  comme  un  corollaire  immédiat 
et  presque  évident  de  ce  qui  a été  dit  aux  n"*  13,  14  et  88  ; car, 
d’après  le  n°  14,  deux  sections  coniques  situées  sur  un  même 
plan  ont,  en  général,  des  cordes  idéales  commuites,  et,  d’après 
le  n”  88,  il  parait  évident  que,  si  l’on  met  Tune  de  ces  coniques 
en  projection , de  façon  qu’elle  devienne  un  cercle,  et  que 
l’une  des  cordes  idéales  en  question  passe  à l’inlini,  r,autre  de 
ces  coniques  deviendra  nécessairement  aussi  une  circonfé- 
rence de  cercle  sur  le  plan  de  projection.  ^ 

Quoique  cette  démonstration  soit  satisfaisante  en  elle-même, 
il  nous  parait  cependant  utile,  pour  l’objet  ultérieur  de  ces 
recherches,  de  faire  voir  qu’il  n’existe,  en  effet,  sur  le  plan  des 
deux  courbes,  que  les  seules  cordes  idéales  communes  qui 
puissent  remplir  les  conditions  de  l’énoncé  du  principe.  Pour 
cela,  nous  nous  proposerons  de  résoudre  d’une  manière  com- 
plète la  question  suivante  : 

Etant  données  deux  sections  coniques  quelconques  sur  un 
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' meme  plan,  déterminer  ta  suite  des  centres  et  des  plans  de 
projection  tels,  que  ces  sections  coniques  soient  représentées 
sur  ces  derniers  suivant  deux  circonférences  de  cercle  ( * ). 

Soient  (C)et  (C')  les  «leux  sections  coniques  données;  nom- 
mons toujours  S le  centre  auxiliaire  de  |)rojection;  il  s’agit  de 
déterminer  ce  centre  de  façon  que  les  surfaces  coni«iues  proje- 
tantes, qui  ont  les  courbes  (C)  et  (C')  pour  bases,  soient  sus- 
ceptibles d’étre  coupées  chacune  par  un  même  plan,  suivant 
une  circonférence  de  cercle. 

Imaginons,  pour  un  moment,  que  la  question  soit  résolue, 
si  en  effet  elle  peut  l’élre,  et  q«i’on  connaisse  par  conséquent 
la, position  du  sommet  S et  celle  du  plan  qui  doit  couper  les 
deux  cônes  correspondants  suivant  des  cercles;  concevons,  de 
plus,  qu’on  mène  par  ce  sommet  un  plan  parallèle  au  précé- 
dent, ce  plan  viendra  couper  celui  des  deux  courbes  (C)  et  (C') 
suivant  une  certaine  ligne  droite  que  j’appelle  X,  qui  nous  est 
inconnue,  et  dont  nous  nous  proposons  actucllément  de  dé- 
terminer la  position. 

D’après  ce  qui  a été  démontré  aun°88,  la  droite  incon- 
nue X,  qui  se  trouve  nécessairement  projetée  à l’infini  sur  le 
plan  des  deux  cercles,  doit  être  telle  que,  si  on  la  considère 
.comme  corde  de  la  courbe  (C),  et  que,  par  son  centre,  on  lui 


(*)  Celle  qtieslion  inléressanle  a élé  proposée,  à peu  près  dans  les 
mêmes  termes,  aussi  bien  que  la  démonstration  du  principe- qui  en  est  la 
conséquence,  à la  page  ia8  du  tome  VII  des  Annales  de  Matkémntiques. 
M.  Brianchon  s’est  même  servi,  longtemps  auparavant,  de  i-e  principe  dans 
un  Mémoire  inséni  au  X*  cahier  du  Journal  de  F École  Polrtechnique,  mais 
sans  on  faire  connaître  d’ailleurs  la  démonstration.  Je  ne  sache  pas  que; 
depuis  l'appel  fait  aux  géomètres  dans  les  Annales,  personne  soit  encore 
parvenu  à une  démonstration  ou  à une  solution  bien  satisfaisante.  L'ébau- 
che purement  algébrique  qui  en  a été  publiée  dans  le  volume  déjà  cité 
des  Annales  est  plutôt  propre,  en  effet,  à faire  sentir  la  diflirullé  de  la 
question  qu’à. la  résoudre.  Au  reste,  cette  difficulté  tient  au  fond  même  des 
choses,  et  dépend  très-peu  de  la  marche  algébrique  que  l’on  peut  mettre 
■en  usage;  car  l’Analyse  doit  naturellement  conduire,  dans  tous  les  ras, 
pour  la  courbe  lieu  des  centres  auxiliaires  de  projection , à une  équation 
du  11*  degré,  dêcomposable  en  facteurs  du  i*  degré,  représentant  autant 
de  circonférences  de  cercle,  mais  inséparables  d’une  manière  purement 
rationnelle.  ' . , (A«re  rfe  i8i8.) 
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élève  un  plan  perpendiculaire,  ce  plan  passe  jiar  le  sommet  S; 
même  chose  doit  avoir  lieu  à l'égard  de  la  droite  X,  considérée 
comme  corde  de  l’autre  section  c.oni()ue  (0').  Or,  d’un  même 
jioint  S on  ne  peut  abaisser  qu’un  seul  plan  perpendiculaire  à 
une  tlroite  donnée;  la  droite  X doit  donc  être  telle,  que  son 
milieu,  quand  on  la  considère  comme  corde  de  la  courbe  (C),’ 
et  son  milieu,  quand  on  la  considère  comme  corde  de  (C'),  se 
confondent  en  un  seul  et  même  point. 

Il  a été,  en  outre,  démontré  au  même  endroit,  que  la  distance 
de  ce  point  nu  sommet  S doit  être  égale  à la  demi-corde  inter- 
ceptée par \,  dans  la  section  coniciuc  supplémentaire  qui  lui  est 
conjuguée  relativement  à (C),  et,  par  conséquent,  aussi  égale  à 
la  demi-corde  qu’elle  intercepte  dans  la  supplémentaire  coi>- 
respondante  de  (17).  Donc  ces  deux  cordes  doivent  être  égales 
entre  elles  et  se  confondre,  puisque  d’ailleurs  elles  ont  même 
point  milieu;  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  évidemment,  à 
moins  (13)  que  la  droite  X ne  soit  une  corde  idéale  commune 
à la  fois  aux  sections  coniciues  (C)  et  (C'). 

Alaintenant,  si  l’on  appli<iueà  la  droite  X,  ainsi  déterminée 
de  position  sur  le  plan  des  cotirbes  (C)  et  (C'),  la  solution  ob- 
tenue ou  n"  88  cité,  soit  qu’on  la  combine  avec  la  courbe  (C)  ou 
avec  la  courbe  (C'),  le  centre  ou  la  suite  des  centres  S de  pro- 
jection ainsi  trouvés,  rcmidiront  toutes  les  conditions  du  pro- 
blème à l’égard  des  plans  de  projection  correspondants;  plans 
dont  la  direction  est  constamment  parallèle  à celle  du  plan  qui 
renferme  là  droite  connue  X et  le  centre  de  projection  consi- 
déré en  particulier.  • ^ ^ 

En  rapprochant  ces  conséquences  de  celles  du  n”  88,  on 
en  déduit  la  proposition  suivante.  \ ' 

TnÉORliME  XIV.  — Tous  les  points  de  l'espace  qui  sont  sus~ 
ceplibles  de  projeter  à la  fois,  suivant  des  cercles,  deux  sec- 
tions coniques  quelconques  situées  sur  un  même  plan,  sont 
distribués  sur  autant  de  circonférences  de  cercle  déterminées 
qu’il  y a de  cordes  idéales  communes  aux  deux  courbes  pro- 
posées. Ces  circonférences  sont  situées  dans  des  plans  respec- 
tivement perpendiculaires  sur  le  milieu  de  chacune  de  ces 
cordes,  elles  ont  précisément  ces  milieux  peur  centres,  et  pour 
diamètre  respectif  la  partie  interceptée  par  chaque . corde 
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idéale  dans  les  sections  coniques  supplémentaires  des  propo- 
sées, qui  correspondent  ti  celte  même  corde.  Enfin,  le  plan  de 
projection  qui  donne  à chaque  fois  des  sections  circulaires, 
est  parallèle  à celui  qui  passe  pur  la  corde  idéale  et  par  le 
centre  de  projection  considéré  en  particulier. 

i ** 

93.  Nous  aurions  pu  énonce.r  celle  proposition  d’une  nia- 
niêrd  moins  reslreinle,  en  disant  qu’il  y a autant  de  circonfé-  ■ ’ • •• 
•rences  de  cercle,  lieux  des  centres  auxiliaires  de  projection,  '■ 
qu’il  existe  de  cordes  communes  aux  deux  sections  coniques- 
propost'cs;  car  la  dernière  condition  de  l’énoncé  détermine  ' .. 

quelles  sont  celles  de  ces  circonférences  dont  les  diamètres 
étant  imafrinaircs,  sont,  par  là  même,  impossibles  à con- 
struire (*).  Ou  voit,  en  effet,  que  ces  circonférences  appai^ 
tiennent  aux  cordes  réelles  communes  aux  deux  courbes, 
puisque  ces  cordes  ne  sauraient  couper  les  sections  supplé- 
mentaires correspondantes.  Au  reste,  on  peut  remarquer  que,  ‘ , ■ 
malgré  que  ces  circonférences  soient  devenues  imaginaires,  ' , 
néanmoins  leurs  centres  et  les  plans  qui  les  contiennent  sont 
toujours  demeurés  réels  et  constructibles  (89). 

En  adoptant  celte  généralité  dans  les  expressions,  généralité 
qui  ne  saurait  induire  en  erreur  d’après  ce  qui  précède,  et  ' 
faisant  en  outre  attention  que,  quand  on  projette  deux  sections  ■ 
coniques  suivant  des  circonférences  de  cercle,  la  corde  com-  ’ • 
mune  correspondante  passe  entièrement  à l'intini  stir  le  plan  ‘ ' 
de  ces  cercles,  on  pourrait  énoncer  ainsi  brièvement  le  prin- 
cipe de  projection  qui  fait  le  sujet  du  n”  92  : 

Deux  sections  coniques  situées  sur  un  même  plan,  et  qui 
ont  une  corde  commune  quelconque,  peuvent,  en  général,  être  ' ■ 
regardées  comme  la  projection  de  deux  circonférences  de  ' 


{*)  On  pourrait  rendre  cet  énoncé  plus  concis  encore  cl  plus  conforme 
à l’esprit  de  l’Analyse,  au  moyen  de  la  remarque  que  contient  la  note  du 
n"  88;  car,  selon  celle  remarque,  le  carré  du  diamètre  du  cercle,  qui 
appartient  aux  centres  auxiliaires,  devrait  être  égal  au  carré  de  la  corde 
commune  que  l’on  considère,  pris  avec  un  signe  contraire.  Tonies  ces 
circonstances  sont  fidèlement  retracées  par  l’Analyse  des  coordonnées, 
qui  donne^  dans  tous  les  cas,  six  circonférences  de  cercle  correspondant  • _ 
aux  six  cordes  communes  aux  deux  sections  coniqueséont  il  s’agit  (i8i8). 
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. ceivle,  pour  lesquelles  la  corde  commune  est  tout  entière 
passée  à l'injini  sur  leur  plan. 

94.  Notre  objet,  ou  cherchant  ainsi  à étendre  le  sens  et  l’é- 
noucé  lies  divers  principes  qlii  se  présentent,  est,  nous  le  ré-  ■ 
pétons  encore,  de  {généraliser  les  conceptions  de  la  simple 
Géométrie  et  de  les  rapproclicr  de  celles  de  l’Analyse  algé- 
brique. Nous  Justtfierons  plus  tard  cette  ext.ension  d’une  ma- 
nière entièrement  satisfaisante,  en  démontrant  rigoureusement 
l’idetUité  de  nature  qui  règne  entre  les  cordes  réelles  et  idéales; 
car,  si  nous  prouvons  qu’elles  répondent  aux  mêmes  questions,  . 
qu’elles  se  déterminent  et  se  construisent  de  la  même  manière, 

il  paraîtra  évident  qu’il  n’y  a aucune  distinction  à faire  entre 
elles,  et  qu’on  peut  appliquer  aux  unes  ce  qu’on  a dit  des  - 
autres,  pourvu  qu’on  ne  prononce  p^s  sur  la  réalité  des  lignes 
et  des  points  qui  en  dépendent. 

• Nous  reviendrons,  à la  fin  de  ce  paragraplie,  d’une  manière 
" générale  sur  ces  diverses  remarques. 

95.  'riiÊORÈMK  XV.—  Une  Jîgttre.  plane,  qui  renferme  un. 
nombre  quelconque  de  sections  coniques,  ayant  une  corde 

' commune,  peut,  en  général,  être  regardée  comme  la  projec- 
tion d’une  autre,  pour  laquelle  la  corde  commune  est  passée  - 
à l’infini  et  les  sections  coniques  sont  devenues  autant  de  cii'- 
conférences  de  cercle  d’ailleurs  quelconques. 

Ce  principe  est  une  conséquence  évidente  des  propositions, 
qui  précèdent:  car  si  la  corde  dont  il  s’agit  ne  rencontre  au-- 
cune  des  sections  coniques  qui  lui  correspondent,  ce  qui  ne 
particularise  nullement  l’état  du  système,  elle  sera  nécessaire-  ' 
ment  telle,  qu’en  chercmam  à la  meute  en  projection  sur  uu 
nouveau  plan,  de  façon  qu’elle  y passe  entièrement  à rinfinl 
et  que  l’une  des  sections  coniques  proposées  y devienne  un 
cercle,  toutes  les  autres  sections  coniques  se  changeront  pa- 
reillement en  des  circonférences  de  cercle  (88). 

Quoique  les  circonférences  de  cercle  de  la  projection  pro- 
viennent de  sections  coniques  qui  ont  une  corde  idéale. com- 
mune, il  ne  faut  pas  croire  qu’elles  aient,  pour  cela,  entre  elles  , 
une  position  particulière;  car  on  peut  démontrer  réciproque- 
ment qu’un  système  de  cercles  quelconques,  situés  à volonté 
sur  un  plan,  a toujours  pour  projection  uir  système  composé 
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d’un  mj'me  nombre  de  sections  coniques  avant  une  corde 
idéale  commune.  ■=  ' . 

En  effet,  ces  sections  coniques  |>euvent  être  considérées,  à 
leur  tour,  comme  ayant  pour  projection  les  cercles  dont  elles 
proviennent;  or,  nous  avons  démontré  en  toute  rigueur  (92)' 
que  deux  et,  par  suite,  un  nombre  quelconque  de  sections 
coniques  situées  sur  un  même  plan,^ne  pouvaient  être  proje- 
tées suivant  des  circonférences  de  cercle  qii’autant  que  la 
droite  X,  qui,  sur  le  plan  des  sections  coniques,  est  la  pro- 
jection de  celle  à l’infini  du  plan  des  cercles,  ne  soit  une 
corde  idéale  commune  au  système  de  ces  sections  coni(|ues.  ’ - 

La  remarque  que  nous  venons  de  faire  est  parfaitement  con- 
forme aux  notions  posées  d’une  manière  directe  dans  le  se- 
cond paragraphe;  nous  y avons,  en  effet,  prouvé  que  deux  ou 
un  plus  grand  nombre  de  circonférences,  de  cercle  quelcon- 
ques pouvaienttoujours  être  regardées  comme  ayant  une  corde 
idéale  commune  à l’inUni. 

En  combinant  cette  remarque  avec  celles  du  n"88,  concer- 
nant l’identité  des  lignes  droites  situées  à l’infini  sur  un  plan, 
on  en  conclut'naturellement  ce  corollaire  général  : 

Quand  on  projette  deux  ou  un  plus  grand  nombre  de  sec- 
tions coniques  situées  sur  un  même  plan,  et  ayant  une  corde 
idéale  commune,  de  façon  quelles  deviennent  toutes  des 
cil-conférences  de  cercle,  la  corde  dont  il  s’agit,  passant  à 
rinfmi  sur  le  nouveau  plan,  devient  nécessairement  une  ■ 
corde  idéale  ou  imaginaire  commune  à la  fois  à toutes  les 
circonférences  qui  lui  correspondent . 

ÎK).  Au  surplus,  les  conséquénees  dont  il  s’agit  étant  indé- 
pendantes de  l’espèce  particulière  des  sections  coniques  que 
l’on  envisage  (90),  demeurent  immédiatement  applicables  au  * 
cas  où  ces  sections  coniques  sont,  en  tout  ou  en  partie,  des 
circonférences  de  cercle  ayant  une  corde  idéale  commune  à ' 
distance  donnée  et  finie;  et  comme,  dans  le  cas  particulier  où 
les  sections  coniques  sont  toutes  des  circonférences  de  cercle, 
il  y a nécessairement  réciprocité  entre  la  figure  primitive  et 
sa  projection , on  voit  que  ; _ *•  . . 

Deux  ou  un  plus  grand  nombie  deyerçles,  tous  situés  sur 
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un  meme  plan  et  ayant  une  corde  idéale  commune  à distance  ■ 
Jinie,  outre  cette  qui  leur  appartient  en  général  à l'injini, 
étant  mis  en  projection  sur  un  nouveau  plan  non  parallèle  au 
premier,  de  façon  qu'ils  s'éclian^ent  tous  en  de  nouveaux 
cercles,  il  se  fera  un  pareil  échange  entre  les  deux  systèmes 
de  cordes  idéales  communes  qui  leur  appartiennent  respec- 
tivement, c’est-à-dire  que  la  eonle  à distance  Jinie  de  l'une 
des  séries  de  cercles  sera  la  projection  de  celle  à l'infini  de 
l’autre  série,  et  réciproquement.  - 

97.  Ee  corollaire  irès-simple  des  principes  ijiii  précècJcut 
■ peut  servir  à justifier,  à priori  et  d’une  manière  générale,  la 

correspond.ince  ei  l’ideiililé  de  nalure  qui  règneni  entre  les 
deux  espèces  de  cordes  idéales  pouvant,  eit  général  aussi,  être 
Communes  au  sjslème  de  deux  ou  plusieurs  circonférences 
de  cercle  tracées  sur  un  même  plan.  Ün  peut  d’ailleurs  ob- 
■ server  iiue  la  même  réciprocité  et  la  même  correspondance 
^ règneni  entre  les  deux  centres  de  similitude,  qui  appartiennent  ' - 
à la  fois  au  système  de  deux  cercles  (|uelconques,  c’esl-ù-dire 
que  le  centre  de  similitude  directe  devient  en  projection  le 
centre  de  similitude  opposée,  et  vice  versé. 

98. "  THÉoBftviE  XVI.  — L'ne  ligne  plane  quelconque,  qui  ren- 
ferme deux  sections  coniques  ayant  entre  elles  un  double  con- 
tact, peut,  en  général,  être  regardée  comme  la  projection  d'une 
autre,  pour  laquelle  les  sections  coniques  sont  devenues  des 
circonférences  de  cercle  concentriques. 

■ En  effet,  puisque  les  deux  sections  coniques  que  l'on  con- 
. sidère  ont  un  double  contact,  elles  ont  nécessairement  une 
corde  de  contact  commune  <jui,  en  général  et  pour  une  série 
de  positions  indéterminées  des  deux  courbes,  est  purement 
idéale  (22),  et  ne  rencontre  ni  l’une  ni  l'autre  de  ces  courbes. 

En  outre,  d’après  la  nalure  particulière  du  système,  le  pèle 
de  cette  corde  est  le  même  pour  les  deux  sections  coniques 
proposées  (20j.  Donc,  si  l’on  vient  à mettre  la  ligure  en  pro- 
■jeciion  sur  un  nouveau  plan,  de  façon  que  l’une  des  sections 
coniques  devienne  une  circonférence  de  cercle  et  que  la  corde 
: en  question  passe  à l’infini,  l’autre  de  ces  sections  coniques  . 

deviendra  également  upe  circonférence  de  cercle  (88)  ayant 
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niènie  ceiUre  que  la  première  ; car  la  projeciion  du  centre  de, 
cli.atiue  cercle  sur  le  plan  de  la  ligure  donnée  est  préci- 
sément (89)  le  pôle  de  la  corde  de  conlacl  i»ar  rapport  à la  ■ 
section  conique  Correspondantt!,  et,  par  hypothèse,  çe  pôle 
est  le  même  dans  les  deux  com  bes. 

Le  principe  qui  nous  occupe  peut  servir  it  justifier,  d’une" 
manière  générale,  ce  que  nous  avons  dit  (art.  93)  sur  les  cir-  , (• 
'•'conrércnccs  de  cercle  concentriques  ; car  on  peut  démontrer 
sans  peine  que  deux  circonlerenc.es  concentriques,  situées 
sur  uti  même  plan,  mais  d’ailleurs  quelconques,  ont  récipro-  ' 
quement  pour  projeciion,  sur  un  nouveau  plan  arbitraire, 
deux  sections  coniques  ayant  un  douhle,  contact  idéal. 

Ün  voit  aussi  que  la  corde  de  contact,  commune  à l’infini  à 
deux  circonférences  de  cercle  concentriques,  n’est  autre  chose  ' 
que  la  projcctioo  de  celle  qui  appartient  aux  secUons  co-  • 
niques  correspondantes,  et  réciproqueincut  ; donc 

1°  Oiiand  ou  mel  deux  sections  coniques,  ayant  un  doulde 
contact,  en  projection  de  façon  quelles  deviennent  des  cir- 
conférences de  cercles  concentriques,  leur  corde  de  contact  a 
pour  projection,  île  son  côté,  la  cortle  idéale  de  contact  com- 
mune à t 'infini  aux  deux  cercles. 

a?  Quand  on  projette  deux  cercles  concentriques  sur  uti 
nouveau  plan  quelconque,  les  deux  sections  coniques  qui  en  ^ 
résultent  ont  poui;  corde  idéale  de  contact  la  projection  de 
celle  à l'infini  sur  te  plan  des  deux  cercles.  ,/  ■ . 

99.  Si  la  corde  de  contact  de’  deux  sections  coniques  était 
par  elie-ntéme  à l’infini,  ces  sections  coniques  seraient  néces' 
sairement  (iii)  concentriques,  semblables  et  semblablement  ' 
situées.  Or  il  n'est  pas  difficile  de  voir  que,  malgré  cela,  elles  ■ 
pourraient  encore  être  projetées  suivant  des  xirconférencos  - 
de  cercle,  et  la  chose  aurait  également  lieu  pour  le  cas  par-  • ' 
ticulier  où  ces  sections  coniques  seraient  déjà  des  circônfé-  ' 
rences  de  cercle.  .tUnsi  le  théorème  qui  vient  de  nous  occu- 
per s’applique  à ces  diverses  circonstances,  et  ne  souffre  , 
d'autres  restrictions  que  colles  qui  tiennent  à la  réalité  géo- 
métrique des  points  de  contact.  De  même  que  ceux  qui  pré-  • 
cèdent,  il  est  vrai  pour  une  série  de  positions  indéterminées 
du  systènie,  et  il  cesse  de  l'ôtre  pour  une. autre  série  de  post- 
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lions  semblables  de  ce  système.  Enfin,  ce  principe  s’étend 
évidemment  à un  nombre  quelconque  de  sections  coniques 
et  tle  circonférences  de  cercle  ayant  un  double  contact;  on 
peut  donc  énoncer  ce  principe  général  ; ’ 

Théorème  Wll.  — L'ne  fi{fure  plane , qui  tvnfernte  un 
nombre  quelconque  de  sections  coniques,  ayant  un.  double 
. contact  commun,  peut,  en  général,  être  regardée  comme  la 
projection  d’une  autre  dans  laquelle  les  sections  coniques  sont 
devenues  des  circonférences  de  cercle,  toutes  concentriques 
• entre  elles,  et  ayant  une  corde  de  contact  Commune  à l’infini, 
projection  de  la  première.  . ^ / 

100.  Lés  principes  de  projection  que  nous  avons  fait  con- 
naître jusqu’à  présent  donnent  lieu  à beaucoup  d'autres,  éga- 
lement propres  à étendre  les  conceptions  géométriques  et  à 
interpréter  certaines  notions  abstraites  de  l’infîni  ; mais  il  serait 
aussi  long  qu’inutile  de  les  rapporter  dans  ce  paragraphe,  à 
<■aii.se  de  l’extrême  facilité  avec  laquelle  ils  peuvent  se  déduire 
des  premiers.  Nous  nous  bornerons,  en  conséquence,  à en 
citer  quelques-uns  pour  servir  d’exemples. 

Quand  on  met  une  section  conique  en  projection  sur  un 
nouveau  plan,  de  façon  qu’une  de  ses  tangentes  passe  à l’infini 
sur  ce  plan,  elle  devient  nécessairement  une  parabole;  cela 
résulte  immédiatement  de  la  définition  de  la  parabole,  en  tant 
qu’on  la  considère  comme  section  du  cône. 

Réciproquement,  si  l’on  met  une  parabole  en  projection 
sur  un  nouveau  plan  quelconque , elle  se  changera  en  une 
conique  aj'ant  pour  une  de  ses  tangentes  la  - projection -de  la 
droite  à l’infini  sur  son  plan. 

Cela  posé,  considérons  le  système  de  deux  sections  coniques 
quelconques  situées  sur  un  même  plan  ; elles  auront,  en  gé- 
néral, des  tangentes  communes;  donc,  si  l’on  met  la  figure 
en  projection  sur  un  nouveau  plan,  de  façon  que  l'une  de  ces 
tangentes  passe  à l’infini,  les  sections  coniques  deviendront, 
d’après  ce  qui  précède,  des  paraboles  ayant  une  tangente  com- 
mune à l’infini  sur  ce  plan.  Donc  : 

Deux  sections  coniques  quelconques,  tracées  sur  un  même 
plan,  peuvent,  en  général,  être  regardées  comme  la  projection 
de  deux  paraboles  ayant  une  tangente  commune  à l'infini;. 
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et  réciproquement  deux  paraboles  quelconques  ont  pour  pro- 
jection, sur  un  plan  arbitraire,  deux  coniques  ayant  pour  lati- 
gente  commune  la  projection  de  celle  A l'injini  des  paraboles. 

101.  Deux  sections  coniques  quelconques,  situées  sur  un 
même  plan,  se  coupent,  en  général,  en  quatre  points  : il  existe 
donc  aussi,  en  générai,  un  quadrilatère  à la  fois  inscrit  à ces 
courbes.  Cela  posé,  si  l’on  circonscrit  à ce  quadrilatère  une 
troisième  section  conique,  qui  ne  rencontre  nulle  part  la  droite 
joignaht  ses  doux  points  de  concours  des  côtés  opposés>  et 
qu'on  mette  la  figure  en  projection  sur  un  nouveau  plan,  de 
façon  que  cette  dernière  conique  devienne  un  cercle  et  que 
la  droite,  passe  à l’infini  (88),  le  quadrilatère  de  la  projection  . 
inscrit  à ce  cercle  aura  ses  côtés  opposés  parallèles  : ce  sera 
donc  un  rectangle,  à la  fois  inscrit  aux  coniques  projections 
dés  proposées,  lesquelles,  devenues  concentriques,  auront 
même  direction  d’axes  principaux. 

Deux  sections  coniques  tracées  sur  un  même  plan  peuvent,  ■ 
en  général,  être  regardées  comme  la  projection  de  deux  autres, 
qui,  étant  concentriques,  ont  même  direction  d’axes. 

Il  n’est  pas  indispensable  que  l’on  prenne,  comme  dans  ce 
(|ui  précède,  une  troisième  section  conique  auxiliaire  : on 
peut  choisir  l’une  des  deux  proposées;  mais  alors  sa  projec- 
tion devient  un  cercle.  Ainsi,  on  peut  énoncer  ce  théorème, 

((ui  nous  sera  parliculièremeiit  utile  : ’ ’ 

Théorème  XVIII.  — Deux  sections  coniqués  tracées  sur  un 
même  plan  peuvent,  en  général,  être  mises  en  projection 
de  façon  que  l’une  quelconque  d’entre  elles  devienne  une 
circonférence  de  ceicle  .concentrique  à la  section  conique,  ' .. 

d’ailleun  quelconque,  qui  répond  à l'autre  (' ). 


{•*)  On  arriverait  plus  dircclement  aux  mêmes  conséquences  en  faisant 
attention  ([u’on  peut  mettre  les  deux  sections  coniques  en  projection  sur 
un  nouveau  plan,  de  façon  que  l’une  d’elles  devienne  une  circonférence 
de  cercle,  ayant  poin-  centre  la  projection  du  point  d’intersection  do  deux, 
des  cordes  communes  qui  appartiennent  à leur  système  (91);  car  il  est, 
visible  qne  ce'centre  serait  commun  à la  fois  au  cercle  et  à l'autre  courbe, 
puisqu’il  diviserait  en  parties  égales  deux  cordes  qui  leur  appartiennent 
simultaRément,  ' (Auie  <tc  1818.) 

. II.  ' • ' ?9 
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i02.  On  déniontrerail  avec  presque  autant  de  facilite,  que 
deux  sections  coniques  situées  sur  un  même  plan,  peuvent 
être  mises  en  projection  sur  un  nouveau  plan,  de  façon  qu’elles 
deviennent  semblables  ét  semblablement  située^  sur  ce  plan. 
' On  peut  prouver,  en  effet , que  si  l’on  met  ces  sections  co- 
■ niques  en  projection,  de  façon  que  l’une  des  cordes  qui  leur 
sont  communes  passe  à l’infini,  elles  seront  nécessairement 
devenues  semblables  et  semblablement  placées  sur  le  nouveau 
plan  (2üj.  .Vu  surjilus,  on  ramènerait  aisément  la  démonstra- 
tion de  ce  principe  à des  considérations  du  genre  de  celles 
que  nous  avons  mises  en  usage  au  n°  88,  ce  qui  offrirait 
l’avantage  de  faire  connaître,  d’une  manière  directe,  le  lieu  des 
centres  auxiliaires  de  projection,  et  les  conditions  que  doit 
remplir  le  plan  de  projeciiou  correspondant. 

Il  deviendrait  fastidieux  de  multiplier  davantage  les  éxem- 
plcs.  Ce  que  nous  venons  de  dire  suffira  pour  mettre  sur  la 
voie  propre  à en  faire  trouver  d’autres,  quand  cela  sera  jugé 
necessaire  pour  faciliter  une  recherche  relative  à une  certaine 
figure.  On  voit  d’ailleurs  qu’il  dépendra  tout  à fait  de  la  saga- 
cité du  géomètre  de  choisir  dans  chaque  cas  particulier,  parmi 
tous  les  principes  <|uc  peut  fournir  la  doctrine  des  projections, 
ceux  qui  seront  susceptibles  de  conduire  plus  directement  ou 
plus  facilement  au  but  qu’il  se  propose  d’atteindre.  La  partie 
de  ces  recherches  que  nous  destinons  aux  applications  pourra 
tenir  lieu  de  préceptes  généraux  à cet  égard.  Dans  ce  qui  nous 
reste  à dire  sur  la  doctrine  des  projections,  nous  nous  borne- 
rons à présenter  quelques  rcUexions  propres  à résoudre  cer- 
taines difficultés  et  à étendre  les  conséquences  géométriques 
auxquelles  l’usage  de  cette  doctrine  peut  faire  parvenir. 

> 103.  La  plupart  des  théorèmes  ou  principes  qui  viennent 
de  nous  occuper,  sont  susceptibles  d’une  plus  ou  moins 
grande  limitation,  c’est-à-dire  qu’ils  sont  vrais  pour  une  série 
de  positions  indéterminées  des  parties  de  la  figure  que  cha- 
cun d’eux  concerne,  mais  qu’ils  peuvent  cesser  de  l’ètre 
d’une  manière  absolue  et  géométrique,  pour  une  série  d’au- 
tres positions,  également  indéterminées,  de  ces  parties.  Nous 
avons  vu,  en  effet,  que  la  projection  d’une  figure  dans  des 
conditions  données  pouvait  devenir,  en  certains  cas,  impos- 
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’slble,  ima^naire,  quoiqu’en  d’autres  aussi  grénëraux  elle  fùi 
possible  et  réelle. 

Il  résulte  de  là  que  les  propriétés  projectives  qu’on  poun-a 
déduire  de  nos  principes,  d’après  ce  qui  a été  enseigné  au  coiii-' 
mencement  de  ce  paragraphe,  ne  seront  elles-mêmes  des  con- 
séquences absolues  et  rigoureusement  nécessaires  des  raison- 
nements établis,  que  pour  une  série  de  positions  indéterminées 
de  la  ligure  comprises  entre  certaines  limites , tandis  que 
pour  une  autre  série  de  positions  pareillement  renfermées 
entre  ces  limites,  mais  qui  sont  au  delà  quand  les  autres  sont 
en  doçà  et  réciproquement,  pareille  chose  ne  saurait  plus 
avoir  lieu , à cause  que  la  projection  correspondante  aura 
cessé  d’exister  d’une  manière  absolue  et  purement  géomé- 
trique. Ainsi  , les  propriétés  examinées  seront  démontrées 
d’une  manière  rigoureuse,  pour  les  premières  de  ces  posi- 
tions, mais  elles  cesseront  de  l’être  pour  les  autres.  ' 

Toutefois,  on  ne  doit  pas  se  bâter  de  conclure  que  l’objet 
des  raisonnements  primitifs  étant  devenu  illusoire,  la  propriété 
ail  par  là  même  cessé  de  subsister  ; car  les  deux  séries  de  posi- 
tions que  l’on  considère  renferment  toutes  celles  que  peut 
prendre  la  figure,  sans  changer  les  conditions  qui  la  détei^ 
minent,  et,  par  hypothèse,  ces  positions  sont  telles,  qu’on  peut 
regarder  à volonté  les  unes  comme  provenant  des  autres,  par 
le  mouvement  progressif  et  continu  de  certaines  parties  de 
celte  flgure,  sans  violer  la  liaison  et  les  lois  primitivement 
.établies  entre  elles.  Or,  quand  deux  figures  géométriques  sont 
ainsi  liées  entre  elles,  les  propriétés  de  l’une  sont  directement 
applicables  à l’antre,  sauf  les  modifications  qui  peuvent  surve- 
nir dans  less'ignes  de  position  ou  dans  la  réalité  et  la  grandeur 
absolue  des  parties,  modificatiops  qu’il  est  toujours  facile  de 
reconnaître  à l’avance,  à la  simple  inspection  de  la  figure. 
C’est  là  ce  qui  constitue  en  effet,  pour  la  Géométrie,  le  prin~  . 
eipe  de' continuité , généralement  adopté  dans  les  recherches 
qui  se  fondent  sur  l’Analyse  algébrique.'  Or  ce  principe,  que  ' 
nous  avons  déjà  mis  en  usage  plusieurs  fois  dans  le  cours  de 
ce  Mémoire,  alors  que  son  application  était  conforme  aux 
idées  déjà  reçues  en  Géométrie,  peut  se  justifier  d’une  manière 
générale  et  rigoureuse,  en  se  fondant  sur  des  considérations 
à priori,  elles-mêmes  à l’abri  de  toute  objection.  - V 


HJ. 
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lOi.  En  Gétomélrie  pure,  son  admission  ouverte  ne  saurait' 
donner  lieu  à aucune  difficulté  sérieuse;  car,  si  la 'propriété 
examinée,  par  hypothèse  établie  pour  une  situation  non  sin- 
gulière mais  indéterminée  des  parties  de  la  figure,  ne  concerne 
que  des  objets  actuellement  réels  et  constructibles,  elle  aura 
lieu  d’une  manière  absolue  et  géométrique;  dans  la  supposi-^ 
tion  contraire,  elle  cessera  d’être  applicable  à ces  objets  d’une 
manière  purement  géométrique,  sans,  pour  cela,, devenir  ni 
fausse,  ni  absurde  à l’égard  des  objets  demeurés  réels;  de  sorte 
que,  si  l’on  conserve  mentalement  une  existence  de  signe  ou 
d’expression  aux  objets  impossibles,  la  propriété  devient  sim- 
plement idéale  à l’égard  de  ces  objets.  C’est  précisément  dàns 
ce  sens  que  j*ai  entendu  dire,  jusqu’ici,  qu’une  propriété, 
une  relation  quelconque  est  vraie,  en  général,  alors  même 
. qu’elle  l’est  pour  une  série  indéfinie  de  positions  de  la  figure, 
en  cessant  de  rêirc  pour  d’autres  soumises  à la  même  loi. 

103.  D’ailleurSj  il  est  essentiel  de  remarquer  que  certains 
objets  qui  ont  avec  d’autres,  devenus  impossibles,  une  dépen-' 
dance  connue  et  donnée,  ne  deviennent  pas  pour  cela  eux- 
mêmes  inconstructibles;  car  ces  objets  peuvent  être  liés  à des 
parties  différentes  de  la  figure  par  des  dépendances  plus  géné- 
rales, et  qui  demeurent  toujours  réelles. 

Ainsi  la  corde  indéfinie  qui  passe  par  les  deux  points  de  con- 
tact d’une  section  conique  et  des  tangentes,  issues  d’un  cer- 
tain point,  demeure  toujours  constructible  et  réelle  (3), ‘quoi- 
que ces  tangentes  elles-mêmes  puissent  devenir  imaginaires, 
quand  ce  dernier  point  passe  à l’intérieur  de  la  courbe  ; la  même.- 
chose  a lieu,  comme  nous  l’avons  vu,  à l'égard  de  la  corde  . 
commune  à deux  cercles  pu  j deux  sections  coniques  situées 
sur  un  même  plan,  etc.  En  général,  on  peut  poser  pour  prin- 
cipe propre  à faire  reconnaître,  à l’avance,  les  objets  figurés 
qui  peuvent  demeurer  réels,  quand  les  parties  qui  les  con- 
struisent deviennent  imaginaires,  que  ces  objets  doivent  néces- 
sairement dépendre,  d’une  manière  symétrique  et  simultanée, 
d’un  nombre  pair  de  ces  dernières.  La  considération  de  ces 
sortes  d’objets  est  extrêmement  importante  en  Géométrie,  et 
nous  ne  craignons  pas  d’avancer  qu’elle  seule  peut  parvenir  à* 
donner  une  Interprétation  satisfaisante  de  certains  résultats 
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.étranges  de  l’Analyse  algébriquè , ponceriianl  les  grandeurs 
susceptibles  de  devenir  imaginaires. 

106.  En  ayant  égard  à res  diverses  remarques,  ainsi  qu’à 
celles  qui  se, trouvent  répandues  dans  le  cours  de  ee  travail, 
nous  regarderons  donc  comme  générales  et  applicables  tf 
toutes  les  situations,  les  propriétés  géométriques  qu’il  sera 
possible  de  déduire  des  principes  de  projection  qui  viennent 
d’être  exposés,  quand  bien  même  ces  principes  pourraient 
cesser  d’avoir  lieu  géométriquement  poiir  certaines  disposi-: 
lions  des  parties  de  la  figure,  et  qu’en  conséquence  sa  pro- 
jection piit  devenir  imaginaire. 

Ainsi,  par  exemple,  toutes  les  propriétés  projectives  qui 
appartiennent  au  système  de  deux  circonférences  de  cercle 
' concenlru]uos,  appartiennent  aussi  au  système  de  deux  sec- 
tions coniques  ayant  un  double  contact,  que  ce' contact  soit 
d'ailleurs  réel  ou  idéal  ; nous  avons  vu,  en  effet  (22),  que  l’un 
de  CCS  cas  ne  diffère  pas  essentiellement  de  l’autre,  et  qu’ils 
sont  assujettis  à la  même  loi;  de  sorte  que,  sans  violer  cette 
loi  et  sans  particulariser  les  deux  courbes,  on  peut  faire  coïnci- 
■ der  celles  d’qn  système  avec  celles  de  l’autre  par  un  mouve- 
ment progressif  et  continu. 

Pareillement,  toutes  les  propriétés  projectives  dont  jouit  le 
système  général  de  deux  circonférences  de  cercle  situées  sur 
un  même  plan,  appartiennent  aussi  au  système  de  deux  sec- 
tions coniques  quelconques  également  situées  sur  Un  seul, 
plan,  et  ces  propriétés  demeureraient  applicables  à la  circon- 
stance même  où  les  deux  courbes  se  couperaient  en  quatre 
points  réels;  circonstance  pour  laquelle  leiir  projection,  sui- 
vant des  cercles,  serait  évidemment  impossible.  Nous  en  di- 
rons autant  des  autres  principes  exposés  dans  le  cours  de  ce 
paragraphe,  que  pour  cette  raison  nous  avons  énoncés  sous 
une  forme  indépendante  de  toute  restriction. 

407.  Nous  le  redisons  encore  avant  de  terminer,  en  regar- 
dant comme  générales  et  applicables  à tous  les  cas,  les  pro- 
priétés qui  peuvent  découler  de  nos  principes,  nous  n’enten- 
dons pas  pour  cela  prétendre  qu’elles  ont  un  sens  toujours 
, absolu  et  réel,  mais  seulement  qu’elles  ne  peuvent,  à propre- 
ment parler,  devenir  fausses,  ni  entraîner,  par  conséquent, 
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dans  leur  aduplion  et  dans  leurs  conséquences,  à des  erreurs 
vérilables,  à des  absurdités  manifestes  et  contraires  aux  axio- 
mes incontestables  de  la  raison.  Ainsi,  ces  propriétés  pour- 
ront liien  ne  conserver,  dans  certains  cas,  qu’une  significa- 
tion purement  idéale,  à cause  qu'une  ou  plusieurs  des  parties 
■qu’elles  concernent  auront  perdu  leur  existence  absolue  et 
géométrique;  elles  deviendront,  si  l’on  veut,'  illusoires,  para- 
doxales dans  leur  objet  ; mais  elles  n’en  seront  pas  moins 
logiques  et  propres,  si  on  les  emploie  d’une  manière  conve- 
nable, à conduire  à des  vérités  incontestables  et  rigoureuses, 
bien  que  susceptibles  des  mêmes  restrictions. 

J , 108<  11  me  parait  actuellement  inutile  de  développer  davan» 
tage  ces  idées,  d'autant  que,  la  suite  de  ce  iravaii  ayant  spécia- 
lement-pour  objet  d’appliquer  les  notions  qui  précèdent  à la 
recberche  des  propriétés  projectives  des  sections  coniques. 
Celte  apjilication  servira  d’éclaircissement  naturel  à tout  ce 
que  ces  notions  pourraient  encore  conserver  d’obscur  ou  de 
difficile  à comprendre.  On  verra,  d’ailleurs,  avec  quelle  simpli- 
cité ces  notions  conduisent  aux  propriétés  déjà  connues  et  à 
une  infinité  d’autres  que  la  Géométrie  ordinaire  semblerait  ne 
pouvoir  facilement  atteindre,  et  cela  sans  employer  aucune 
construction  auxiliaire,  et  on  ne  se  fondant  que  sur  les  propo- 
sitions les  plus  simples,  celles  qui,  ne  concernant  que  la  direc- 
tion des  lignes  dans  les  figures  élémentaires,  n’exigent,  bien 
'.souvent,  qu’un  léger  coup  d’œil  pour  être  aperçues  et  senties. 
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ARTICLES  DIVERS  PARTIEF-LEMENT'  ENTRÉS  DANS  I,A  COM- 
POSITION DU  TRAITÉ  DES  PROPRIÉTÉS  PROJECTIVES; 
* • ' ' EXTRAITS  DES  ANNALES  DE  MATHÉMATIQUES  DE  MONT- 

. PELLIER  {T.  VIII  à XU,  années  1817  à 182a)  (*).  ■ 


■ ' ' . 1.  • . 

TlIKORÈMES  .NOO'EAUX  SUR  lÆS  MG.NEi  DU  SECOND  ORDRE. 

(P’air  t.  VIII  Jp»  Annales,  p.  1,  i*^  iV'vrier  1S17.).  , . 

'■  . On  s’est,  jusqu’à  présent,  beaucoup  occupé  des  propriétés  des  sections 
_ coniques  concernant,  soit  la  direction,  soit  la  longueur  de  certaines  lignes  , 
'droites  qui  en  dépendent;  mais  on’ s’est  peu  appliqué^  ce  me  semble,  à 
rechercher  les  propriétés'de  ces  Courbes  qui  ne  seraient  relatives  qu'à  la 
relation  des  angles  formés  par  ces  mêmes  droites.  Cependant,  on  sait  depuis  . 
longtemps  (. Newton  et  Maclaurin)  que  les  sections  coniques  peuvent  être 
engendréesd'uneinfinitéde  manières  différentes,  («rie  mouvement  d’angles 
constants  qui  tournent  autour  de  leurs  sommets  comme  pôles;  d'où  il  • 

' . parait  naturel  dinfércr  qu’il  doit  exister  des  dépendances  mutuelles,  très- 
remarquables,  entre  les  angles  do  certains  systèmes  de  droites  liées  entre' 
elles  d'une  manière  relative  à la  nature  générale  de  ces  courbes.  Le  cas 
' dn  cercle,  en  particulier,  présente  un  grand  nombre  de  semblables  pro-  • ■ 
priétés,  soit  à l’égard  des  polygones  qui  lui  sont  inscrits,  soit  à l'é^rd 
de  ceux  qui  lui  sont  circonscrits,  soit,  ctc.c-la  plupart  de  ces  propriétés  sont 
même  connues  depuis  la  plus  'haute  antiquité.  Comment  donc  se  fait-il  * 
qu’on  ait  jusqu’ici  si  peu  songé  à les  généraliser,  en  cherchant  à les 
étendre  à une  section  conique  quelconque?  N’en  résulterait-il  pas,  en  . 
effet,  un  grand  avantage  pour  la  parfaite  connaissance  de  ces  dernières 
courbes,  et  n’obtiendrait-on  pas  de  leur  rapprochement  des  solations' 

- élégantes  et  simples  de  problèmes  difficiles,  quand  on  les  attaque  par 
les  voies  ordinaires?  > . ■ . 


(*)  Je  n’ai  point  rapporté  dans  ce  Cahier  les  notes  du  rédacteur  des .r «««/«, 
quelquefois  étendues,  et  dont  le  manque  d’interet  ou  d’à-propos  aurait  pu 
faire  suspecter  mes  intèoUÔnt  scieiitiliques.  , . ' 
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On  doit  rcgretlcr  que  M.  Carnot,  à qui  la  Gtemélrie  est  redevable  de 
tant  de  perfectionneraenis  heureux,  n'ait  pas'  donné  plus  d’extension  et 
plus  de  dét’eloppement  à l’idée  lumineuse  qu’il  expose  au  cotnroencement 
de  la  Secl.  IV  de  sa  Géoméirie  de  position,  touchant  les  figures  dans  les- 
quelles on  peut  déterminer  les  angles,  saps  rinterventiqn  des  quantités 
linéaires  ou  trigonoméiriques.  On  conçoit,  en  elTet,  que  cette  théorie  ne 
doit  pas  se  borner  aux  figures  composées  de  lignes  droites  seules,  et  quelle 
doit  s'étendre  également  à toutes  celles  dans  lesquelles  il  entre  des  epurbes 
dont  la  génération  peut  avoir  lieu  par  le  moyen  des  angles  seulement; 

« jiourvu  toutefois  que  le  système  de  droites  dont  on  examine  les  angles 
soit  lié,  d’une  manière  convenable,  à la  nature  particulière  de  ces  courbes. 
Un  cercle,  jiar  exemple,  est  dans  le  cas  dont  il  s’agit;  car  il  peut  être 
considéré  comme  le  lieu  du  sommet  d’un  angle  constant,  dont  les  côtés, 
tourneraient  autour  de  deux  point  Cxes  : aussi  sait-on  que  ce  cercle  jouit 
‘ d'un  grand  nombre  dé  propriétés  relatives  aux  angles  de  certaines  fignes 
droites,  tracées  d’une  manière  convenable  sur  son  plan.  Je  répète  à dee- 
sein  le  mot  cnm'cnaUc;  car  si,  par  exemple,  on  considérait  un  triangle 
- inscrit  à ce  cercle,  il  est  évident  que  cette  circonstance  n'établirait  point 
- une  nouvelle  dépendance  entre  ses  angles,  puisqu’un  triangle  quelconque 
est  toujours  inscriptiblo  au  cercle.  Il  n^en  serait  plus  de  même  si  l’on 
considérait  un  quadrilatère  ou,  en  général,  un  (lolyguné  quelconque  inscrit'' 
à ce  cercle  ; car  un  quadrilatère,  et  à plus  forte  raison  un  polygone  d’tm 
plus  grand-nombre  de  côtés,  n’est  pas  indistinctement,  comme  un  triangle, 

■ susceptible  d’étre  inscrit  à cotte  courbe  particulière. 

Ces  idées  demandcniicnt  à être  dèvelop|>ées  et  éclaircies  plus  que  nous 
no  venons. du  le  faire;  mais  une  pareille  entreprise  sortirait  des  bôrnes 
de  cet  Article  ; et  noos  nous  contenterons,  pour  le  moment,  de  présènter, 
sans  aucune  rétlexion  et  le  plus  rapidement. qu’il  nous  sera  possible,-  une 
• suite  de  propriétés  des  sections  coniques,  rèlativos  aux  angles  de  cer- 
taines droites;  propriétés  qui  pourront  être  envisagées  comme  l’extension 
d’autant  de  propriétés  du  mémo  genre,  corresponilant  à la  circonférence 
du  cercle. 

Noos  rappellerons  d’abord  la  proposition  suivante,  dont  la  démonstra- 
tion (p.  49  du  V*  volume  des  Annales)  est  due  à l’illustre  Maclaurin 
{Gennieiria  organica,  secl.  111,  p.  loa): 
s Si  l’un  des  côtés  d’une  équerre  passe  constamment  par  l’un  des  foyers 
» d'une  section  conique,  et  que  son  sommet  parcoure  la  circonférence 
>>  décrite  sur  le  premier  axe  comme  diamètre,  s’il  s’agit  de  l’ellipse  cl 
» de  l'hyperbole,  ou  la  tangente  au  sonimet,  s’il  s’agit  d’une  parabole, 

» l’autre  côté  de  l’équerre  sera  constamment  tangent  à la  courbe.  i> 

. • Soit  PNN'  ou  (C),yfg^.  i66,  la  circonférence  décrite  sur  le  premier  axe, 
et  F le  foyer  do  la  section  conique  dont  il  s’agit;  T/,  T/',  «'  étant  trois 
tangentes  quelconques  à cette  courbe,  et  FN,  EN',  F/i  Irois  - perpendi- 
rulaires  abaissées  respectivement  du  fpyer  F sur  ces  tangentes; -leurs 
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pieds  N,  N’,  «,  serunt,  d’iiprès  ce  qui  précède,  sur  la  circonférence  (C).. 
Prolongeons  les  Irois  tangentes  jusqu'à  leurs  rencontres  respecli\es  en 


KiC-  166. 


T,  r,  t\  et  les  deux  perpendiculaires  FX.  FN',  jusqu'à  leurs  nouvelles, 
intersections,  en  P,  P',  avec  la'circonférence(C). Traçons  enfin  «N,  nü',  ■ 
et  Fr,  F/'.  f 

■ Pnisque  les  angles  /i,-N'  du'quadritatèro  «FN't'//  sont  droits,  ce  qua- 
■ drilatèro  est  inscriplible  au  cercle  ; donc 

‘ * • ' ' I 

angFt'/i  = angFN'/r  = - arc.wNP'.  . ^ 

'Oit  prouverait  pareillement  que  le  quadrilatère  «FN/«  est  aussi  inscrip- 
tible  au  cercle;  donc  . ' • 

a'ng.  Kt/j  = ang.FNw  = ^arc./iN'P. 

t ,1 

Do  ces  valeurs  des  angles  Ft'«,  ¥ tn  du  tria’ngle  xF»',  on  conclut  ' 

, angxFx'=  - cirNN'PP'N — -rarc/iNP'  — -arcxxN'P=;  -arcPQP'. 

s 2 3 3 

Supposons  ddhc  que,  les  tangentes  Tx,  T.x'  restant  fixes,  la  tangente  xx' 
xlcvienne  mobile;  les  perpendiculaires  FN,  FN'  ne  varieront,  pas,  ni  consé- 
quemment l'arc  PQP',  compris  entre  elles;  donc  l'angle  xFx'  restera  de  la 
-même  grandeur,  pour  toutes  les  positions  de  la  tangente  mobile  XX'.  ^ 

La  dénaonstration  est  encore  plus  simple  pour  le  cas  de  la  parabole; 
mais  alors  l’angle  constant  xFx'  devient  précisément  le  supplément  de 
Tangle  T -des  deux  tangentes  fixes.  On  peut  donc  énoncer  généralement 
ce  théorème  : 

i . L’angle  soux  letfuel  on  voit,  de  fiin  dex  foyers  iFunc  section  conique, 
la  partie  d’une  tangente  mobile  interceptée  entre  deux  tangentes  fixes, 
est  toujours  const(mt  f.our  toutes  les  positions  de  cette  première  tangente. 
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Dans  le  cas  particulier  de  la  parabule,  cet  angle  constant  est  le  supplé- 
ment de  Pangle  jurmé  par  les  deux  tangentes  fixes.  , 

Parmi  les  conséquences  nombreuses  uiix(|uelles  ce  théorème  peut  con- 
duire, nous  nous  contenterons  de  rapporter  les  suivantes,  parce  qu'elles 
offrent  quelque  chose  de  simple  et  de  facile  ù saisir. 

• Supposons  que,  dans  une  île  ses  positions,  la  tangente  mobile  it'  vienne 
à se  confondre  avec  l’une  des  deux  tangentes  fixes,  avec  TTS  par  exemple  ; 
les  points  t se  confondront  alors,  l’un  avec  T et  l’aulre.  avec  le  point  de 
contact  de  cette  tangente  et  de  la  courbe  ; pareille  chose  arriverait  si  la 
tangente  mobile  se  confondait  avec  l’autre  TN'  des  tangentes  fixes.  Donc 

2.  Si,  de  l’un  des  foyers  rPiine  section  coniijue,  on  mène  des  droites' 

tant  ail  sommet  de-  l'angle  formé  ]>ar  deux  tangentes  tpielcoru/ues  à.  la 
courbe  qu’aux  points  dé  contact  des  deux  côtés  de  cet  -angle  avec  elle,  ta  . 
première  île  eC.r  deux  dmiles  divisent  en  deux  parties  égales  l'angle 
formé  par  les  deux  autres.  . , , 

, Ce  théorème  devant  avoir  lieu  quelle  que  soit  la  position  des  deux  tan- 
gentes en  question,  il  sera  vrai  encore  dans  le  cas  où  un  on  plusieurs  des 
trois  points  ci-dessus  seront  situés  à une  distance  infinie;  ce  qui  comluit 
•à  plusieurs  c<onséquences  sur  lesquelles  il  est  inutile  de  s’arrêter.  ' 

Si  l’on  ,sc  donnait  le  foyer  F d’une  section  conique  et  trois  tangentes 
quelconques  TN,  TN’,  tP,  l’angle  f F/' serait  déterminé  de  grandeur,  et  par 
conséquent,  en  le  faisant  tourner  autour  du  foyer  donné  F,  la  droite  tt' 

: qui  le  sous-tend  deviendrait  mobile,  et  roulerait,  d’après  ce  qui  précède, 
sur  la  section  conique  elle-même,  dont  on  aurait  ainsi  une  infinité  de 
tangentes.  Le  ilernier  des  théorèmes  donnerait  ensuite,  pour  chacune  des 
tangentes  mobiles  et  des  tangentes  fixes,  le  |x>int  où  cette  tangente  vient 
toucher  la  courbe.  ' ' 

Au  lieu  de  se  donner  une' position  de  la  tangente  mobile  on  peut  ne 
.se  donner  que  l’angle  constant  t¥i'\  et  alors,  en  faisant  mouvoir  cet  angle 
autour  de  son  sommet  F,  sans  en  changer  la  grandeur,  les  conséquences, 
seront  encore  les  mêmes.  Donc  ’ ' 

3.  Si,  sur  te  plan  d'an  angle  fixe  donné,  on  fait  tourner  aiUoar  d’un 

point  /irbitrairc  et  fixe,  pris  pour  sommet,  un  angle  qiudconque  inva- 
riable de  grandeur,  et  qu’on  trace  ensuite,  pour  chacune  de  ses  positions, 
les  deux  droites  qui  sous-tendent  à la  fois  l’angle  fixe  et  l’angle  mobile, 
chaeune  ib-s  ilcux  séries  formées  par  ces  droites  enveloppera,  en  parti- 
culier, une  seide  et  meme  section  conique,  ayant  pn-cisénient  pour  foyer 
le  sommet  fixe  de  l’iwgle  mobile,  et  les  deux  côtéi  de  l’angle  fixe  pour 
tangentes.  En  outre,  si  l’on  abaisse  du  foyer  des  pcrpendicuiaires,  tant 
sur  les  ilt-ux  côtés  de  l’angle  fixe  que  sur  toutes  les  autres  tangentes  ap- 
partenant h une  meme  série , les  picils  île  ces  perpcmliculaires  seront 
sur  une  même  circonférence  île  cercle  ayant  le  premier  axe  île  la  courbe 
pour  diamètre.  _ 
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Dans  le  cas  particulii-r  où  l’angle  inobilo  est  égal  à l'angle  fixe  ou  en 
est  le  sup{ilétncnt,  l’une  des  deux  rourbes  devient  une  (tarabolc,  et  le 
cercle  qui  ui  correspond  dégénère  en  unt;  tangente  au  sommet  de  cette 
parabole. 

Cinq  droites  quelconques  étant  tracées  sur  un  même  plan,  la  section 
conique  qui  les  touche  toutes  à la  fois  est,  comme  l’on  sait,  déterminée 
et  unique,  et  l'on  en  peut  aisément  trouver  les  foyers  avec  la  régie 'et  le 
Compas.  Donc,  si  l'on  considère  deux  de  ces  cinq  tangentes  comme  rc- 
présentantlcs  deux,  tangentes  fixes  dont  il  a été  question  ci-dessus,  et  les 
' trois  autres,  terminées  à celles-là,  comme  représentant  la  tangente  mo- 
bile dans  trois  de  ses  ^situations,  on  aura  résolu,  avec  la  règle  et  le  com- 
pas, cette  question  assez  difficile  quand  on  prétend  l’attaquer  d'une  ma- 
nière directe. 

4.  T rouver  te  jmint  duquel  nn  verrait  sous  le  meme  an^le  tes  parties 
de  trois  limites  données  sar  un  même  plan,  interrrplêes  entre  deux  autres 
lignes  droites  aussi  données  sur  ce  plan. 

Ce  problème  est  analogue  à celui  que  M.  Carnot  a résolu,  dans  sa  Géo- 
métrie de  /lositinn  (p.  38 1,  art.  3i7),  et  l'on  voit  que  sa  solution  donnerait 
aussi  celle  de  cet  autre  problème  fort  intéressant  : Trouivr  direetement 
tes  foyers  d'iute  section  ronique  inscrite  à un  pentagone  donne. 

Jusqu’ici  nous  n’avons  encore  considéré  que  ce  qiri  se  passe  à l’égard  de 
l'un  des  foyers  d’une  section  conique^  mais  il  est  évident  que  les  mêmes 
propréités  ont  lieu  relativement  à l’autre  foyer;  car  les  raisonnement!  cl- 
dessus  demeurent  les  mêmes  dans  les  deux  cas.  Nous  n’avons  donc  plus, 
pour  le  moment,  qu'à  nous  occuper  des  propriétés  qui  peuvent  apparte- 
nir simultanément  au  système  de  ces  deux  foyer.s. 

Soient  F,  F'  [Jig,  167)  les  deux  foyers  dont  il  s’agit,  (C)  la  circonférence 
du  cercle  décrit  sur  le  premier  axe  comme  diamètre,  enfin  TN,  TN'  deux 

■ ' ' Fîb-  *67-  ■ . ’ 


tangentes  quelconques  à la  conique;  d’après  ce  qui  a été  démontré  plus 
haut,  Fangle  sous  lequel  on  verrait  du  foyer  la  partie  d’une  troisiènie 
tangente  arbitraire  comprise  entre  les  deux  autres,  aurait  pour  mesure  la 


■ \ 
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moitié  (le  l’arc  PQl’',  intercepté  sur  la  circonférence  (C)  par  lès  prolon- 
gements FP,  FP'  des  perpendiculaires  FN,  FN'  abaissées  du  foyer  F sur 
les  deux  tangentes  TN,  TN'.  Par  la  même  raison,  l’angle  sous  lequel  on 
Terrait,  de  l’autre  foyer  F',  cette  même  [lartie  de  la  troisième  tangente,, 
aurait  pour  mesure  la  moitié  de  l’arc  QPQ',  intercepté  sur  la  cJrconfé- 
rence  (C)  par  les  prolongements  F'Q,  F'Q'  des  perpendiculaires  F.'M',  F'M 
abaissées  du  foyer  F'  sur  les  deux  tangentes  TN',  TN.  Appelant  donc  F’ 
le  premier  de  ces  angles,  F'  le  second,  on  aura  ’ 

V • ' 

F = iarcPQP',  F'=  i arcQPQ' = i arcPQ’ -H  .î- arcPQ. 

a ■!  2 2 __ 

Or,  à cause  des  parallèles,  symétriquement  placées  par  rapport  au  centre 
du  cercle,  on  a 

arcPQ  = arcMN'  et  arcPQ' =^rcMN  ; 
donc  ' ' ■ 

F'= -arcMN -I- - arcMN' 1 arcNMN";'  ' . 

- V ' . - 

, F4-F'  = iarcPOP’-f--arcNMN'; 

a '2  • , 

mais  On  a aussi  . . ■ 

ang.  NFN'  = - arc  I\)P'  -h  1 arc  NMN\- 
- 2 2'  ^ ■ 

donc.  F+ F' = ang.NFN'  ou  F+ F'=  200°  ^ T , , , • 

puisque,  dans  te  quadrilatère  TNFN',  les  deux  angles  opposés  N,  N'  sont 
droits. 

Nous  avons  supposé,  dans  ce  raisonnement,  que  les  deux  foyers  K,  F/ 
étaient  intérieurs  au  cercle,  et  c’est  ce  qui  arrive  pour  l’ellipse.  S’ils  lui 
étaient  extérieurs,  ainsi  qu’il  arrive  pour  J’fiyperbole , on  trouverait  que 
■■  ce  n'est  plus  la  somme,  mais  la  différence  des  angles  F,  I\'  qui  est  égale 
au  supplément  de  l’angle  T. 

En  appelant  donc,  pour  abréger,  angles  vecteur^  d’une  même  droite  les 
angles  sous  lesquels  cette  droite  est  vue  des  deux  foyers  d’une  section 
conique,  on  aura  ce  théorème , dont  l’analogie  avec  un  autre  théorème 
trè^-connu  est  digne  de  remarque  : • , 

S.  Lnrsqii'unc  tangente  a une  sôetinn  conique  se  termine  à tleii-r  autres 
tangentes  à la  même  courbe , la  somme  des  angles  lu-clcitrs  de  cette  pre~ 
mière  tangcntCy  dans  Fellipse,  et  leur  rtijférence  dans  Vhypcrbole,  est 
constante  et  égale  nu  supplément  de  l'angle  des  deux  tangentes  feces  ( * j. 


(■*)  L’angle  dont  il  s'agit  ici  (^t  celui  qui  coniprepd  les  deux  foyers  entre 
ses  côtes  dans  rellipsc,  ou  qui  n’en  comprend  aucun  dans  l’iiyperhote.  ^ 

Fott  additioHneilc  de  i863.  — L'énoncé  général  de  Ja  Propoa.  V,  mise  à 
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(Juand  la  section  conique  devient  une  parabole,  on  a h"  =10,  et  par 
conséqnenl  F = aoo“  T,  ce  qui  s’accorde  avec  ce  que  nous  avons  dit 
plus  haut.  Pareillement,  quand  elle  devient  un  cercle,  on  a = F,  et  par 
'conséquent  aA’=aoo*  — T,  comme  on  peut  le  vérifier  à priori.  I>?  cas  ■> 
où  T serait  nul  ou  égal  à 100  degrés  offrirait  aussi  des  circonstances  re- 
marquables ; mais  nous  ne  nous  y arréteron.s  pas. 

Revenons  à la  propriété  qui  fait  le  sujet  princijwl  de  cet  article,  et  exa- 
minons en  partteulier  les  consé(]uences  (pii  en  résultent  pour  le  cas  où  la 
section  conique  est  une  |>arabole.  • ' 

Soient  168)  F le  foyer  ; TM,  T.N  deux  tangentes  quelconques  don- 
nées, et  une  troisième  tangente  mobile  de  la  parabole  dont  il  s’agit. 


Fig..  168. 


D’après  ce  qui  a été  dit  plus  haut,  Vnnglc  vecteur  m? n est  toujours  con- 
stant et  égal  au  supplément  du  l’angle  MTN  des  deux  premières  tan- 
gentes; donc  ce  môme  angle  sera  égal  à l'angle  mT«,  et  par  conséquent, 
si  l'on  trace  FT,  le  quadrilatère  FT mu  sera  inscriptible  au  cercle.  De  là 
suit  ce  théorème  ; 

6.  Un  tritmgtc  éttmt  circomcril  à une  pnraltole , si  on  lui  rin  onscril, 
il  son  tour,  une  circonférence  fie  cercle,  elle  pnssrm  nécessairement  par 
le  forer  même  rie  la  courbe . 

Donc,  si  l’on  se  donnait  à volonté  une  quatrième  tangente  »/V  à la 
parabole,  on  obtiendrait  immédiatement  son  foyer  en  circonscrivant  des, 
circonférences  de  cercle  à deux  quelconques  des  quatre  triangles  formés 
par  les  rencontres  mutuelles  de  cette  nouvelle  tangente  avec  les  trois  au- 


profil  par  divers  geomèlK*»  postérieurement  à i8i^,  me  parait  entièrement 
neuf  et  ort(;iiial;  mais  on  peut  voii\  par  les  citations  «les  4G7  et  AfiO  du 
Traitf  des  Propriétés  projectiles  des  fignreSy  que  les  corollaires  relatifs  au  cas 
de  la  parabole  et  (Ws  triun{;les  circonscrits,  appartiennent  en  partie  au  célèbre 
{'âomètre  allemand  Lambert.  ( ^ aussi  l’Art.  CcrreSpondance  Avt  VII*  Cah.  ), 


X 
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1res.  Le  point  d’intersection  de  ces  quatre  circonférences,  qui  n’appar-  ' 
tient  à aucune  des  tanfjentes  données, 'est  évidemment  un  point  unique 
par  où  elles  passent  toutes  h la  fois  ; car  une  même  parabole  ne  saurait  ' '■ 

avoir  deux  foyers  à une  distance  finie.  . 

Nous  venons  déjà  de  voir  que  l’angle  mF n est  égal  à l’angle  mTn,  qui 
est  opposé  à inn  dans  le  triangle  mTn;  mais  il  est  visible  que  ce  même 

■ angle  pourrait  n’élre  qu’égal  à son  supplément,  snivantja  position  de  ce  • 
dernier  ; donc 

■ 7.  Un  triangle  quelconque  étant  circonscrit  à une  parabole  , l'angle' 
sous  letpwl  on  l'oit,  du  foyer  de  la  courbe,  chacun  des  trois  côtés  de  ce 
triangle  est  le  supplément  de  l'angle  opposé  du  même  triangle  ou  Ud 
est  égal,  suivant  que  le  foyer  se  trouve  nu  ne  sc  trouve  pas  compris  entre 
les  côtés  de  cet  angle,  indéfiniment  prolongés, 

Puiàlut  le  quadrilatère  F«r«T  est  inscriptible  à un  cercle,  quelle  que 
' soit  la  tangente  mobile  mn,  l’angle  ET sera  toujours  supplément  de  soq 
opposé  Ynm,  et  égal,  par  conséquent,  à l’an.glo  F«f;  mais  l’angle  FT»; 
t>st  invariable,  puisque,  par  hypothèse,  T.M  et  TN  sont  fixes;  donc 

8.  Si  run  des  côtés  d’un -angle  invariable  jmsse  constamment  jmr  le 

foyer  d'une  paralmle , et  que  son  sommet  /uircoure  une  tangente  quel- 
conque h la  courbe,  l’autre  côté  de  l’angle  mobile  sera  aussi  constam- 
ment tangent  h la  courbe.  ^ . ■ ■ ' ' 

On  peut  aussi  énoncer  ce  théorème  ainsi  qu’il  suit 

9.  Si  du  foyer  d’une  parabole  on  abaisse,  sous  un  meme  angle  donné,  > 
des  obliques  sur  toutes  les  tangentes  à cette  courbe,  1rs  pictls  de  cet' 
obliques  se  trouveront  appartenir  à une  scide  ligne  droite,  tangente 
elle-même  à la  parabole. 

Ces  théorèmes  ont  leurs  analogues,  pour  le  cas  d’une  section  conique 
quelconque.  Alors  leS  jheds  des  obliques  appartiennent  à uiic  même  cir- 
conférence de  cercle  touchant  la  courbe  en  deux  points. 

On  peut  déduire  de  ce  qui  précède,  plusieurs  conséquences  faciles  et 
très-remarquableSi 

dO.  Toutes  les  paraboles  inscrites  à un  même  triangle  quelconque, 
ont  leurs  foyers  sur  la  circonférence  d’un  même  cercle,  circonscrit  à ce  , 
triangle. 

Chaque  point  de  la  circonférence  dont  il  s’agit  peut,  d’après  cela,  être  • * 
considéré  comme  le  foyer  d’.une  parabole  inscrite  au  triangle  auquel  cette 
circonférence  est  inscrite.  Donc 

H.  Si,  il’tin  point  quelconque  de  la  circonférence  d’un  cercle  circon- 
scrit à un  triangle  ilonné,  un  abaisse,  sous  un  même  angle  arbitraire, 
des  obliques  sur  les  directions  des  trois  côtés  de  ce  triangle,  leurs  jurds 
seront  situés  sur  une  seule  et  même  ligne  droite,  ..  ' 
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Ce  dernier  théorème  est  une  eAtonsion  de  celui  de  R.  Simson,  ra|>pelé 
à la  p.  i5i  du  t.  IV  des  Annales,  par  M.  Servois,  qui  l'emploie  à résoudre 
d’une  manière  très-élégante  un  problème  do  Géométrie  pratique  concer- 
nant le^  alignements  sur  le  terrain.  ' 

Ce  qui  précède  suffirait  sans  doute,  pour  établir  la  vérité  de  ce  que  noua 
avons  avancé  au  rommenceinenl  de  cet  .Article,  touchant  l'avantage  qu'il 
y aurait  à considérer,  d’une  manière  plus  spéciale  qu’on  ne  l'a  fait  jus- 
qu’ici, les  propriétés  des  sections  coniques  qui  n’ont  rapport  qu’aux  angles 
seuls  de  certains  systèmiïs  de  lignes  droites  dépendantes  de  ces  courbes; 
mais,  per  l’etTet  de  la  négligence  des  géomètres  sur  ce  point,  la  matière 
est  si  riche,  qne  nous  ne  pouvons  nçus  refuser,  malgré  l'étendue  de  cet 
Article,  à présenter  encore  quelques  recherches  du  mémo  genre,  particu- 
lières à la  parabole,  et  remarquables  surtout  par  leur  analogie  avec  cer- 
taines propriétés  des  polygones  réguliers  inscrits  et  circonscrits  au  cercle. 

Soient  169)  f le  foyer  d’une  parabole  mtmpq;  üo,  én  deux  tangentes 
quelconques  à cette  parabole,  la  touchant  aux  {Kiints  respectifs  o, 

Fig',  ififl.  , 


Qu’op  trace  les  'rayons  vecteurs  /o,  fn  correspondant  à ces  derniers 
points,  et  la  droite  fb,  joignant  le  foyer  au  point  de  concours  des  deux 
tangentes  ; d’après  les  Théor.  11  et  V,  les  angles  bfn,  bfo  sont  égaux  entre 
eux  et  au  supplément  de  l’angle  nbo,  d’où  il  suit  que  leur  somme  nfo  est 
double  de  ce  supplément,  et  que,  dans  le  (|uadrilatère  nbof,  on  a 

f = ^00"  — •xb\ 

comme  on  a d’ailleurs  ’ , ■ • • 

' o-l-n-4-i-4-/=  400",  . - 

il  s’ensuit  qu’on  doit. avoir  aussi 


Supposons  présentement  que  abctl,..  soit  un  polygone  drconscril  a la 
parabole,  et  dont  tous  les  angles  soient  égaux  entre  eux;  en  menant  des  . 
rayons  vecteurs  tant  aux  sommets  n,  b,  c,  tl,.,.  qu’aux  points  de  con- 
tact m, /i,  o, /p,  </,...  il  résultera  de  ce  qui  précède  ; 1 , 
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12.  1“  Que  le  ruynn  vecteur  dirif’é  vers  cluicun  îles  sommets,  cIMsera 
en  parties  égales  l'angle  de  criée  r/iii  se  termineront  aux  deux  points 
de  contact  entre  Icstpiels  ce  sommet  se  trouve  compris; 

2°  Que  le  ruYon  vecteur  dirigé  vers  e/inrun  des  points  de  contact,  diei- 
scra  aussi  en  /parties  égales  l’angle  jormé  par  ceux  <pd  se  termineront 
aux  sommets  entre  lesquels  ce  /wint  de  contact  se  trouve  compris; 

3“  Que,  !>ar  conséquent,  tous  les  angles  formés  autour  ilu  foyer  parles 
ra^vns  vecteurs  consécutifs  sont  égaux  entre  eux;  d’où  il  suit  'que  chacun 
de  ces  angles  doit  être  égal  à quatre  angles  droits  divisés  jrnr  leur  nombre, 
lorsque  le  polygone  est  formé. 

Rappelons-nous  préscntenacnl  cette  proposition,  démontrée  parle  mar- 
quis de  l’Hôpital  (*)  : • ■ ' 

« La  suite  des  sommets  mobiles  d'un  angle  de  grandeur  donnée  et  con- 
» stante,  circonscrit  à une  parabole,  forme  une  seule  et  même  Section  ' 
» conique,  dont  un  des  foyers  se  confond  i)récisément  avec  cçlui  de  la, 

» parabole.  » , ' 

Et  cette  antre,  démontrée  par  M.  Brianebon  (X'  Cahier  du  Journal  de 
l’École  Pirlitechnique,  p.  l4)  : ^ • 

« Si  le  sommet  d’un  angle  mobile  et  variable  est  assujetti  à parcourir 
une  première  section  conique,  et  que  scs  côtés  soient  assujettis  à en 
» loucher  une  seconde,  la  corde  de  contact  avec  celle-ci  en  enveloppera 
» une  troisième.  » ' - 

En  Vemarquanl,  de  plus,  que,  dans  le  cas  actuel,  cette  troisième  sec- 
tion conique  a un  foyer  commun  avec-  la  première,  on  pourra  encore 
conclure  ; 

4"  Que  le  polygone  circonscrit  a notre  jrarabole  est  lui-mémé  inscriptilrle 
a une  autre  section  .conique  qui  a un  foyer  commun  avec  elle,  et  qui  est 
évidemment  une  hyperbole;  ' 

5“  Qu'en  fin  si  l’on  joint  les  points  de  contact  consécutifs  par  des  cordes 
tic  manière  à former  un  polygone  inscrit , ce.  }>olygnne  sera  lui-mfme 
circonseriptil/le  à u/te  nouvelle  section  conique,  qui  sera  évidemment  une 
ellipse  dont  le  foyer  coïncidera  également  avec  celui  de  la  première. 

.Addition  au  prvcédcrrt  Article,  extraite  d'une  lettre  culresséc  tle Metz,  ^ 

' au  Hédacteur  des  .KnaSiWs.  en  dette  d’octobre  iSiy. 

J’ai  avancé,  dans  les  énqncés  des  deux  dernières  propositions  do  cet 
Article,  que  les  coniques  qui  correspondent  aux  polygones  inscrits  et  cir- 
conscrits à la  parabole  donnée  avaient  pour  un  de  leurs  foyers  le  foyer 
' même  de  celte  parabole.  Gomme  je  n'en  ai  poiqt  apporté  de  démonstra- 


(*)  Traité  analytique  des  sections  coniques,  Jiv.  VIII, 
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lion,  il  me  semble  qu'il  vaudrait  mieux  supprimer,  dans  l'énoneé,  re  qui 
'est  relatif  aux  foyers,  et  terminer  l'arlide  par.ee  qui  suit  : - ■ 

Nous  avons  déduit  ces  deux  dernières  propositions  de  tliéorémes  déjà  • ■ ■ . ■ 
connus,  afin  d'ètre  plus  courts:  mais  nous  auriuOs  |iu  en  donner  une  dé- 
monstration géométrique  directe  et  Irès-siinple,  foiulée'  siir  des  considé- 
rations particulières  d’un  auln>  genn-  que  celles  qui  précMent.  Nous  re-  . 
greltons  de  ne  pouvoir  la  rapporter  ici.  ' ■ 

En  suivant  toujours  la  marche  géométrique,  on  démontrerait  pareille-  • 
ment  que  : • • ■ ' ; 

6"  Lt't  /n'ctinii.f  coniqurs,  cnin'SjtoiHluiit  mtx.  /jri/'i  gfnir.s  hisrrit.i  rt  rir-  - ■ 
cori.fcritv  a lu  purnùolc  (huucr,  on!  tunr  et  rmitm.ftour  mmmun  te 
fnyrr  mriiir  tir  cette., pnralmU' . ' / ■*  > j . 

7“  Si  Pou  joint f jHir  ile.<.  tignr.f  timilec,  r/inriin  ilc.i  sommeLs  du  poi^- 
fftne  rircon.icrit  avec  le  fojvr  connmtH  ri-ilesùis,  cet  droites  tvnfrnnc--  '' 
rtmt  précifènienl  les  points  de  contact  dc.t  côtés  correspondants  du  pofy-  . 
ffnie  inscrit,  avec  Iti  terfion  amiqur  que  cC  polygone  enveloppe.  y ' 

Ces  dernières  pro|>osilions  complètent  entièrement  ce  que  nous  avions 
à din*  toucliaiil  l'analogie  qui  existe  entre,  les  propriétés  de  ecrtaiés  poly-  - , 

gones  inscris  et  circonscrits  au  cercle  et  à la  parabole.  ' ■ 

•Au  Veste,  on  pourrait  étendre  beaucoup  les  recherches  qui  précédent.'  ‘ . 
Nous  nous  bornerons  à citer  seulement  quelqims-unm  des  propositions  ' . 
auxquelles  nous  sommes  parvenus,  en  faveur  de  la  liaison  intime  qu'elles 
ont  av^  cdles  qui  font  le  sujet  de  cet  Article. 

13.  Si-,  autour  tPun  futint  pris  Sur  le  périmètre  rPune  section  conique', 
on  fait  mouvcùr  un  angle  constant,  de  grnndettr  arhitrai're,  dont  le  som- 

met  est  en  ce  point,  et  qu'on  trace  ensuite  successivement  toutes  les  cardes'-  c-  • 
de  ta  courbe  qui  soii.s-teiulcnt  Cet  angle,  le  ssslinue  rie  ces  cordes  envelop-  ' 
pem  une  seule  et  même  srrtinn  "conique,  laquelle  se  l•éd^^ira  à un  point, 
quand  l’angle  générateur  sera  droit  (* ).  • . 

• Quand  l’angle  générateur  est  Variable  suivant  certaines  lois,  on  trouve 
que  la  Corde  mobile  peut’  tourner  autour,  do* /«iWç.v  distincts,  dans  plu- 
sieurs cas  très-remarquables • Nous  renverrons,  pour  quelques-uns  d’entre' 

"eux,  au  Mémoire  de  M.  Frégier  (Jnmdes.  t.  VI,  p,  3ai). 

14.  Si,  autour  tPun  ftoint  pris  tt  volonté  tirais  le  plan  rt  une  section  1 
conique,  on  fait  mouvoir  un  angle  droit  rlont  le  sommet  soit  en  re  jsinnt,.'  ' 
rt  qu'on  trace  ensuite  suercs'sivement  toutes  tes  contes  de  la  section  eo-’ 
nique  qui  snus-lendent  rct  angle,  le  système  clc  ces  contes  emxdtqqiera  une  ‘ ' - 
sertie  et  même  section  conique,  qui  se  réduira  à un  point  quand  le  jnilc 

fixo  sera  pris  sur  le  périmètre  même  de  la  seclion  donnée.  !■ . 


.(*}  dernière  reimirque  n déjà  été  faite  put  M.  Frégier  qui  l’n  ilémontrèe 

p»r  r.tnahüé  (^wn.i/ci.  4.' VI,  p.  '>3i'v. 

• ' 'H. , . ' . . ^ . 3(*  • 
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CeUe  prof)os'îlipu.''s’t^ten(i  évidemment  au  cas  où  la  section  çoniqti» 
donnée  serait  remplacée  par  un  cercle;  mais  alors' ce- cas  particulier  est 
accompagné  de  (]ui}lq«e8  oireonstanccs  remarquableg';  , 

. 15.  Im  rniupe  sur  roule  tn  corde  mobile  h précinément  pour 

Jiiycrs  le  pôlc/î-OH  iu  le  rriflrcujii  cercle  dorUtè.  ' " ' 

' l"'"l‘  citii't/tir  fxisUicui  de  la  (iinlc  mobile,  ou  mène,  ir  sei  deux  Cxtrv- 

mité.Sf  des  t/i/igC7tles  ait  cercle  donné,  le  point  de  concours  de  eçs  ton-  ' 
; ne  cçstciçi  pil\  de  rester  sur  une  autre  circonférenee  de  cercle,' 

non  coiieentri^uc'à  'iipremièn\  , 

■'  • , ‘ ' ■.  ■ V 

16.  Si  un  qundrJlatxée  est)  eu  meme  temps,  inscrit  à itn  ecrcle^et 
circonscrit  n n/i-pilre,  ics  tordes  qui  jointlront  les  jmûus  de  cohtnet  des 
côtés  op/xiscs  éc  iuntpçrvnt  ü angle  droit,  et  précisément  au  jMtnt  d'in--. 
, tersection  des  deux-  l/itigdhqliür  Quand  on  viendra  cnsi/tlc  t'i  défornter  ce 
, quadrilatère,  il  Tte^çgssera  pas  de  restée  inscrit  -et  rin  msetit  aux  rleux 
cercles  dont  II  sUiglt;  ci  te  pcdtif  où  sc  eoiqient  à la  fuis  les.  deux  diago- 
. riales  et  les  corlles_  qid  réunissent  ics  points  de  contact  opjiosés  deintun: 
invariable  dq  position,  , . î , ' ‘ 

Ainsi  que^e  l'iu  -déjï  dit  p;lus  haut,  }e  ne  rapported'énoncé  de  ces  pro- 
positions. qu’sn’faVéuT  do  ^ou^  analogie  avec  quelqucs-uneÿ  des  premières.' 


-t*.-- 
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'bAflexions  scn'^t'ù^GE  i>b,  l'analyse  algkbriol'É  e-'*  cèOübtrib,  et. 

SOLUTIONS  DÉ  lnVBILS  PHOaLÈHSS  DÉPE.SdÀnT  DE.  LL  GÉOMÉTU^  DE. LA 

. BÈGLE  ‘ ' ; • . . 

. ■^•éTjj.Vin  dntudes,  l'r  novejnbre  1817.).  • 

. Monsieur,  vo«s  ne  troûvErez  pas  indiscrète,  sans  doute,  la  liberté  que 
' -.  je -prends  de  -tous  adressée- quelques  réclamations -tuùcliant  la  comparai: 

. - - - • "■ X. 

4.‘.  t " ' ^ »* 

(*)  CctArt.  H**t  hî  d*nnp  lètlrc  en  date  du  ifl  octobre  1R17,  annexée 
à ccMe  qui  corrtenidt  r.vDiVfTloymu  pi-û^-dcnt  Ariiclo  (l.  Vllf  dos  Anuahs^  p. 

V Je  forai  en  outre  <îhscryé/  qu’à  JVptwpic  dont  il  «*rt[»it,  7*avni«  en  main  le  texte 
dear  rédigé  ]>ondant  ndw  detBi^'k  cRi5. 

• V Toùtefois,  j'appi^bende  f^'txqiioK.  le  préaent  Article  de  Plti^sopkie  tmtthémn- 
n'^ur  et  peut^^tré  QueU^ôd'iihs  doe*9irimnU».  venu»  d*un  jeune  officier  débireux 
de  »e  praparcr  h Tav^nati  i>iî  nom  pour  lu  publication  dn  Truité  d^i  Propriétés 
projectivfSf  u’aioiit  mdjapèt>«^  iDul((i't‘  seü  ibrniulles  intentions,  lo  savant  réduc- 
teur dos  Annales  de  Monlpelli<!r  eontre  leur  imloiir  qui,  pi'olmblomonl  à ses 
yeux,  n’avait- point  ^enpotc  Hcquîs*  le  droit  <ln  combattre, *^uoj<}ue  avec  clrcon- 
spectiou  et  courtoisie»,  lés  idées  pHilosophiquca  d’un  -auciep  lu'ofesscur,  déjà 
justement  estiméf  pouf  ^»06  *»çrvJços  scientifiques.  ■ • . 1 . 

* '.-N-''  f''  ' ' •' 

. •«  * •/s.-'...  -,  , 
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son  fiuD  vous  établissez  [Jnnalr.s,  t,  VII,  i).,a89Ct  3ï5)  enlrolés  résultats  de  , ’ 
la  Gèilmt'trif  />iirf  'et<x\i\  (U*  la  Gcomclrié  nitaljt/r/ur.  L'impartialité  donl 
vous  faites  profession  m’est  un  garant  assuré  que  tout  ce  qui  peut  tendre 
à éclairer  la  partie  pliilosophiqne  des  Sciences  exactes  doit,  indépetidam- 
ment  tie  vos  opinions  itcrsonnelles  et  de  votre  manière  pariiculiére  d’ens 
visager  les  choses,  trduver  un  libre  accès 'dans  votre  journal,  principale- 
ment destiné,  à éo  qu’il  parait,  à recueillir  les  discussions  qui  peuvent 
s’élever  entre  les  géomètres  sur  l’estime  relative  que  l’on  doit  accorder 
aux  diverses  méthodes  proprt's  à agrandir  le  doméine  do  la  sciencci 

J’admire,  avec  tous  les  amateurs  de  la  belle  Analyse,  la  manière  élé- 
gante avec  laquelle  vous  Savez  la  faire  ployer,  sans  efforts,  aux  questinirs 
lys  plus  difficiles  dé  la  Geométrio  ; et  j’avoue  que  je  ne  trouve  rien  de  • 
plus  ingénieux  que  la  marché  à la  fois  nouvelle,  simple  et  rapide  que 
vous  proposez  pour  parvenir  à leur  solution  graphique  définitive.  Je  pense 
que  les  exemples  que  vous  avez  offerts  sont  bien  propn»  à.faire-con- 
.. naître' toute  la  fécondité  de  l’AnaKscv  et  à la  venger,  en  queWiue  sorte, 
dés  reproches  qu’on  ne  se  croit  que  trop  souvent  en  droit  dei  lui  faire;  ' 

* mais  jè  ne  sfiuréis  cqx>ndant  admettre  sans  restriction  ceux  que  vous 
adresse;,  è vofre  tour;  aux  résultats  auxquels  conduit  l’usage  exclusil  des 
' consiriérafions  géométriques.  , • • 

■Si  je  ne  me  suis  phs  trompé  sur  le  sens  dos  réflexions  qui.  précèdent 
ou  qui.  terminent  lès  Articles  rappelés  ci-dessas,  l'Analj'Sc,  ou  plutél  la 
MêtlMc  dr  litscànes,  employée  d'une  manière  convenable,  aurait  l’a-  ‘ 
■vantage  de  conduire,  pour'  la  solution  des  problèmes  do  Géométrie,  i tles  ■ 
constnicüons  bien  supérieures,  pour  l’élégance  et  la  simplicité,  à celles  ’ 
que  fournil  la  Géométrie  pure.  En  supposant  que,  par  co  mol  de  Géomé-  • ' 
trie  pure,  tous  vouliez  entendre  seulement  celle  des  Anciens,  c'est-à-dire 
celle  i|ii’ent  cultivée  les  Eucllde,  les  Apollonius,  les  Viéle,  les  Fermât,  les  ' 
Viv&ni,  les  Halley,  etc.,  j’avouerai  volontiers  que,'  malgré  l'cslime  qu'ellé 
mérite , à plusieurs  égards,  jo  suis  patfe'ilémcnt  d'accord  avec  vous.  J’a- 
joutérai  même  que  je  ne  pense  pa.s  qu'avec  le  secours  seul  de  cette  Géo- 
métrie, on  puisse  jamais  parvenir  à quelque  chose  de  bien  général.  Or,  - . 

- on  ne  saurait  douter  que  la  généralité  des  solations  ne  soit,  le'  plus  sou- 
vent, la  source  de  leur  élégance  et  do  leur  simplicité.  , 

Mais  si,i  par  Géométrio  pure,  vous  voulez  entendre;  en  particulier,  celle 
où  l’on  s’interdit  simplement  l’usage  de  la  méthode  des  coordonnées,  ou 
même  de  toute  espèce  de  calcul  qui  permettrait  'de  perdre  momentané- 
menl  de  vue  la  , figure  dont  on  s’occupe;  si  par  là  vdus  voulbz  désigner 
celle  Géométrie,  cultivée  par  les  modernes,  dans  laquelle,  au  moyen  des 

- notions  d’infiniment  grands  et  d'infiniment  petits,  on  parvient  à décou- 
vrir les-  relations  qui  existent  entre  les  diverses  parties  d'une  figure  sup-  ' 
posée  variable;  si  vous  voulez  parler  enfin  de  celte  Géamélrle  qtti  consiste 
à chercher,  dans  les  propriétés  de  i’éiendUe  à trois  dimensions,  la  solution 
des  problèmes-dc  la-Géomélrie  plâne,  pour  repasser  ensuité  de  celle-ci  à ' 

, , > 3o:  > ■ . 
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cfi  qui  concerne  la  Gijométrie  de  l’esiwce;  je  déclare  franchement  que  je 
ne  saurais  admettre  avec  vous.  Monsieur,  (jue  celle  Géométrie  ,ne  puisse 
donner,  à la  fois,  des  solutions  aussi  simples  et  aussi  élégantes  que  cel- 
les qu'on  déduit  du  Calcul.  J'avoue  même  et  j'incline  fortement  à penser 
que,  traitée  à son  tour  d'une  manière  convenable,  moins  resireinic 
qu'on  no  l’a  fait  jusqu'ici,  elle  peut  fournir,  parla  voie  d'intuition  qui  lui 
est  propre  et  pour  certaines  classes  de  problèmes,  des  solutions  qui  l’em- 
portent sur  celles  qu'on  déduit  de  lu  Géométrie  analytique,  mémo  dans 
l’état  de  perfection  où  elle  est  aujourd’hui  parvenue. 

Je  ne  répéterai  jws.  en  faveur  de  la  Géométrie  pure,  ce  qu’en  ont  déjà 
dit  les  plus  grands  géomètres  ; j'essajerai  .seulement,  dans  ce  qui  \a  sui\  re. 
de  donner  dese.vemples  particuliers,  propres  à confirmer  et  à justifier  l’o- 
pinion que  je  me  suis  formée  sur  ce  point.  Il  ne  sulTirail  pas,  on  effet, 
dans  cette  matière,  de  rap|>orl(‘r  des  témoignages  plus  ou  moins  consa- 
crés, ni  mémo  de  simples  raisonnements.  queli|ue  solides  qu'ils  pussent 
d’ailleurs  paraître;  mais  il  faut,  en  quelque  sorte,  des  preuves  de  faits, 
des  preuves  c.\i)érimentales,  <pii  puissent  entrer  en  parallèle,  pour  l'élé- 
gance des  résultats,  avec  celles  que  vous  aver  vous-mëme  offertes  en  fa-* 
veur  de  la  méthode  des  coordonnées.  . . 

Je  ne  prétends  pas,  au  surplus,  que  la  Géométrie  rationnelle  ail  tou- 
jours l’avantage  sur  l'.Analys»',  ni  qu’on  doirc^eonstamment  la  préférer  à 
celle  dernière  dans  les  recherches  purement  géométriques.  Je  pense,  au 
contraire,  avec  W.  Dupin  (Dévrloppcmrnls  <lc  Gcuiiiètrir^  P*  partie, 
■p.  i38),  quo  chacune  de  ces  deux  sciences  a des  moyens  qui  lui  sont 
propres,  et  qu’on  ne  pourrait,  sans  un  grand  préjudice  pour  l'avance- 
ment de  la  science,  cultiver  l’une  ou  l’autre  d’une  manière  exclusive.  J'a- 
jouterai même  qu’il  me  parait  qu’on  ne  saurait  trop  s’efforcer  de  les  éle- 
ver, |M)ur  ainsi  dire,  do  front  ou  à la  même  hauteur,  en  employant  les- 
principes  généraux  de  l’Analyse  à donner  aux  résultats  de  In  Géométrie 
toute  l'extension  qui  leur  manque  d'ordinaire’,  et  qui  ap|>artient  essentiel- 
lement à ceux  de  la  première;  tout  en  se  servant  réci|)roquemenl  dans 
celle-ci  des  considérations  de  la  Géométrie,  soit  pour  s'iraplifier  l'étal  do 
la  question  en  la  ramenant  a des  circonstances  particulières  plus  facile- 
ment accessibles,  soit  pour  faire  le  choix  d’inconnues  le  plus  convenable, 
soit  enfin  pour  interpréter  et  pour  développer  les  conséquences  gemmé- 
Iriques  des  résultats  de  ses  calculs.  ''  - . 

J'ai  tout  lieu  de  croire,  Monsieur,  que  vous  souscrirez  volontiers  à ces 
dernières  réflexions,  et  que  vous  les  trouverez  tout  à fait  conformes  à vos 
propres  idées  spr  la  Géométrie  pure  et  sur  la  Géométrie  analytique.  Je 
crois  du  moins  en  avoir  pour  preuve  un  grand  nombre  d’articles  que 
^vous  avez  fournis  à votre  recueil  {H>riodique,  et  notamment  le  dernier 
' des  articles  déjà  cités,  où  vous  faites  usage  de  considérations  géométri- 
ques .préliminaires  pour  simplifier  la  question,  en  remarquant  qu'une  con- 
struction qui  peut  s’eflectuer  avec-  la  règle  Seule,  pour  l'une  quelconque 
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(les  sections  coniques,  e$t  par  là  même  indisliActement  applicable  il  toutes 
les  autres  lignes  de  celte  espèce.  i 

. ' Après  cette  espèce  d'explication  qm.  m'a  paru  indispensable  pour  bien  ., 

fairp  connaUrejmes  idées  et  l’intention  qui  m’anime,  je  passe  aux  exem- 
ples que  j'ai  promis  d'offrir  en  faveur  de  la  Géométrie  pure.  Je  me  bor-  , , 
nerai  simplement  à indiquer  les  constructions,  sans  entrer  dans  aucun 
détail  sur  les  raisonnements  qui  y ont  conduit  et  peuvent  servir  à les 
justiBer;  me  réservant  de  faire  connaître,  dans  une  autre  occasion,  les 
principes  théoriques  sur  lesquels  ces  constructions  rei>osent;  principes 
dont  le  développement  excéderait  nécessairement  les  bornes  d'une  simple 
lettre.  . . , . , 


Le  premier  des  exemples  qui  suivent  paraîtra  d’autant  plus  convenable 
que  c’est  précisément,  Monsieur,  le  problème  général  dont  vous  avee 
traité  le  cas  le  plus  simple  à la  p.  3a5  de  votre  Vil*  volume.  Il  convient, 

'au  surplus,  de  prévehir  qu’il  y a près  de  quatre  ans  que  j’en  ai  décou- 
,•  vert  les  solutions  ci-après.  J’étais  alors  prisonnier  de  guerre  en  Russie; 
et,  dès  mon  retour  en  France,  je  m’empressai  d’en  donner  communica- 
tion à MM.  Français  et  Servois,  auteurs  de  plusieurs  Mémoires  très-re- 
marquables, insérés  dans  les  Annules.  ' 

1°  A une  section  conique  tlonnce  et  tracée  sur  un  pism,  inscrire  un  po-^ 
lyfp>nc  de  m sommets,  dont  les  côtés,  jjrolongés  s'il  le  faut,  /Missent  res-  , 

^ /Kctivement  /par  un  même  nombre  de  /joints  donnés,  placés  arbitraire- 
ment sur  ee  plan,  en  ne  faisant  usage  que  de  la  règle. 

• * i,"  A une  section  coniqtw  donnée,  et  tracée  sur  un  /Aar»,  circonscrire  ■ ' 

un  polygone  de  m côtés,  dont  les  sommets  .éap/iuient  respectivement  sur 
un  même  nombre  de  droites  /tonnées,  tracées  arbitrairement  sur  ce  pltm, 
en  faisant  usage  ib;  la  règle  seulement.  ' 

Je  réunis  les  énoncés  de  ces  deux  problèmes,  car,  encore  bien  qu’ils 
soient  d’une  nature  différente,  rien  n’est  plus  facile,  comme  l'on  sait,  que  * 
de  passer,  au  moyen  de  la  théorie  des  pélesj  de  la  solution  de  l’un  quel- 
conque à la  solution  de  l’autre,  sans  employer  autre  chose,  pour  y par- 
venir,  que  le  tracé  de  simples  lignes  droites.  Aussi  ne  m’occuperai-je  prin- 
cipalement et  presque  exclusivement,  dans  ce  qui  va  suivre,  que  de  ce 
qui  concerne,  en  particulier,  le  premier  de  ces  problèmes  où  il  s’agit 
d’inscrire  à une  section  conique  donnée  un  polygone  dont  les  cétés  passent 
respectivement  par  des  points  aussi.donnés.  ^ : 

Ce  problème,  énoncé  ainsi  d’une  manière  générale,  se  compose  essen-  - ' 
tiellement  de  deux  parties  distinctes  : l’une  appartenant  à la  Géométrie 
' de  situation,  et  l’autre  dépendant  simplement  de  la  Géométrie  ordinaire. 

Rien  n’indique,  en  effet,  dans  l'énoncé,  quel  est  l’ordre  ou  la  succession 
deà  cétée  du  polygone  inconnu,  relativement  à la  disposition  des  points 
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à rârrangémfnt  dès  eôtés  rolalife  aux  pouifs  doànésV <ii»>’iljB.a!:ira  de  ew-' 
strufrc.  pai-  -la  gèoo^trie  oixfiBâke,  de  »lfe‘  .a»rUj  , inscrit  à la 

.section  coiûqub  ddunéc.  Le  prublème  géddnil  qui*  nous  oecupc,  ainsi  par- 
ticularisé, ponrra  doue  s'éndncer  de  la  ipapié|c;suirân|ej  • . 

. ■ •«■..•.  ' '“r.'lv'.  ' 

PnuBUUtË  SpÉcuusÉ.  ^ — J-/  ntic  sct'tivi  coMif/iu!'  (hhtié^  t;l  Jècrile  tiir 

lûr inscrire  un ptifyÿctie  tic  m somnteis  ihnt  ifs prolonges  s'il 

Iç  f/tut;  pnsSerst  reSp^ctit'eMcnUt'ti  tUins'ttn  nrdrç  msigifé^jmt  mtUail  He 


E ; pul/Us  situés  atpitrairemcHt  sûr  ce  lAaitj  én  ne'Jftiséitf  ftsage  ^ue  de  l 
-.•le  dtMulerài, dû ceprolilérae  deux  solutions.' Wih;  et iViOre  eiiliéreitiui 
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'géométriques  pt'aq^  remarquables,  ce  me  seùlbljj,  j«r  jeilr  simplicité  et 
leur  généralité..’ Pan#  Ja  premiùfe,  je  cdranictîoerai‘4>ar  eiianiiner  les  «ts 
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I)8fticulier8  du  triangle i et  du*qûa(lrilatétix;/ct;  j^iudùpj^rai  ensuite  les 
■çdnstructions  à èÛbctucr  pour  ^anlçm;^  fa  stdaiiùn  du  cus-'goiléral  à 'ccllo 
dè.céé  dérnicFs(,*)^>''  . 7''  V''*- V’’’' 
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On  peut  rêmârquer,  an  surplus,  qifè  la  quesUén,  les  cas,  se 

réduit  évidemment  à .assigner  l’un  dès  Sommélé.dilF  poïy|miè  demandé, 
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attendu  que,- ce.àü^rac^  une  fois  dcferridpéi  la  salution  S’âcliôve,  avec  la 
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et  que  le  soméoet  cherché,  que  nous  appellerons  dernier  sommet,  est 
celui  do  l’afigle  dont  les  côtés  passent  rrspecûvpment  par  les  deux  points 
extrêmes et /i'"*. 

■ • ObserTons  enfin  qti'imo  corde  de  ligné  courbe,  supposée  (|puble  et  conte- 
nant deux  points  quelconques  doiini^  sur  son  plan,  peot  être  considérée 
conimé  une  âbrlu  de  imlygone  à. ‘deux  c^és  seulémerU  et  ddqt  les  côtés 
passent  rés'pcctivement  par  ees  deux  poiùts. 


• ' ,.î 


PnEMlfinR  sounON  : omoiteile.  — i^Vonr  eletir  points  donnés  p,  p'. 
Joignes  ces  deux  pointe  par  une  dn)ite,;dont-  chanine  d«s'  intersections 
avec  la  courbe  pourra  être  prise  pour  Iç  .sommotéjiercljé.  > 

2»  Pour  trois  points  donnés  p,  pi,  p*'.  InstTivoxi  v^ontè,  à la  section 
conique,  une  portion  de  polygone  de  trois  côtés,  dont  ie  premier  f/é  passe 
par  p,  le  second  hc  passe  par  p',  et  lé  trôigtènié  W/.par.  j^'.-  Trarei  la  po-^ 
laire  de  l’un  quelconque  des  denx  points  extrêmes  par  example; 
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( * ) Le*  perüoniiii»  qui  n’eut  p«»  enti-e'  le*,  ntaius.  lé  Tr^uitt^  def  Proprittét 
projectives  pourront  réco^cir  au  I"  Cahier  de  ce  .«Çfoud^  wtUinc  de»  AppU-'  ' 
cations,  pour  le  trace  de»  Qgurcs  et  le»  démon»tr«ti«n»  géo^rtriqiies,  et  au, 
I.  I"  (Cah.  lit  à Vlj  pourrie»  démoiistrittorK  aruilvtiqHeeieV  Iii»  discuanou» 
Inflispensahlcs.  Quanta  CO  qui  concornc'Ie»  prap<^;tii>uS  ridaiiTe», aiu  courl>c» 
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et  menez  par  les  deux  autres  p,  //,  une  droite  qui  viendra  couper  cette  ' 
polaire  en  7.  Menez,  par  7 et  c,  une  sécante  coupant  de  nouveau  la  •. 
courbe  en  r.  .Menez  enfin  ni,  coupant  la  polaire  en  P',  et  ra  coupant  l'au- 
tre droite  pp'<!  en  P.  Alors  traçant  PP',  chacune  des  intersections  de 
ce4tc  droite  avec,  la  courbe  |>ourra  être  prise  pour  le  sommet  cherché. 

3"  Vnttr  ifiuitn-  point.':  donnés  p,  p',  p",  p".  Ins<'rivez  à volonté,  à la 
section  conique,  une  |K)rtion  de  polygone  de  quatre  côtés,  dont  le  pre- 
mier côté  ab  passe  par  p,  le  second  bc  par  p\  le  troisième  rd  par  p", 
et  le  quatrième  de  par  //".  Menez  par  les  deux  premiers  pointe  p,  p', 
et  par  les  deux  derniers  p",  p'" , deux  droites  indéfinies  ge  cuu|>ant  ] 

en  7.  Menez,  par  7 et  c,  une  sécante  coupant  de  nouveau  la  courbe  en  r,.  ■ , 

•Menez  enfin  m,  ne,  cou|>ant  respectivement  les  droites  indéfiaics  qpp',  , 
ip'p”  en  P,  P'.  Alors  traçant  PP',  cljacune  des  rencontres  de  cotte  der- 
nière droite  avec  la  courbe  pourra  être  prise  i>our  le  sommet  cherché.  t 

4“  Pour  des  jxdnts  donnés,  an  nombre  de  plus  de  ipuiire.  Inscrivez,  à 
volonté,  a la  section  conique,  une  portion  de  polygone  d’autant  de  côtés  - ^ 
qu'il  y a de  points  donnés  et  dont  les  côtés  pa.ssent  respectivement  j>ar  ces  . * < 
points.  Soient  traités  quatre  côtés  consécutifs  quelconques  de  cette  por- 
tion de  polygone  comme  il  a été  dit  de  la  portion  de  polygone  elle-ffième, 
dans  le  cas  précédent.  On  obtiendra  ainsi  deux  points  P,  P'i  En  les  sub- 
stitiiant  à ceux  par  lesquels  passaient  les  quatre  côtés  consécutifs,  on  se 
trouvera  avoir  en  tout  deux  points  de  moins  qu’au|>ar8vant.  En  continuant 
ainsi  à diminuer  de  deux  unités  le  nombre  des  (mints  donnés,  tant  qu'ils  - 
se  trouveront  au  nombre  de  plus  de  trois,  on  arrivera  enfin  à n’avoir  plus 
que  deux  ou  trois  points,  que  l'on  traitera  comme  U a été  dit  au  premier' . 
ou  au  second  ras. 

DEUXikMK  sournoN  ; ninecTB.  — Le  nombre  des  points  ihnnés  élarU 
tpieleoniptc.  — Inscrivez  à volonté  et  successivement,  a la  section  CQpique, 
trois  portions  de  polygones  d'autant  de  côtés  qu'il  y a de  points  donnés  et 
dont  les  côtés  passent  respectivement  par  ces  pointe.  Soient  a,  a',  a’  les 
premières  extrémités  de  ces  portions  de  polygones,  et  A,  A','  A*  les  der- 
nières, respectivement.  Soient  considérés  ces  six  points  comme  les  som- 
mets d'un  hexagone  inscrit  à la  section  conique,  ayant  pour  sommets  op 
posés  a et  A,  a'  et  A',  a'  et  A";  les  trois  pointe  de  concours  de  ses  côtte 
opposés  seront,  comme  l'on  sait,  sur  la  même  droite,  et  celte  droite  cou- 
pera la  section  conique  en  deux  pointe  dont  chacun  pourra  être  pris  pour 
le  sommet  cherché. 

Quelque  incontestable  que  soit  la  supériorité  de  cette  seconde  solution 
sous  le  rapport  de  la  généralité  et  de  la  symétrie,  je  crois  cependant  de- 
voir faire  observer  que,  lorsque  les  pointe  donnés  sont  peu  nombreux, 
la  première  semble  lui  être  préférable  sous  le  rapport  de  la  simplicité,  car 
elle  exige  le  tracé  d'un  moindre  nombre  de  lignes. 

Toutes  ces  constructions  ayant  une  partie  arbitraire,  on  peut  profiter  de 
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qu’elles  présentent  d’indéterminé  pour  les  rendre  plus  simples.  Par 
exemple,  on  j)eut  faire  passer  l’un  des  côtés  extrêmes  do  la  portion  de 
polygone  par  les  deux  premiers  ou  les  deux  derniers  des  points  donnés.  Ce 
côté  comptera  alors  (>our  deux,  et  l’extrémité  de  la  portion  de  polygone 
pourra  être  indistinctement  supfiosée  à l’une  ou  à l’autre  de  ses  extré- 
mités. En  appliquant  cette  remarque  au  cas  du  triangle  dans  la  première 
solution,  on  aura  deux  manières  de  déterminer  le  point  P'  sur  la  (>o- 
laire  //.  On  pourra  donc  se  dispenser  do  construire  cette  polaire,  cl  la 
recherche  du  sommet  inconnu  se  réduira  ainsi  au  tracé  do  neuf  lignes 
droites  seulement. 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  que,  |)our  un  ordre  de  succession  quel- 
conque des  points  donnés,  le  problème  peut  avoir  deux  solutions  au  plus. 
Puis  donc  que  nous  avons  trouvé  d’ailleurs  que  ces  différents  ordres  étaient 
au  nombre  de  3., <.3. . . 1 /«  — 1),  il  s’ensuit  que  le  nombre  des  solutions 
sera  au  plus  de  i.a.3...  {ni  — 1). 

Quoique  nous  ayons  annoncé  que  nous  n’insisterions  pas  sur  le  second 
des, deux  problèmes  généraux  que  nous  nous  sommes  proposés,  à raison  do 
l’extrême  facilité  avec  laquelle  il  se  ramène  au  premier,  nous  ne  |K)uvons 
cependant  nous  refuser  au  plaisir  de  faire  connaître  une  construction  di- 
recte de  ce  problème,  tout  à fait  remarquable  par  sa  parfaite  analogie  avec 
celle  donnée  en  dernier  lieu  pour  l’autre.  La  voici  ; 

Circonscrivez  successivement  et  à volonté  à la  section  coni<|uc,  trois 
portions  de  |>olygone8  d’autant  de  sommets  qu’il  y a de  droites  données, 
et  dont  les  sommets  soient  resj>ectivemcnt  sur  ces  droites.  Soient  n,  a,  a’ 
les  premiers  côtés  de  ces  portions  de  polygone,  et  A,  A',  A’  les  derniers 
respectivement.  Soient  considérées  ces  six  droites  comme  les  côtés  d’un 
hexagone  circonscrit  à la  courbe,  ayant  pour  s»*s  côtés  opposés  n et  X, 
rt'  et  A',  etX*,.  les  trois  diagonales  joignant  les  sommets  opposés  do  cet 
hexagone  se  couperont,  comme  l’on  sait,  en  un  même  point,  et  la  (mlaire 
de  ce  point  déterminera,  par  son  intersection  avec  la  courbe,  deux  nou- 
veaux points  dont  chacun  pourra  être  pris  pour  le  point  de  contact  de  cette 
courbe  avec  le  polygone  cherché. 

Parmi  le  grand  nurobre  de  cas  particuliers  que  (leuvent  offrir  nos  deux 
problèmes  relativement  à la  aituation  des  points  ou  des  droites  donnés, 
il  en  est  deux  qui  sont  trop  remarquables,  suit  par  les  circonstances  qu’ils 
présentent,  soit  par  la  simplicité  de  la  solution  qui  leur  est  relative,  pour 
que  nous  puissions  nous  |)ermeltre  de  les  passer  sous  silence  ; ce  sont 
les  deux  suivants  ; 

I®  yé  une  section  conique  tb>nnéc,  inscrire  un  polygone  donné  de  tant 
de  sommets  qu’on  voudra,  dont  les  côtés  liassent  par  un  même  nombre  de 
points  donnés,  situés  sur  une  même  ligne  droite,  en  faisant  usage  de  la 
règle  seule? 

a*  A une  section  conique  donnée,  circonscrire  un  polygone  de  tant  de 
côtés  qu'on  voiulra,  dont  les  sommets  s’appuient  sur  un  égal  nombre  de 
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..  dmircs  donnces,  ct>nrtHnaiit  en  un  meme  point,  en  fnisant-  niissi  usage 
de  ia  JVj^e  seulement  ? 


> SoLifioN  dit"  pkEJiiEn'oE  ces  PROBLÈMES.,  — Itisorivez , à volonté,  à 
la  courbe  proposée,  iin«  portién -de  polyifono  dont' les  cdlés  passent  res- 
[leclLvetnenl  jijr  les  points  donnés.-  Le  nombre  de  ces  poinls  pourra  être 
pair  on  imp.vir.;  . . ' • 

Le  nombre  dés  points  donnés  étant  pair,  si  le, polygone  ne  se  referme 
pas" de  lui-mème,  le  problème- ne  iwurra  iias’être  ré^lu4  et«i,  au  con- 
traire, il  so  referme  de  hti-mème,  tout  autre  ae  refermera  égaleajent;» 
et,  conséquemment,  le  problème  sera  susceptible  d’un  nombre  indétini  dc>^ 
solutions.  . ' ;• 

• Le  nombre  des  points  donnés  étant' impair,  ia  corde  qui  joindra  les 
deux  extrémités  de  la  (mrtionde  polygone  ira  couper  la  droite  unique  qui 
contient  les  points  donnés  en  un  point  dont  la  polaire,  par  son  interseCT  ‘ 
tion  avec  la  courbe,  déterminera  deux  points  dont  cbactui  p'ourra  être  pris-' 
• pour  le  dernier  sommet  du  polygone  demandé.  ' ■ 


SournoîVDu  second  problème.  — Circonscrivez,  à volonté,  à la  courbe, 
une  portion  de-  polygone  dont  les  sommets  s'appuient  respectivement 
sur  les  droites  données.  Le  nombre  de  ces  droites  pourra. 'selon  les  cas, 

' être  pair  ou  impair.  ' >■'  ' ' 

Le  nombre  des  droites  données  étant  pair,  si  les  denx  côtés  'extrêmes  , 
de  la  portion  de  polygone  .ne  se  confondent  pas  en  un  seul,  le  problème 
ne  pourra  être  résolu  j ét  si,  au  .contraire,  ils  co’incideni  de  manière  à 
former  un  polygone  fermé-,  co  polygone  et  tous  les  autres  q’u’on  pourra' 
construire  sous  les  mêmes  conditions  que  celui-Iè,  résoudront  le,problème, 
qui  ainsi  aura  une.infinité  de  solutions. 

■Le  nombre  des  droites  données  étant  impair;  la  droite  qui  joindra  le 
point  de  concours  des  côtés  extrêmes  de  la  portion  de  polygone  avec  le- 
point  de  concours  des  droites  données  coujtera  la  section  conique  en  deux 
points,  dont  chacun  pourra  être  pris  pour  le  jHÙnt.de  contact  de  cette 
courbe  avec  le  dernier  côté  du  polygone  cherché. 

Toutes  les  constructions  précédemment  indiquées  sont  principalement 
déduites  de  deux  théorèmes  généraux  dont  nous  nous  bornerons,  pour 
le  présent,  à faire  connaître  l'énoncé.  ' , . 


Théorème  1.  — Un  polygone  f/nelcompic  étant  inscrit  à,  une  section- 
conique,  si  ton  vient  à te  fnirr  euirier  de  toutes  les  manières  possibles, 
.de  façon  cependant  qu'il  ne  cesse  pus  eCétre  inscrit  à la  courbe,  et  que 
tons  ses  côtés,  un  seul  e.rcepté,  /Missent  constamment  par  des  pôles  fices  i 
le  côté  libre  restera,  dans  .son  mouvement , />arrillrmen(  tangent  à une 
antre  section  conh/ue  touchant  la  /ircmière  en  deux  /xnnts. 

Dans  le  cas  /tarticulier  où  tous  tes  />6tes  fixes  seront  sHués  sur  une 
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même  ligiu:  .ilroUi'  cl  au  iiiSmbrc  hufurir,  le  rôle  libre  tiiut-ncni  ’cunstcun-  ~- 
mcnl  autour  d'un  puiut  fixe,  iiluc  tur  celte  druile.  ' , 

TiiÉonkME  II.  — Un  fiolrgnne  quelconque  étant  hrconscrii  à une  sec.-  . 
. tinn  conique^  si  l’on  vient  fr  h faire  varier  de  toutes  les  manières  pos- 
.fiblesj  de  sorte  cependant  qu’il  ne  cesse,  pas  d’être  dironscrit  à la 
cfUirbe,  et  (pie  tous  ses  sônnncts,  un  seul  excepté,  s’appuient  cohstananent 
sardes  droites  fixes;  le  sommet  libre  décrira,  dans  .son-  mouvement,  urw 
autre  section  conique  touclumt  lu  première  en  deux  points.  ^ 

Dans  le  cas  particulier  où  toutes  les  direetnees,  ivncoimnd  en  un  nmme 
point,  sont  en  nombre  impair  ',  le  sommet  libre  décrit  une  ligne  droite  qui 
- concourt  aussi  en  ci  jioint,  ' , ' 

■Je  à Tau tro  exemple  qiie  j’ai  promis,  au  commcncemenl  dc  cette' 
lettre,  en  faveur  de  la  Géométrie  pure, 

■ Problème.  — Une  settion  conique  étt^  tracée  sur  un  pbin,  et  deux 
points  étant-  donnés  arbitrairement  sur  ce  plan,  le  premier  sur  te  jséri- 
tnètre^de  la  courbe  et  le  second  quelconque;  déterminer  autant  de  points  , 
qiéon  Voudra  tFutw  autre  .tecHon  conique  qui,  passant  par  les.deux  fsoints 
rlontiés,  ait,  au  premier  de  ce.t  //oints,  un  contact  du  troisième  ortlre  avec 
la  première,  en  faisant  usage  de  bi  ri^glc  sçidemcnt. 

Solution,  — Soit  P le  fwint'donné  sur, le  [)érirôètre  de  la  courbe,  61  ' 
soit  A l’autre  point  quelcorupie.  ‘ • ' ..  . 

Soit  menée  en.  P,  à la  section  conique  donnée,  une  tangente  indéfinie.  . 
Soit  menée  fussi  la  sécante  PA.  coupant  de  nouveau  la  courbe  en  Q.  Par, 
un  autre  point  quelconque  R de  celle  courbe  et  par  le  point  Q,  tracez, 
une  Sécante  rencontrant  tm  S la  tan.-'ento  en  P.  Menez  enfin  PR  et  SA, 
ces  deux  droites  concourront  en  un  point  M,  qui  appartiendra  à la  courbe 
^ cherchée.  En  variant  donc  la  position  du  point  R sur  lu  courbe  donnée,  on-  ‘ 
obtiendra  tant  de  |X)ints  M qu'on  voudra  de  la  courbe  inconnue. 

Si  le  point  A était  infiniment  éloigné,  auquel  cas  rosculatrice  deman- 
dée devrait  être  une  parabole  ou  ime  hypcrtwle.  la  même,  construction 
subsisterait  encore,  mais  alors  elle  no  pourrait  plus  s’exécuter  avec  la 
règle  seulement. 

Si,  à la  place  du  point  A,  on  se  donnait  une  tangente  à l’osculatrice 
demandée,  la  construction,  un  peu  diiïércnte  dans  sa  première  partie,  ne 
' perdrait  rien  d’ailleurs  de  sa  simplicité.  Il  ne  serait  pas  difficile,  au  sur- 
pias,  de  déduire  de  la  précédente  construction  toute  la  théorie  des  oscu- 
lations des  sections  coniques  entre  elles , mai.s  oe  n'est  point  ici  le  lieu. 

. ••  Je  crois,"  Monsienr,  ces  exemples  suffisants  pour  l’objet  que  j'a\'ais  en 
•.  vue.  Mais,  pour  fixer  l’attention  d’une  manière  plus  particulière  encore, 
je  crois  devoir  faire  observer  que  les  problèmes  qui  viennent  d’étre  résolus 
ne  sont  peut-être  pas  les  plus  dilficiles  de  ceux  que  je  suis  parv  enu  à traiter  • 
par  la  Géométrie  sans  le  secours  du  calcul  algébrique.  Entre  les  divers 
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ftxpmpleâ  que  j’en  pourrais  citer,  je  me  bornerai  aux  deux  suivants  qui, 
à raison  de  Tinlérèt  qu’ils  présentent,  semblent  se  recommander  d’une 
manière  plus  S|>écialc. 

i“  Deux  ücctinns  coniques  étant  tracées  sur  tui  même  plan,  construire 
un  polygone  tic  tant  tic  céfés  qu'on  vourira,  qui  soit  à la  fois  inscrit  à 
l'une  d'et/es  et  circonscrit  n l'niitre,  en  ne  faisant  usage  que  de  la  règle? 

a’  Èn  un  point  donné  d'une  courbe  géométrique  quelconque  tracée 
\ur  un  jdnn,  mener  um>  tangente  à celte  courbe,  en  ne  faisnnt  usage 
pareillement  que  tfune  simple  règle  ? 

J'ai  peine  à me  jicrsuader  que  la  Géométrie  analytique  puisse  parvenir 
à des  constructions  générales  à In  fois  plus  symétriques  et  plus  élégantes 
que  celles  qui  précédent,  à raison  du  grand  nombre  des  données  qui  doi- 
vent simultanément  concourir  à la  détermination  des  inconnues.  Toute- 
fois, Monsieur,  après  les  exemples  que  vous  avez  offerts  aux  articles  déji 
cités  des  Annales,  il  est  peut-être  prudent  de  ne  rien  préjuger  sur  ce 
point.  C’est  la  faute  ipie  j’avais  moi-même  commise  avant  de  connaître 
vos  solutions,  et  cela  prouve  do  nouveau  qu'on'  ne  doit  jamais  se  bèter 
.d’imputer  à l’Analyse  d(*s  imperfections  qui  souvent  sont  uniquement  le 
fait  de  ceux  qui  ne  savent  point  en  faire  un  usage  convenable  (*). 


. 111. 

soLimoKs  ne  problëhbs  de  géométrie  (**  ),  sriviEs  u’l'xe  théorie  des  ' 

POUIRES  RÉCIPROQUES  KT  DE  HÉFEEXIOFIS  SUR  l’É1.IMI!«AT10N.  . , . ' 
^ (t.  VIII  des  AhnaUsj  janvier  iBiS.)  , 

' * Quel  est  le  lieu  du  sommet  d'tm  twgle  mobile,  de  grandeur  invariable,  . 
’ fK'rpétuellemcnt  viramsvrit  à une  section  conitfuc  ? Quelle  est  la  courbe 


/ y 


(*)  Jo  supprime  ici  lea  rèfUjcions  que  TaKiclc  précédent  de  philosophie  a'  * 
ituggéréoa  a M.  Gerguniic,  et  dans  lesquellos,  pour  établir  la  sapérioritc  des  mé* 
thodes  algébriques  sur  celles  de  la  Géométrie  ptiro,  il  rappelait  ses  élégaiilea 
solution^  des  problèmes  relatifs  aux  cercles  et  aux  sphères  tangents  M d'autres- 
donnés  à volonté  sur  un  plan  ou  dans  l'espace.  Mais,  outre  que  res  soliitiona 
avaient  été  précédées  par  d'autres  purc*ment  géométriques  qui,  sauf  le  manque 
de  généralité,  nVtaient  point  dénuées  d’un  certain  mérite,  le  savant  rédae-  * 
leur  des  dnnaUs  aiirait  dû  ne  pas  oublier  qim  le  succès  de  ses  méthodes  trigo*  . 
iiométriques  est  principalement  dû  à l'heureux  mélange  qu'il  a su  faire  des 
considérations  géométriques  avec  celles  de  l'Analyse  algébrique.  Mui-mème,  je 
dois  le  roconnaftre,  j’ai  eu  le  tort  grave  de  ne  pas  déclarer  que  j'avais  mis  en 
usage  la  méthode  des  coordonnées  de  Di^scartes,  |>our  établir  les  bases  pre- 
mières des  théories  et  solutions  géométriques  énuméK^es  dans  le  précédent 
Article,  comme  on  t>out  t'en  ossnrer  a la  lecture  du  t.  1^'.  de  ces  dppb'cationf, 

(**)  Os  deux  (iroblèmes  avaient  été  propoaés  à la  p.  36  du  mémo  ^'oliime 
«li^  Jnmdes,  Cahier  d'août  1817;  j'at  saisi  la  circonstance  toute  naturelle  de 


1 • 


KXTRAITS  DES  ANNALES  DE  MONTPELUER.  '477  ' 

rmi-h>}>iic  de  4/  conic  de  emitiirl , wiriuble  de  gmiulcnr,  île  cet  imgie.  ^ ^ 

mobile  ? 

O problémo,  comme  on  le  voit  par  l’énoncé,  se  partage  en  deux  autres  ■ ' ' 

tros-<listincls,  et  (|u’il  convient  de  traiter  séparément  ; je  commencerai  ^ 
par  le  premier,  qui  parait  le  plus  facile,  c'est-à-dire  par  celui  où  il  s'agit  df,  < r 
trouver  le  lieu  du  sommet  de  l'angle  mobile  el  invariable  de  grandeur,'  ■.  ; 
constamment  circonscrit  à une  section  conique.  . • . * 

I.  Supjiosons,  afin  d’embrasser  tous  les  cas,  que  la  courbe  donnée  soit  . ' 
rapportée  à l'un  de  ses  sommets  comme  origine;  les  axete  des.  x el  des  / . * 

SC  confondant,  l'un  avec  l’axe  principal,  l’autre  avec  la  tangente  à son  ' • 
extrémité.  L’équation  sera,  comme. on  sait,'  do  cetto  forme  : ' ‘ • 

(l)  ■ .=  ./.r’-Éy/.r  — U.  _ _ ! • i 

.Appelons  5t,  ^ les  co'ordonnées  variables  du  sommet  de  l'angle  constant’  . • 
circonscrit  à la  courbe;  désignons  i>ar  ///,  /«'  les  tangentes  tabulaires  des,  < »,  ■ 

. angles  que  forment,  avec  l’axe  des  x,  les  deux  côtés  de  cet  angle,  el  soit-  • . , ' 

enfin  /■  la  tangente  tabulaire  de  l’angle  donné  que  doivent  faire  res  (leux 
ailés  l’un  avec  l'autre,  nous  aurons,,  d’après  l’énoncé  du  problème,  celle  . ■ ' 
première  (Quation  de  condition.:.  1,  •;  ..L  '.  --  iV  . 

f ..  • . ’ 

...  • m — ni'  ' • , , , 

(a)  > — ou  /«  = A (i ).  c.  • 

' ' I -h  tnm  ' ' . ■ . - •»  . > 


Parmi  les  divers  moyens  de  foire  trouver  /«,  m'  en  fonction  des  coor- 
données  a,  p,  il  n’en  est  point  de  plus  simple  que  celui  employé  par  M. Le-  '*■ 
françois,  à la  p.  io5  d('  son  £sini  de  Géométrie  imidytiiiue.  Nous  le  ra|K  > , 
pelletons  ici  en  peu  de  mots,  en  l’appliqiiant  au  cas  qui  nous  occupe.  ^ ’j  , 

Qu'on  imagine  une  droite  quelconque  passant-par  le  point  (a,  et  ■ ' 

'ayant  par  conséquent  une  équation  de  celte  forme  ; , • • .1  ■■  ■■ 

■ (3)  ';.  /— f>=T/«(.r-T-aj,  ■ • ' ,v  ‘ 

elle  rencontrera,  en  général,  ta  section  conique  en  deux  points , dont  on 
obtiendra  tes  abscisses  en  combinant  son  équation  (3)  avec  l’équation  ( rj  ' t ^ 

^ . t 


’K'ur  üoliitioii,  pour  uliteinr  pUi9  nist'meiit  du  rodaelciir  lu  rtire  faveur, do  faîrc  *' 
iiopritner  un  eatroit  des  recherches,  qui" nravalent  dtSi  lors  occupé,  »ur  la 
théork’  </e<  yotair^s  rccîprixfttes , et  <loiit,  plus  tard,  M.  (icrgoniio  el  d’^iitre.s 
ont  su  habiloment  tinir  un  si  a>anlaçeiix  prulU,  sans  jamais  avouer  ni  vouloir  \ 
reeoniiaftre  l'emprunt  fait  aux ‘méthodes  et  aux  idées  dit  pre^nt  Mémoire;  pro  ' • 
code  scientifique  peu  honorable  sans  doute  quand  il  est  ralcultv  volontalré,  . * 

mai»  qui,  en  lovanche,  permet,  an  dernier  survenn,  de  passer  de  aun  vivant  * * .• 


pour  un  esprit  ori('inal  et  iiiventir,  tout  en  accordant  d'ailleurs  une  scnipuleusé 
jiiAlteo  aux'  inédioerités  du  jour  el  des  tçmps  passt^j.  . / . / • . 
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(le  callc'' courbe.  En  exjirimonl  ensuiU*  que  lt>s  deux  racines  de  l'équa- 
tion é laquelle  on  sera  [imTenu  s(>nl  éeules,  on.obliciKira  une  équation 
de  condition,  qui  indiquera  évidemment  que  la  droite  en  question  est  de-. 
Venue  tangente  à la  courb'e;  él  celte  équation  étant  en  a,  6,  /«et  des 
■constantes,  donnera  précisément,  pour  l’cxpressien  algébrique  de  m,  les  ’ 
' valeurs  cherchées /n,  ;n'.  - ; • . ' „ 

' Éliminant  donc  r* entre  les  équations  (i,  3),  puis  écrivant  que, les 
deux  racines  do  là  résultante  en  x .sont  é.gales,  il  viendra,  toutes  réduc- 
tions faites,  . ■ ’ . ' ' 

nv  — — H-y:îr  O. 

En,  désignant  donc  par./u,. /»'  les  ilcux  rat^incs  de  cette  équation,  on'aura 


Bt- 


.-/ï’-f-Jïa,’ 


cetrandianl  la  seconde’  do  ces  é(]ualions  du  carré  de  la  première,  il  Vien- 
\lra,  on  extra\-ant  la  racine,-  . ' . ' • • • . -,  . .• 

' , Bs'V‘-¥A^Bl  ' ' . :■ 

..  ' • m.~-  in'  ^ . T r-n*  . * 1 ■ ' • 

. • -4--D*  ■ . ■ : ••  • 

•on.aiiraen  outre  ' ' , ' $ ' 

• . • ' ■'  ,•  4./i,a’-(-&')-d-4yîa^,8’'  ■ ■ *'  •'  ■ 

I -(-«//«  = ï — — — ija.  ' ^ ,.s. ; 

• ..  . 4{A^-hBx)  • 

■ substiüiapt  à leur  tour  ocs  valeurs  dans  l’équalioq  (a)  et  carrant,  il  vient- 

Diaprée  les  condition^  du  problème,  /•  est  tmo  quantité  constante  et 
donnée,  L’èqualion  qui  préçèdo  fournira  donc  le  système  des  valeurs  de  a 
i et  f "qui  répondent  aux  sommets  des  angles  égaux  circonscrits  à la  sec- 
tion conique,  et  sera  par  conséquent  l’équation  même  de  la  courbe  cher- 

.(*)  Je  supprime  ici  une  longue  note  etn  rédacteur  dos  Annales  dans  laquelle 
lîj^proure,  sur  l’exempUî  delVllipso,  que  réqii.itioji  ('|)  est  en  elle-même  indo- 
eomposablo  en  facteurs  du  dttgi'é.  Par  oonlre,  je  ferai  observer  que  la  courbe 
à deux  branches  distinctes,  rcpréseiit<V  par  celle  équation  et  symétrique  au- 
tour du  centre  de  la  proposée,  mériterai  une  étude  spéciale  qui  se  rattache  à 
la  théorie  des  . signes  de  posAion*  et  des  constantt's  mobiles  dont  nous  nous 
sommes  occupés  dans  la  dernière  partie  du  llf*^  Caliier.  Qu’il  mcsiiflisc  de  dire 
que  oetie  courbe,  d’uno  construction  géométrique  facUc  et  rapide,  jouit  de 
' celte  singulière  propriété  d’èlre  coupée  par  chacmie  des  tangentes  à l’eUipsé 
directrice,  en  quatre  points ’réels  et  distincts,  susceptibles  d’ètre  détermin<'s  par  . 
dus  opérations  graphiques  qui  ne  dépendent  que  du  .second  degré,  c’est-ù-dire 
4Tc  la  règle  et  du  compas.  (Otte  note -et  les  trois  précédentes  datent  de  .i863.) 
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U.  Celte  courijp  est,  rt»mme  on  te  voit,  du  quattième  <legré,  ôt  U tspi  ► ‘ . 

ai^  do  s’assurer,  par  un  simple  -déplacement  de  i'origîne  sur  J'axe  dça  .t,  Jj.  , ‘i  \ 
an  ulle  est  concéntriaue  ax-ncJn  nmiujAiW*  ■-  inaî<t  u./innî  .n#Miia  na  nni«c  '*  * 


, y _ d’oli  J'on  lire  ' ■ ' ^ '•  \*X * .*  ; 

i<  ,'t  •+••»’+  Ba  0 V;'-"-  ^ / ■•- 

•»“  *7  . ^ •,«««(  • 

• , , ; . , ‘ . . , *<.  .*•  e'.M 


d’est  l’équation  d’une  circonférence  de’ cercle, 'concentrique  à ’la  sectipn  ' ; •■'*  !'; 
conique  donnée.  En  supposant  que  soit  iiullé  dans  celte  Quation,-  au-  , ' ’ 


, • ->  - - - ..  uv>r  \aa^0  C^uawUUy’  flU*’  • ^ 

*,  7 ’<iuelras  réqualion(i)  delaseclion  conique  dohBéO  devicney-f-yîx^  o,  ' - 

• à!  'fil  rcDn'><ontp  nni>  nnr;iholA  plln  «20  r<Llnîi  à ..i..  « 1.  ■ . 


. - - . . , ,, 

, i/..  représente  une  parabole,  elle  se  réduit  à polie  forme  encore  plus  simple,  •,/ 

'•.-N  ' . ’l’  .y  » 


V 


^ 4*  — 

. ••’  l ”>* 

. c-’est  évidemment  l’équation  de  la  directriiis  naérae  de  cette  parabole.  ' ' V' , 

.’  . ■ -'  - Ti' 


* ?..  un- Mémoire  ilc  I.a]iirc,  dam  îa  volnme  de  V Académie  rtyatt  des  ‘ ! ’\'vV>’.'- 

I • . JI«V»cej,  de  Pari»,  pour  1704.  • ’v  (A<Xe  </e  1817./  .- . . 7 


■ (*")  Dan»  lo  ciui  où  A e»t  nul,  on  iaü»rail  encoroà  l’éyuatiou  (4)  en  posaiil  < 


*f  > •. . 


■;  ^ ■ a’ert  l’équation  d’nnc  circonférence  coqoentrique  avec  la  section  coniqtie, 'ayant 


^ . ^ a.a»  w»a»a.»v»»».».  i.tf wiesrit{ uv  • vcc  lü  MXJuoH  troniqiie,  orani 

i ' un  rayon  infini.  C’est  qu’alura  le»  deux  cdlé»  de  l’angle  invariable  circonscrit 


sqnt  panlHles. 

•'  I V 


» 
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4“  Si,  enfin,  sans  rien  .statuer  sur  la  valeur  de.^',  on  suppose,  comme.* 
' dans  le  cas  précédent,  que  la  courbe  donnée  soit  une  parabole;  et  que,' 
par  conséqueAl,  ^ soit  égal  à zéro,  Téqualion  générale  (4)  deviendra,'  en 
l'ordonnant, 

£{-x- 


-4>)  B' P 

— r—  a jr- 

i6 


équation  d'iiiH*  hyperixilc  (')  dont  le  grand  axe  se  confond,  pour  la  direc-^ 
tion,  avec  relui  de  la  parabole  donnée,  et  qui,  do  plus,  a l un  de  ses  foyers  . 
en  conunun  avec  celle  parabole,  comme  cela  a été  énoncé  à la  p.  i3  du  pré- 
sent volume  <les  >V««(i/c.v  (t.  VIII).  ' ' ,,  //■  -/ 

Pour  prouver  celte  ns.«erlion,  proposons-nous  de  rocbercher  les  toyers  .' 
de  riiyperbole  dont  il  s’agit.  i 

On  sait  qu’un  des  caractères  du  foyer  (l'une  section  conique,  quand  • ■■ 
elle  est  rapportée  à son  grand  axe  comme  axe  des  abs<;isfes,  est  ijue  sa  . 
distance  à un  |K>int  quelconque  de  la  courbe  est  uno  fonction  rationnelle 
et  entière  de  l’abscisse  corri'spondanle.  Nommant  dOrtc  _/|la  dislance  in» 

■ connue  do  ce  foyer  à l’origme,  on  aura,  en  faisant  attention  à l’équation»., 
ci-dessus  de  l’hyperbole,  pour  la  distance  de  ce  ywint  4 un  jwint  quel-  ••• 
conque  (a,  de  cette  même  courbe, 


. « 
I 


■ ■ »'  .* 
' * * * 


v/p4-(a 


-ZJÿ  = ^( .+  4')  ) a -4-  (.P+  ^ 

Celte  expression  ne  peut  être  rationnelle,  à moins  que  la  quantité  sous  le 
radical  ne  soit  un  egrré  parfait;  / doit  donc  être  telle,  qu’on  ait 

..  . . • 


'(.*)*  Si,  comrai»  Itt  prouva  Gi‘r(jonpo,  la  courb»»  qm*  repréwnle  l'équa--  ^ 
tiôfi  f \)  Pftl  rooUoPM»nl  <lu  degré,  oa  peut  se  demander  ce  qu*e«f  devenue  la 
aecon<lt‘  brtinche. dt\  cette  courbe,  distincte  de  l'hypérliole,  Oi‘,  À ii’enlrani  qu  ftU  • ^ 
carré  dans  le»  équations  de  Tum:  cl  Vautre  courl>e«  et  représeiitaat  la  tangente  ^ 
tabulaire  d'un  angle  constant,  il  est  évident  qu'au  point  de  vue  géométrique,  cel 
angle  p«»ut  recevoir,  dans  le  trace  de  la  jcourbe  lieu  dù  sommet  mobile,  loutea^ 
lt*s  ouvertnres  qui  coiTe»ponck*nt  on  gnieral  à .une  même  valeur,  positivu  ou 
négative  de  ki  tel  est  un  angle  aigu  donné  cl  son  soppléracnt,  olc.  pês  lort,  ; 
il  y a lieu  de  considérer  deux  angles  circonscrit»  et  distincts  comme  le  sup> 
pose  lu  première  des  notes  ci>üc6SUS|  et  par  consi^ueiit,  pour  chaque  taiu 
gerite  de  U parab^e  directrice,  quatre  sommets  d’ungles  circouscrits  dont  deux 
sur  l’hyperbole  et  deux  à Vinfini,  appartenant  à une  branche  conjugutn*  à Vhy- 
|>erbole,  doublement  rocUligoe,  elle>mêine  ù Vinlint;  oc  qui  prouve  que  tous 
les  mystères  de  la  Géométrie  analytique  ne  sont  |MÙnt  jusqu’ici  eiitiènmieiit 
éclairci».  * ’ (A'ofc</r  iSG3.) 


• * ,V'  J 


r • 

- . ' •**x-  . 


••  . • .. 
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ou,  en  développant  et  ordonnant, 

i6X’/’-,8/?('2  4-4')/-/J’(4  4-3X’)=ro,  * 

d’où  l’on  tire  pour  / ces  deux  valeurs 

. f i n . 3Æ(n-x=)  ■ . 

dont  la  première  est  évidemment  l’abscisse  du  foyer  de  la  parabole  don- 
née. Donc,  en  effet,  ce  foyer  est  aussi  un  de  ceux  de  l’iiyperbole  qui  nous  ' 

occupe. 

Pour  compléter  le  rapprochement  eptre  ces  deux  courbes,  nous  allons 
faire  voir  qu'elles  ont  une  directrice  commune,  correspondant  précisé- 
ment au  foyer  ci-dessus. 

I.a  directrice  d’une  section  conique, , répondant  à l’un  de  scs  foyers, 
n’est  autre  chose,  comme  on  le  sait  (BniA.xciiox),  que  la  polaire  même  de 
ce  foyer;  ce  caractère  la  distinguant  de  toule  autre  droite  tracée  sur  le 
plan  de  cette  courbe,  il  parait  convenable  de  la  désigner  par  l’expra-ision 
de  polaire  focale,  qui  en  rappelle  la  nature  d’une  manière  plus  complète 
et  plus  absolue  que  le  mot  commun  et  générique  de  direetrice,  ut  c’(>st  ' 
ainsi  que  nous  en  userons  dans  ce  qui  va  suivre.  Afin  de  déterminer  cette 
polaire  dans  le  cas  actuel  de  l'hyperbole  trouvée,  soient  x',  y'  les  coor- 
données d’un  point  quelconque,  considéré  comme  pèle;  l’équation  de  la 
polaire  qui  lui  correspond  sera  évidemment  (*) 

i6r7'-f-4[.^(2-l-X’)'—  x' \x  + ^ B k'']  x'  — B'  = O . 

B^ 

Si  l’on  substitue  pour  y'  e\.x'  les  valeurs  o et ■>  qui  appartiennent, 

4 

comme  nous  l’avons  vu  ci-dessus,  au  foyer  de  l’byperbole  commun  à la 
parabole  donnée,  cette  égalité  deviendra 

kx  — B = o\ 

équation  qui  appartient  précisément  à la  polaire  focale  de  la  parabole  dont 
il  s’agit;  comme  on  s’était  proposé tie  le  démontrer. 

' III.  Passons  maintenant  à la  solution  de  le  seconde  partie  du  problème 
proposé,  celle  où  il  's’agit  de  trouver  la  nature  de  la  courbe  enveloppe  do 
la  corde  de  l'angle  mobile  et  constant,  circonscrit  dans  toutes  les  posi- 
tions de  cet  angle. 


(*}  Ici,  cofMme  dans  tout  ec  qui  va  suivre,  ju  suppose  que  l'on  ait  une  con- 
naissance parfaite  de  la  Théorie  analytique  des  pûtes,  exposée  par  M.  Ccrijonne, 
à la  pape  793  du  t.  III  de  ce  Recueil.  (Mote  de  1817.) 

II.  ' . 3i 
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Je  remarque  d'abord  que  la  corde  dont  il  s’agit  n’est  autre  chose  que 
« la.  polaire  d.u  sommet  mobile  (z,  ^)i  et  que,  de  plus,  la  courbe  que  par- 
court ce  sommet  est  déjà  connue  par  ce  qui  précède  ; d’où  il  suit  que  la 
question  ,se  trouve  naturellement  ramenée  à celle-ci  : 

Le  pôle  (rime  section  conique  étant  assujetti  h parcourir  une  courbe 
Honnée,  quelle  sera  la  courbe  enveloppe  de  kl  polaire  de  ce  point,  dans 
toutes  ses  positions? 

On  trouve  facilement,  par  la  théorie  des  pôles,  que,  pour  la  courbe  (i), 
la  polaire  qui  répond  à un  point  [a,  p)  a pour  équation 

(5)  + L)x+Bx  = O. 

Dans  cette  équation,  p est  une  fonction  de  *,  en  vertu  de-I’équation  (4); 
' or,  d’après  la  théorie  des  enveloppes,  quand  une  ligne  varie  en  même 
temps  qu'un  certain  paramètre,  qui  entre  dans  son  équation, -on  obtient 
une  nouvelle  relation  appartenant  au  point  correspondant  de  l’enveloppe, 
c’est-à-dire  appartenant  au  point  où  cette  ligne  la  louche,  en  différenliant 
l’équation,  par  rapport  à ce  paramètre  comme  variable,  et  regardant 
les  coordonnées  courantes  comme  constantes.  Différeiitiant  donc  l’équa- 
tion (5)  par  rapport  à a,  et  laissant  x et  y constantes,  i|  viendra  cette 
'nouvelle  équation  * 

■x-^y+%Àx+B  = o, 


qui  servira , conjointement  avec  celle  ci-dessus  , à calculer  les  coordon- 
nées X,  y d’un  point  de  l’enveloppe,  quand  “i  P ^ seront  connus, 
dp 

On  obtiendra^la  valeur  de  èn  différentiant  l’équation  (4)  par  rap- 
port à a et  p,  ce  qui  donnera  • ■ ; < 

dp,  -xÂis-^B  4’[4^(p’-l-a’)-t-4/fa— .»>] -a.8’ 

da~  ap  ‘ MP[hA(p'‘+a.-)-\-^Bx-B^\-lB'’ 


Substiluànt  cette  valeur  dans  l’équation  trouvée  ci-dessus,  elle  deviendra 

/ {,iJx-^B)\PliiÀ[p'  + x‘)^^Bu~B^-iB?\y  ' 

(6)  )- iAp\Ak^[llA(p'‘+cs.-‘)  + liBoL-B''\~iB^\x 

{— Bp\Ak^ll|A{p'+u^)  + ^Bx-B'^-1B'\=o. 

Cettè  dernière  équation  et  l’équation  ( 5)  devant,  d’après  ce  qui  précède, 
donner  conjointement  un  point  (x,  y)  de  la  courbe  cberchée,  quand  on  y 
mettra,  pour  « et  p,  des  valeurs  qui  conviennent  à l'équation  (4  ),  il  s’en- 
suit que,  en  éliminant  a et  p' entre  ces  trois  équations,  oi^  obtiendra, 
en  X et  y,  l'éqyation  même  de  cette  courbe.  ' 

, IV.  A ne  consulter  que  le  degré  de  chacune  de  ces  équations,  on  voit 
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- que  l’équalion  finale  pourrai!  s’élever  jusqu'au  3a*  depré  ; el,  en  suppo- 
sant que  l’^iuation  linéaire  (6)  ne  Se  comporte  que  comme  une  équation 
du  i"  dettré,  ce  qui  est  assez  probable,  on  voit  que  celle  éijuation  mon- 
terait encore  au  i6*  degré.  Il  serait,  à ce  que  je  crois,  long  et  pénible 
d’eflectuer  en  toutes  lettres  cette  . élimination,  à cause  des  tiirteurs  étran- 
gers qui,  nous^le  verrons  plus  lard  pour  un  cas  particulier,  compliquent 
néces-sarrement  ^le  résultat  final  auquel  on  doit  (larvenir.  J'avoue  que 
je  n’ai  pas  eu  le  courage  de  l’entreprendre , quelle  que  fût  d’ailleurs  ma 
bonne  volonté  de  le  faire. 

. Cependant,  comme  c’est  une  question  fort  intéressante  en  elle-même, 
que  celle  de  trouver,  en  général,  quel  est  le  degré  do  la  courbe  sur  la-  « 
qublle  roule  la  polaire  d’une  section- conique, 'quand  le  pèle  parcourt  une 
cOiirbe  do. degré  donné,  et  réciproquement,  j’ai  été  entraîné  à faire  les  •• 
recherches  suivantes,  qui.  jo  l’espère,  pourront  dédommager  en  partie 
le  lecteur  de  l'attention  qu’il  aura  bien  .voulu  accorder  à rébimcKo  infruc- 
tueuse qnejo  viens  de  lui  offrir.  ” • 

TJiéorie  <les  /joiaires  réri/jroifuea . . , 

»* 

V.  Avant  d^entrer  en  matière,  j’exposerai,  pour  l’intelligence  de  ce  qui 
va  suivre,  Ce  théorème  général,  qui  résume  en  lui-méihe  toute  la  théorie 
des  pôles  et  polaires:  ' ' < ’ 

Si  un  certain  point  est  situé  sur  une  ligne  droite  tracée  dans  le  plan 
d’une  section  conir/uc,  sa  polaire  passera  par  le  pôle  de  cette  droite. 

Soit  a le  pôle  d'une  certaine  drqite,  assujetti  à parcourir  fine  courbe 
quelconque  tracée  hur  le  plan  de  la  section  conique  qui  sert  de  directrice 
ou  ô'intermciiinire  ; si  l’on,  suppose  qoe  ce  pôle  a se  déplace  infiniment 
peu  de  sa  position  primitive  sur  la  courbe  parcourue,  c’est-à-dire  sur. 

^ celle  qu’il  est  as.sujel,ti  à décrire,  il  n’aura  pas  quitté  la  tangente  au  point 
correspondant  de  cette  courbe;  d’un  autre  c^té,  sa  polaire,  d’après  le 
théorème  qui  précède,  n’aura  pas'quilté  non  plus  un  certain  point  fixe, 
qui  est  le  pôle  même  de  la.  tangente  en  question.  Or,  ce  point  est  précisé- 
ment celui  où  la  polaire  de  a touche  la  courbe  enceloppe,  puisqu’il  est,  '- 
par  hypothè^,  le  point  d’intersèctipn  de  deux  tangenlçs  consécutives  de 
celte  courbe;  donc,  de  même  que  chaque  point  de  la  courbe  parcourue 
(>ar  le  point'2  peut  être  considéré  comme  le  pôle  d’une  certaine  tangente 
de  l’envèloppe;  pareillement,  chaque  point  de  celte  dernière  peut,  à son 
téur,  être  considéré  comme  le  pôle  d’une  certaine  tangente  à la  courbe 
parcourue  par  le  point  a.  • ’ 

Il  résulte  de  là  que  les  deux  courbes  dont  il  s’agit  jouissent  de  proprié- 
tés réciproques,  à l’égard  de  la  section  conique  qui'  leur  sert  d’intermé- 
diaire ou  de  directrice  commune  ; c'est-à-dire  que  la  courbe  des  points  a 
l>eut  être  considérée  à son  tour,  comme  enveloppe  commune  des  polaires 
des  divers  points  de  l’autre,  el  vire  versa;  on  peut  donc  appeler  l’une  de  ' 

, " 3i . ■ 
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ces  courbes  la  réciproque  de  l’autre;  et,- comme  chacune  d’elles  f)Culêtre 
considérée  comme  le  lieu  des  pèles  des  éléments  de  sa  réciproque,  on 
peut,  pour  plus  de  précision  encore,  l’appeler  sa  /MUùre  réciproque.  Celte 
dénomination  permet  d'exprimer  ainsi,  d'une  manière  très-ab'régée,  les 
conséquences  de?  remarques  qui  précèdent  : 

La  polaire  réciproque  ifiinc  courbe  donnée  sur  le  plan  d’une  section 
conique,  est  à ta  fois  le  lieu  des  pôles  de  toutes  les  tangentes  à cette 
première  courbe,  et  V enveloppe  de  l’espace  fxircouru  par  les  fiolaires  des 
points  de  cette  même  courbe.  • , _ 

En  langage  ordinaire.  Celle  proposition  s’exprimerait  ainsi  ; , ' ' 

Une  courbe  quelconque  étant  donnée  sur  le  plan  d*uhe  Section  conique, 
celle  sur  laquelle  roule,  dans  son  mouvement , la  corde  de  contact'  de 
l’angle  mobile  et  variable  circonsérit  à cette  section  cohique  dont  le  som- 
met parcourt  constamment  la  courbe  donnée,  est  aussi  celle  que  devrùit 
décrire  le  sonimét  d’un  autre  angle  mobile  et  variable,  circonscrit  à la- 
section  conique,  pour  que  l’enveloppe  de  l’espace  parcouru  par  sa  corde  \ 
de  contact  fit  la  première  courbe  e.llc-mvme. 

y\.  Supposons  actuellement,  afin  de  reconnaître  quel  est  île  degré  de 
la  polaire  réciproque  d'une  courbe  donnée,  que  l'on  trace  arbitrairement 
dans  son  plan  une  ligne  droite  quelconque  ; celte  droite  la  rencontrera, 
en  général,  comme  l’on  sait,  on  autant  de  points  que  son  degré  renfer- 
mera d’unités.  Or,  d’après  ce  qui  précède,  chacun  de  ces  points  est  le 
pèle  d'une  certaihe  tangente  à la  courbe  donnée;  et,  |iar  la  théorie  des 
pèles  (V),  cette  tangente  passe  nécessairement  par  le  pôle  de  la  droite 
arbitraire;  donc  celle  dernière  rencontrera  la  polaire  réciproque  en  au- 
tant de  points  que,  par  son  pôle,  on  pourra  mener  de  tangentes  à la  courbe 
donnée.  La  question  se  trouve  ainsi  ramenée  à celle-ci  : 

VII.  Combien,  tPun  point  arbitrairement  donné,  sur  le  plan  d’une 
courbe  quelconque,  peut-on.  mener  de  tangentes  à cette  courbe? 

•Dans  le  cas  où  la  courbe  est  transcendante,  on  sait  qu’en  général  on 
peut  lui  mener,  d’un  point  donné,  une  infinité  de  tangentes  réelles  ou 
imaginaires;  donc,  la  polaire  réciproque  qui  lui  correspond  sera  suscep- 
tible d’ètre  coupée  ÿn  un  pareil  nombre  de  points  réels  ou  imaginaires, 
par  une” droite  arbitrairement  tracée  dans  son  plan  (VI),  çt  sera  par  con- 
.séquent  transcendante  elle-même  comme  la  proposée  ; mais  ce  n’csl  pas 
là  le  cas  qui  npus  intéresse.  Passons  donc  à adui  où'  la  courbe  pro- 
posée est  purement  algébrique. 

Dans  CO  cas,  en  désignant  (>ar  m le  degré  de  la  courbe  dont  il  s’agit,  le 
nombre  des  tangentes  possibles,  parlant  d’un  même  point,  sera  fini;  et, 
suivant  Waring  (*),-  il  ne  saurait  surpasser  le  carré  do  m.  Mais  nous 
allons  faire  voir  que  le  nombre  effectif  do  ces  tangentes  est,  en  général 


(•)  Miscellanea  analjrtiCa,  p.  loo. 
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et  au  plus ///(///  — i);  ce  qui  diminue  de  m le  nombre  indiqué  par  ce 
{jéomètre. 

Supf)Oï>ons,  en  cSfet,  qu’on  meUe  en  j>erspective  la  courbe  et  le  poitit 
donnes^  de  manière  que  ce  point  soit  HÎtué  à une  distance  infînie;  les  tan- 
geales,  au  lieu  de  concourir,  deviendront  alors  parallèles;  de  plus,  le 
degré  de  la  cx)urbo  n'aura  pas  varié,  non  plus  que  le  nombre  des  tangentes, 
puisque  chacune  des  tangentes  de  la  Bgnre  pr*imitive  se  trouvera  rem- 
placée par  sa  perspective.  Il  suffira  'doncile'dérnontrer  le  théorème  énoncé 
pour  le  cas  particulier  où  les  tangentes  doUenl  toutes  é^lrc  parallèles  "à 
une  mênio  (^oite  donnée?. 


Le  éoefQcient  différentiel  du  premier  ordre 


^ d’une  courbe  plane 
d*r  * 


quelconque  étant  Texpression  même  de  la  tangente  tabulaire  do  l'anglo 
que  forme,  avec  Taxe  des  .r,  la  tangente  nu  point  corresiKmdant  de  celte 
cojirbe,  il  suffira,  dans  le  cas  actuel,  d’écrire  que  celte  expression  est 
égàlc  à une  quantité  donnée  et  constante  (*];  ce  qui  fournira  une  équa- 
tion dé  comlition,  exprimant  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  coor- 
données des  points  de  contact  cherchés,  et  servira  par  conséquent,  con- 


(•)  En'pi*opo*i*n't  dans  des  note»  annexées  & cet  alinéa,  de  simplifier  davan- 
tage encore  la  de^nonstration  en  prenant  pour  axo  dos  jc  la  droite  à laquelle 
les  tangentes  doivent  Mrc  parallèles,  ce  qui  dispense  de  considérer  le  denomi- 
oat4*ur  de  Texprt^sion  algébrique  du  cocfTîcient  différentiel,  le  Rédacteur  dea 
Jnnalrs  me  paraissait  avoir  paiH'ailement  saisi  l'esprit  et  la  rigueur  géométrique 
de  Ce  mode  abréviatif  de  démonstration.  Comment  donc  se  faU-il  qu'après  s'y 
étré  assucûs  en  1H17,  pour  établir  la  vérité  du'tlieerème  ci-dessus  relatif  aux 
tangentes  à une  ooiirlio  plane  du  degré  w,  issues  düin  point  donné,* 
M.- Gergônne  ait  completernent  oublié  ou  mecannu  co  théorème  en  tKi(>,,et 
qu’il  ait  fallu  mes  averti^unents  reiu^és  et  eeux.de  Robilliér,  qui  en  reportait 
faussimient  d-'aille.urs  le  mérite  à M.  Vallès,  pour  que  l'autour  d'une  fictive 
revint  de  ses  absurdeir  prétention»  h l’encontre  d’une  théorie  assejt  lar- 
gement ébauebée  dans  le  pM*sent  Article  des  Annules  pour  que  les  conséquence» 
en  devins<>cnt  d’une  .évidence  palpable  aux  esprits  non  imbus  de  billevesées 
métaphysiques?  On  le  concevra  facileineiit  ai  l’on  réfléchit  que  le  theorèmb 
en  qui'stion  faisait  crouler  un  vaste  échafhtidage  philosophique,  enté  sur  un 
principe  tfré  liri-niéme  d'une  incomplète  annlogié,  et  dont  l’orrenr,  le  manqiKi 
de  gimcralitc  ohlig-.iieiit  l’inventeiic  à substituer  au  mol  celui  de  classe,  en 

cela  averti,  guide  par  mes  propres  crttlques  et  le,s  observations  que  contenait 
d^à  le  n"  Vlll  du  texte  ci-dqssus.  Mais  cette  tardive  ructification  de  mots  n’a 
point  nunirtie  les  prétentions  de  M.  Gci^onhc  ctife  ses  admirateurs  intéressés, 
qai  SG  gardèrent  bien  de  reconnaître  ostensiblement  mes  droits,  évidents  pour 
tout  géomètre  nourri  d*'*  doctrines  ùc  rÉcole  de  ]\jonge,  h la  priorité  de  l'i/i- 
ventioD  du  priiicqie  de  rédprorité  polaire,  du  moins  quant  aux  propriétés 
descriptives  ou  de  situation  des  figures,  les  seules  dont  M.  Gei^onne  et  ses 
adeptes  se  fussent  ocrupos^  .le  n’av'ais  alors,  il  est  vrai/  rien  publié  de  hiefx 
explicite  sur  la  dnalité  des  reloflons  métriques  projective*,  {Soft  de 
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jointeoicnl  avec  celle  de  la  courbe  donnée,  à déterminer  tous- ces  points 
de  contact.  Or,  l’expression  du  coefficient  différentiel  d’une  courbe  du 
de^ré  m est  une  fonction  dont  le  oumérateur  et  le  dénonoinateur  no  sont 
évidemment  que  du  degré  /n  — i ; donc  l’équation  de  condition  dont  il 
s’agit  sera  elle-même  du  degré  /«— i,  et-  l’élimination  do  x Ou  de  y, 
entre  elle  et  la  pro|H)sée,  du  degré  m,  conduu^  à une  équation  finale  qui 
s’élèvera,  tout  au  plus,  au  degré  /7i(;n’— ij,  comme  cela  résulte  des 
théories  connues.  Donc,  finalement,  'Oii  ne  saurait  mener  à une  courbe 
di‘  degré  m plus  do  /«(/;;— t)  tangentes  par  un  iHÛat  quelconque 'de 
son  plan. 

Dans  la  démonstration  qui  précède,  nous  n'avons  fait  usage  des  consi'- 
dérations  do  la  perspective  que  (tour  abréger  ; il  ne  serait  pas  difficile  do 
démontrer  lo  principe  établi,  d'une  manière  directe  et  tout  à fait  algé- 
brique; mais  cela  nous  aurait  entraîné  dans  quelques  calculs  que,  bien 
qu’ils  soient  fort  simples,  nous  avons  préféré  épurgoer  au  lecteur. 

VIII.  L’éqngtion  do  conditioo  dont  il  a été  question  ci-dcs,sus,  étant  en 
général  du  degré  m ~ i entre  les  coordonnées  x et  r des  points  de  con- 
tact, représente  évidemment  une,  rnurbe  de  ce  degn‘  qui  coupe  aux 
nieiiie.i  /xMix  ht  courbe,  pm/m.xér.  Si,  ]iar  exemple,  eclle-ci. est  une  co- 
nique, on  aura  m— 1 = 1 ; d’uùil  suit  que  les  points  de  contact.'  au 
nombre  de  deux  seulement,  se  trouveront  sur  une  cwtaine  droite,  qui 
sera  évidemment  la  polaire  du  [loint  de  (k'part  des  tangentes.  SI  la  courbe 
donnée  était  du  troisième  degré,  le  nombre  des  jwints  do  coittact  serait 
six,  et  la  courbe  qui  couperait  la  proposée  en  ces  points  serait  une  sec- 
hon  coni(]iK'.  Ces  deux  qoiirbes,  la  prbposée  et  colle  qui  la  coupe  suivant 
k*s  points  de  contact  des  tangentes  issues  d'un  même  point,  jouissent  en 
général  de  propriétés  nombreuses  et  remarquables  ; mais  ce  serait  sortir 
du  sujet  qui  nous  occupe  que  do  les  faire  connaître  ici  (*). 

* * ■ ,*’•**• 

IX.  -Nous  venons  do  voir  que,  d’un  point  pris  à- volonté  sur  Je  |>lan 
d’une  courbe  géométrique  du  degré  ,in,  bn  ne  peut'  mener  plus  de 


(*)  Ceci  .80  rapporte  aux  UiéMrirs  {'êorDotric^-aDalyliquos  (fui  U'rininont 
le  111*  Cahier  do  ce  volome  (p.  i49  et  suiv.),  redi(*o  (!aD«  l'hiver  de  iKi  j à iH^G. 
C(«  m6mt‘s  lht‘ori(*8  ont  él«  repriHcs.  et  devolu|)piH.'«  avec  «accès,  en  par 

bybUlu‘r,  esprit  iriU'l)i|feiit  et  singulièrement  actif,  déjà  oUe  dans  le  premier 
vaIiiioo  de  ces  j4pftieatîtms^  èt  qni|  n{>M'8  avoir  épousé  le»  klét^s  de  M.^CWr- 
^uone,  voulut'inen  eiiliii  reconnaître  sa  propre*  injustice  à m(»Q  egard,  dans  une, 
eorres|K»udauce  et  d(*s  redations  particiiUvres  datant  de  iH-jH  à époque, 

uù  U lia  irimo  amitié  sincère  avt*c  moi  par  rinU*rnu*diaire  de  M.  Bardin^ 
professtHir  à rÉculu  rt^giinentuire  d'iirlillerie  de  Metz,  et  bien  au  lait  de  mes 
siUcieiLs  travaux  de  G«*oiiietrie.  Certainement,  lu  réciprovitr  pofiùrr  #t<rautr(*s 
grutids  princi|>es  do  Gi^ometrie, découverts  di*»  avant  et  duut  ou  n (k*duil, 
saus  prononcer  tnnu  nom,  tant  de  llieoréinotr  et  de  curullaircs  evidculs,  mais 
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ni{in  — i)  tangentes  à celte  coorbe ; donc  (VT)  la  (wlaire  réciproque 
d'une  courbe  donnée,  de  degré  «1,  ne  |x)urra  être  rencontrée,  à son  tour, 
ed  plus  de  /n  (hi  — 1 ) points,  |>ar  une  droite  quelconque,  tracée  arbilrai- 
rémenl  sur  son  plan;  et  lut  sera  par  conséiiuent,  en  général,  le  degré  de  , 
celle  même  courbe. 

Prenons  pour  exemple  parliculi«‘r  le  problème  qui  fait  le  sujet  de  cet 
article.  Nous  avons,  vu  (I)  que  le  sommet  mobile  de  l’angle  constant, 
perpétuelleraent  drconscrit  à une  st*ction  conique  donnée,  parcourait, 
dans  toutes  ses  (Mitions,  une  courbe  du  quatrième  degré;  donc,  dans  ce 
ca^^  le  degré  de  la  courbe  envelop|)e  de  l’espace  (larcouru  par  la  corde 
.de  contact  ne  jurait  être  au  [dus  que  4(4  — >)—>'■*  : ce  degré  [>i)urra  , 
d'ailleurs  être  moindre,  attendu  que  la  courbe  (tarcourue  |)ar  le  sommet 
de  l'angle  n’est  pàs  la  plus  générale  do  son  degré  ; mais,  vu  la  eonqdi- 
cation  dâ  éliminations  à offecluer  (IV),  c'est  déjà  quelque  chose  que 
d’avoir  prouvé  que  la  courbe  envelo|)()c  ne  saurait  être  d'un  degré  plus 
élevé  encore.  * 

_<}uoiquc  la^  réciprw|uo  d'une  courbe  donnée  soit  en  général  du  degré' 
m{m  — i).,  quand  le  degré  de  celle-cf  est  ni,  on  ne  («ut  cependant  lui  , 
mener,  d'un'point  pris  arbitrairement  sur  son  plan,  que  ni  tangentes  au 
(dus;,  bien  qu'jl  semble  (VH)  que  le  nombre  des  tangentes  (lossibles, 
pour  une'  courbe  de  ce  degré,  feoit  //»(/«  -r  i )^ni{ni  — 1 ) — 1 ].  Mais  c'est . 
que  cette  cuurbe  n'(>8t  (>as  générale,  c’esl-à-dire  qu'elle,  est  d'une  cs()èce 
particulière  (larmi  toutes  celles  du  même  degré,  cl  qu’une  courbe  du  de-  . 
gré  ni  a'a  pas  toujours  et  nécessairement  iii(ni~  t)  tangentes  possibles 
concourant  en  un  mémo  point,  pris  à volonté  sur  son  (ilaii;  lo  parabole 
cubique,  (wr  exemple,  n’a  au  plus  que  trois  tangenli's,  soit  réelles,  soit-  • 
imaginaires,  passant  (>ar  un  point  arbitraire,  quoi(|n'uiie  cuurlio  du  troi- 
sième degré  puisse  en  gémirai  j;n  avoir  six,  cunimo  nous  L'avons  vu  ci- 
dessus.  Un  («ut  s'assurer  toulurois  que,  même  dans  re  ras  (>artirulier, 

Ta  courbe  de  contact  est  encore  une  suciion  conique,  comme  dans  le  cas  ’ . . 
général;  mais,sa  nhüire  et  sa  situation  sont  liées  à celles  de  la  ()arabule 
cubique  dé  manière  à no  cou(>er  celle-ci  qu’m  trois  (lointé  au  (dus.  • 


etrangrraiu  luJt  {;éii'’én)l  qnp  je  rHcrrhais  à atudtiiire;  certainpim'iit  r^  principes 
sont  devenus  aujourd'hui  rol>jet  d'une  iiithiitc  de  démonstrations  (>eoniotrjii|U^s 
ou  algébriques,  elegantes  et  fucili's:;  mais,  envisagés  c<mitne  point  de  départ 
d'authm  de  doctriuiMi -philosopliiques  et  de  duplication. des  vérités  connues,  ils 
ont  acquis  une  universalité  d'applicati'un  et  uiie>  portée  qire  l’on  nieéuit  én  vain,  , 
et  qui  est  entièrement  comparable'ii  celle  de  la  doctrine  dis  projections  renlrales 
ou  de  rtiomologie,  doiit  Jatiibi  et  quelqiiis  esprits  d’elite  ont  fait  comprendre 
l'iiiOuenre,  même  piuir  les  progrès  ulterieiics  du  l'Analyse,  algébrique  (àu!!  me 
dispense  de  revenir  sur  leur  extrême  importuiire,  et  répond  à bien  des  déni' 
gremeuts,  d'injusUs  dinlains,  ou  à ilis  insinuations  idiliqites,  qui,  pour  repiH|nc  ■ 
aoftielle,  ont  ctç  roriÿtna  de  tant  de  confusion,,  de  méprises  et  d'oul>lls,plns  ou  ’• 
moins  .volontaires.  (iVotec/c  i86'|.  ■ 
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X.  La  ciépendanre  intime  entre  une  courbe  donnée  et  sa  polaire  réci- 
proque est  extrêmement  remarquable,  comrhp  on  a pu  le  voir  par  Tout  ce 
qui  précède;  nous  ajouterons  déplus,  pour  compléter  Ce  capprochemqnt,  ■ 
ipie  : i"  les  [xiints  d’inilcxion  de  Tune  corrcs|»ondenl  aux  points  de  re- 
broussement de  l'autre,  cl  réci|lroquement  ; a'  les  points  situés  à l’infini 
sur  l'une  correspondent  aux  points  de  contact’  de  l’autre  avec  les  tan- 
gentes partant  du  centre  do  la  section  conique  directrice;  3"  ces'points 
de  contact  sont  précisément  les  pèles  des  asym'plotes  ^ la  première,  et 
ces  mêmes  tangentes  las  polaires  des  points  situés  à l’iiMii  où  ces  asymp- 
totes la  louchent;  4°  quand  la  proposée  a upe  ou  plusieurs  branches /w- 
rnbiiliijiies^  c’est-é-dire  une  ou  plusieurs  branches  dont  les  asymplo'les 
sont  entièrement  à l'infini,  la.  réciproque  a un  même  nombre,  de  bran- 
ches passant  par  le  centre  de  la  section  conique  directrice;  5“  celle  ré- 
ciproque est  ouverte  ou  fermée,  suivant  que  de  ce  centre  on  peut  ou  ne 
peut  pas  mener  des, tangentes  à la  courbe  dont  il  s'agit  ; et-le  nombrede 
ses  branches  infinies  est  précisément  égal  au  nombre  de.  ces  tangentes  . 
‘possibles;  G"  les  points  multiples  de  la  courbe  donnée  sont  les  pèles  des 
langontes  communes  à la  fois  à plusieurs  branches  de  la,  féciprwiue,  et 

■-précisément  à un  nombre  de  branrbes  maïqiié  par  l'ordre  do  multipli- 
cité des  points  dont  il  s’-agit.  Les  [ipints  de  contact  de  ressortes  de  tan- 
gentes sont  des  points  singuliers  Ircs-rcmarquables  dans  les  courbes,  en 
général;  «t  l’on  voit  qu’ici  re.s  points  de  conUicl  sont  les  pôles  des  tan- 
gentes aux  points  multiples  de  la  courbe  iirimil'ive;  7"  etc.  ' _ 

. Toutes  ces  .conséquences  découlent  niilurellemenl  des  n"  V cl  VI  qui 
précèdent,  et.il  me  parait  inutile  de  m’y  arrêter  davantage;  Je  lermlinerai 
ce  que  je  me  proposais  de  dire  sur  les  polaires  réciproques,  en  faisant 
eonnaiire,  au  moyen  d’un,  exemple  particulier,  aA«ez  remarquable,  le 
parti  qu’on  en  peut  tirer  pour  la  rerherche.  èu  la  démunslratiun  géomé- 
' U'ique  de  cerhnnes  affections  des  lignes  courbes,  en  général.  Voici  a>t 
e.xümplei  . , , , - 

XI.  D.  -UJC  ronrbiw  gt’omcirii/iie.t,  fiinr  <lu  fh’j’rc  m,  et  CmUre,  th  </rgré  n, 
rtimt  Jrrrrrrs  xt/r  un  menu'  ptilii,  le  /innihre  tirs  tangentes  tjui  leur  sont 
l oniiminrs  est  en  générai  et  au  plus  mil  ( m — 1 ) ( n — l )(*'). 


(^)  Qui  i|c  voit  nelli'incnl,  dans  celle  simple  et  ortiponlC  applieation,  ta  m.i: 
nit'eslalinii  d’un  ppiiieipe,  non  de  uilivers^'lle,  vague  et  indeHiiie,  mais  de 

rêéipnycifè  patutrCy  rigt>ureiis<*,  (p-nerftle  et  embrassant  l’ensemble  des  propriétés 
tlesfiriptUvs  on  r/e  c’est-à-dire  indépeirdliiili*s  de  Sniitefi  graiulenrs  .ab- 

solues et  delermiiK-es,  en  un  mot  raraclérisees  par  l’épithèle  de  proprch'vrs ; 
les  s4-iiles,  je  1«*  répété,  envisagea  par  SI.  (lergonne  et  sr’s  lervenls  disciples?  Qui 
pe  voit  eocoiv*  que  celte  doctrine  s’étr'inl  tout  .aussi  bien  an  e.aa  de  Pespaec 
<iu'a  erîbii  du  plàti,  pnisqiiQ  Monge,  proclame  devant' un  savant  auditoire, 
imiiiui'tql  |Kir  rininKM*tct  lsigraiy;e,  a iittu-seirleinenl  (leHni  eéometriqiiemeivt 
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Pour  lé  prouver,  traçons  dans  le  plan  de  ces  deux  courbés  une  section^ 
conique  quelconque,  et  regardons-la  comme  la  directrice  commune  aux  i>o- 
lairos  réciproques  qui  correspondent  aux 'deux  premières;  ces  polaires  se- 
ront (IX),  eù  général,  l’une  du  degré/n  f/w  — i),  etraulredudegré«(/J  — i); 


\Q'plan  poiairr  4*un  point,  l’/wr  poimre  ronjugne  ou  rociproquo  <1*1100  <h*oitc 
qtielcunquc  pa)*  rapport  ù nno  surPuco  dti  fM‘comI  tlogro,  mais  qu*il  a ogalo* 
ment  établi,  cette  fois  par  dea  équations  n1|'ét>riquos,  Ioü  ihéoK'ines  ndulifs, 

. iKÛt  au  crtno  du  dej;rc  /«.(w — i),  circonscrit , à. une  surface  donnée  de  dégrewf,  , 

* )Miit  â s»'coiirlK>  de  contact  situee  sur  une  surface  polaire  de  dq^re  m — i seu' 
Icment;  théorèmes  il'une  gèiieralitc  admirable,  dont  quelques  esprits  A*troi(s, 

i d’ailleurs  fort  p«'U  <)oues  du  sens  analytique,  ont  Vniueinent  conteste  la  ri{>oeur 

de  démonstration?  {.4ntuiUs  tU  MoHtpwliièr^  t.  XV,  à tljl'i*»,  y.  ^ 

.'Do  telles  objections,  si  peu  fondei's  au  point  de  vpe-de  la  pbilo^plûe  des 
sciences,  él  quelquei  .autres  inspirées  par  la  lecture  du  Rapport  de  Cauchy 
siir^ba  Thrnrie  (1rs  propnrtrs  projectii’rs  {-l'oir  VI*  otA'IK  ('ahioTs},  n’ont-fdles  , » 

* pas  ^rvi  de.  moy«Mi  tl’etéifation'et  dVncourn{(erfH?nt  à la  pcduntt'sque  mais  tar>' 

dive  jnunifiâtation  (t.  XVI  et  X.VII  dt's  ^nruifrs,  iHyO  et  (Tu  principe 

niet.tphysiqiie  de  Or  ce  principe,  en  dehors  île  lu  théorie  géométrique 

dt^s  pèles  et  polair<>s  reeÂproqiies,  ou  dés  autres  pr<vedes  do  demonstmtlén  • 
algelrriqites  imqpiiés.  depuis  18.17,  c'est-à-dire  longtemps  après  mes^démonslru* 

* titms  propres,  ce  princi|>e  cmiMitnait-il , je  le  demande  enc«)h‘,  tiulre  chose 
- qu'une' simple  induction,  tin^e  du  rapprochement  d’un  petit  nombre  de  theo- 
''  rèmps  particuliers  (larmr  lesquels  4)ii  dUtin(^uail  ceux  de  Brîatièhon,  dont  l'é- 
. honre  remarquable  était  n»streint  aux  liçun*»  hex'aijonttles  enlièrpnient  deta- 
ciîfes  <le  la  directrice  des  pèles  et  polair<*s?  I.Vxpos»*,  en  double  eolouno,  des 
applications  de  cette  diiulHe  dans  les  imdroits  cités  des  manquait  donc 

- lulalemeiit  dé  rigiteiir  pour  1rs  courbes  eti^'Ssurfai'OS  de  degr<^  quelconque;  aussi, 
d.'ins  >4}ir  et.i't  <rabstr.iction  inetaph.)sique,  avait-il  reellemeiiL  b<*soin  d'étre  rec-  . 
titié,  traduit  ei  justifie  parles  procédés  connus  /le  rAhalyseonde  la  (b*ûmetrio. 

* Mais,  &i  cette  dualité  «LmiU'iisir  et  ses  enoncis  h double  colonne  rerlamaient  ' * 
une  telle  contre-épreuve,  il  n’eii  était  luilleineut  ainsi  lU’  rrctpfoçitr  pofttire^ 
fondée  a '‘priori  sur  rintiiitimi  et  le  raisonucinent  geomotHques;  d'autant  plus 
«{lie  la  loi  d<>8  sqpics  de  position  et  le  priùci|K*  <le  coiitiûUité  sur  lesquels  la  i 
méthode  de  D«*scjirtes  repose  ineVîlaldeineriI,  conslitAieril  de  véritaliles  jtetitions 

(lu  (Trincipe  dès  qu'ou  prétend  bamih*  la  iint'mn  de  l’intini,  et  ont  eiix-mèraes, 
comme  le  lémoifîneut  inie  fèule  d’i’crits  modernes,  besoin  d’etre  jiislilies,  ou 
tout  au  moins  discutes  d'une  luduière  iogiqiie'et  SATietise.  C’est  coque  j'ai  tenté', 
dans  les  III*  et  U * ('.ahiorsde  ce  \plume,  d'une  date  atiterioure  a celle  de  1817^ 
où  j'adressai  le  prissent  Article  aux  Ànmthr^  de  Mathrmàtiffurs. 

D’après  ceja,  n’est-îl  pas  eNÎdent  que  la  prétendue  découverte  et  les  ije- 
monstrations  nnah  tiques  diverses  du  principe  de  djunlilè  données  depuis  i8'i7, 
u’ont  rien  pu  ajouter  de  bî«'1i  éssentK'l  aux  doctrines  dont  il  s'agit  ici,  et  qui  so 
trouvent  siinisamment  devélopptH's  dans  mes  piihlic.'tliotis  de  iH*.*  * et  18'» peut- 
être  trqp  Houveiit  citées,  insxîs  que  dés  discus-vlons  où  la  vérité  n’.a  point 
toujours  de.  respnetec,  ont  rendti  indislieiisables  .apres  tant  d'.innees  de  siletice 
oblige,  de  ma  part?  , • » ' *-  • 
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donc  CCS  courbes  se  couperont,  en  général,  en  mn  (/«'—  »}  (/i  — £)  'poibts. 

Ur,  chacun  de  ces  points,  en  tant  qu’i,!  appartient  à l'nne  des  réciproques; 
est  (V)  le  pèle  d’une  certaine  tsngcntp  à celle  des  courbes  données  qui 
lui  corresf)ond,  et  en  tant  qu’il  appartient  à l’autre. de  ces  mêmes' réci- 
proques, il  èst  aussi  le  pôle  d'une  certaine  tangente  à la  seconde  des 
courbes  données;  donc,  un  même  i^ôle  ne  pouvant  avoir  qu’une  seule  et  , 
unique  droite  polaire,  ce  point  d'intersection  des  deux  réciproques  sera 
précisément  le  pôle  d'une. tangente  commune  aux  deux  Courbes  propo- 
.sées.  De  plus,  il  est  visible  qu’à  sôn  tour  toute  tangente  commune  à. 
courbes  est  nécessairement  la  polaire' d'un  certain  point  commun  aiix 
deux'r^'iproqueS;  d’où  il  suit  que  le  nombre  de  res  tangentes  commünes  ' 
sera,  précisément  égal  à celui  des  poinus  dlnlbrscction  des  deux  récipro- 
ques, c’est-à-dire-  mn(in  ^ i)  {/i  \-),  comme  on  s’était  proposé  de  le.  ' 

démontrer.  ' \ ' • ' - ' - 

Quant  aux  courbes  pôlaircs  elles-mêmçs,  bien  qu'elles  soient  d’un  degré- 
'plus  élevé  que  leurs  cunespondantes,  elles  ue  sauraient  évidemment  avoir 
plus  de  mn  tangenU-s  communes,  puisque  leurs  réciproques  primitives, 
étant  respectivement  des  degrés  m et  n,  ne  sauraient  se  couper  en  plus 
do  mn  points.  ' 

Nous  pourrions  transporter  les  généralités  qui  précorlent  dans  l’es|»are, 
mais  il  sera  plus  convenable  de  descendre  de'  ces  mêmes  généralités  au 
c^  particulier  où  la  roiirbe  donnée  est  une  section  conique;  comme  la  . . 
directrice;  parce  qu’il  se  rattache  au  second  des  problèmes  qui  ont  été 
l'occasion  sinon  l'objet  principal  de  cet  article.  Nous  terminerons  par  re-  , 
cherchel",  d’une  manière  générale,  l'équation  de  la  polaire  réciproque, 
pour  Ce  oas  particulier,  tânt  parce  que  .cet  objet  n'a  point  encore  été 
rempli  d’une  raamore  purement  algébrique,  que  pour  faire  'connaître  la  _ 
cause  de  la  complication  des  équations  du  problème  général  qui  nous  a . 
occupés  dans  le  li”  lU.  . . - . ; ' ' ' ' . 

XII.  Nous  avons  vu  ci-dessus  (VJ)  que  le  degré  de  la  [lohiire  réciproque 
d’une  courbe  donnée. èst,  en  général,  égal  au  nombre  des  tangentes  que 
Ton  peut  mener  d'un  point  quelconque  à cette  dernière  ; or,  dans  le  cas 
actuel, d'une  secti'où  conique,  le  nombre  de  ceS  tangentes  est  visiblement 
rfcHjr;  et  il  n’e^l  (ws  besoin,  pour  cela,. de  recourir  à l’ârt.  VU;  donc  la 
|K>laire  rooipruque  d'une  section  conique  donnée  est  elle-même  une  autre 
conique;  ce  qu’on  peut  aussi,  ( V ) énoncer  en  cette  manière  : , 

,S/7f  pàlc  <f  une  section  conic/ue  se  meut  sans  cesser  cF apiHirtenir  à 
une  autre  sectinn  coniijur,  sa  polaire  ne  cessera  fias  non  plus  île  toucheF 
une  troisième  conUpte,  elijforente  des  deux  premières. 

Et  réciproquement,  . , 

Si  la  polaire  tFuae  section  eomiftte  se  meut  s' sans  cesser  tFctre  tnn- 
ffente  it  une  autre  section  eonitfue,  son  fiàle  ne  ifititlem  pas  non  /dus  une 
troisième  eoniijue,  di  fférente,  des  deux  preaaèrcs.,  - 
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s C«s  deux  ÜiéDrèmes  rentrent  pour  le  fond,  comme  nous  l'avons  assex 
fait  voir,  dans  une  pro|>osition  unique,  qui  ne  diflere  pas  de  celle  cité»  à 
la  p.  4<>4  de  ce  volume.  Le  raisonnement  qui  précède  en  fournit  une  dé- 
_ monstration  nouNelle,  purement  géométrique,  et  qui  me  parait  aussi  di- 
recte que  simple;  elle  s’étendrait  avec  facilité  au  cas  où  les  sections  oo- 
niqùest  seraient  remplacées  par  des  surfaces  du  second  ordre,  situées  ■ 
arbitrairement  dans  l’espace,  ce  qui  donnerait  lieu  au  beau  théorème  dé- 
montré pour  la  première  fois  par- M.  Btianebon,  à la  p.  3o8  du  XlIP  Gabier  . 
du_  Journal ^ile  f École  Pnlylechnuiue . t ' 

. XÜL  D'après  ce  qui  a été  dit  ri-dessus  (X),  la  polaire  réciproque 
d’’ané  section  conique  donnée  sera  ouverte  ou  fermée,  selon  que,  du  centre 
de  la  section  conique  directrice  on  pourra  ou  on  ne  pourra  pas  mener 
des  tangentes  à la  section  conique  donnée.Tl  suit  de  là-que  cette  polaire 
seca  une  elliiite)  une  /Hirnbolc  ou  une  hyperholr^  suivant  que  le  centrade 
. la  diréçtrice  sera  situe  au  dedans,  snr  ou  bien  en  dehors  de  la  section  co- 
niqye  donnée.  En  remarquant  en  outre,  d’après  le,  même  article^  que  les 
points  de  contact  dont  il  vient  d’étre  qgésliun  sont  précisément  les  )>éles 
dés  asymptote^  de  la  polaire  réciproque  de"  cette  même  section  conique, 
'on  "en  pourra  conclure  que  la  corde  de  contact  qui  joint  ces  deux  points 
est,’ dans  tous  les  cas  possibles,  la  polaire  même  du  centrecle  la  téci- 
prpque^i  fa  courbe  proposée. 

' De  plus,  , si  l’on  fait  attention  ( V ) que  deux  sections  coniques.éUint 
r^iprdques,  lès  points  de  l’une  sont  les  pôles  des  tangentes  de  l’autre, 
rap[wrl  à la  conique  directrice,  on  en  conclura  aussi  que  ceux  où- 
l’ime  d’elles  coupe  cette  <lern1ère  conique  indiquent  précisément  sur  cetto 
courbe,  les  points  de  contact  des  tangentes  qui  tvii  sont  communes  avec 
l’autre.  , , . 

Deux  sections  coniques  étant  données,  rien  ne  sera  plus  facile,  comme 
on  le  voit,  que  de  déterminer  les  quatre  tangentes  qui  leur  sont  com- 
munes. Il  sulTira,  en  effet,  de  regarder  l’une  d’elles  comme  la  directrice 
par  rap{)urt  à l’autre,  puis.de  chercher  sur  cette  directrice  les  points 
où  la  coupe  la  réciproque  de  la  première,  et  ces  points  seront  ceux  où 
elle  est  touchée  par  les  tangentes  en  question.  Ou  pourra  d’ailleurs  tra- 
cer la  polaire  réciproque’ dont  Li  s’agit,  soit  en  on  recherchant  ie  centre 
” et  les,  asymptotes,  s’il  -y.  adieu,  au  moyen  de  ce  qui  a été  dit  ci-dessus, 
soit  en  en  'déterminaql  cinq  |K>i|>la.  à volonté,  avec  la  règle  seule,  puis 
en  traçant  ensuite,  _èu  moych'de  \ liexiigom:  myulitjuc  de  Pascal,  la  seiv* 
liqn  çutiiqiie  qui  passe  jMir  ces  riiu|  puiuls.  ^ . ) 


Réflexions  sur  l’éliininntion^  n propos  tics  prohlèiiirs  île  ht  p.  476. 

XIV.  Nous- avons  fait  comialtre  (I)  ) les"  cas  poor  lesquels  la  <‘ourbe  par- 
rotirue  (lar  le  sorpmel  dunanjlé  mubile,  mais  confelant,-  per|'élucllcmcnl 
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l'irrunsrril  à une  section  conique  donnée,  se  niduisait  ^le-roéme  à-  une 
autre  sertion  conique.  11  résidte  de  ce  qui  précède  que,  dans  les  mêmes 
cas,  la  courl)e  enveloppe  de  l'esinico  parrmiru  par  la  corde”  de  contact  de 
l'an"le  mobile  tK>  réduira  üus.si- à une  conique.  i . 

Examinons,  en  particulier,  Je  cas  où  la  Section  cdniqua  donnée  est  une 
parabole;  nous  avons  vu  qii’alors  le  lieu  de  tous  les  sommets  est  une 
hyperbole,  dont  l'axe  prineipal  se  confond,  pour  la  direction,  avec  celui 
de  cette  parabole,,  et  ipii  a un  de  ses  foyers  et  la  polaire  focale  corCes- 
pondante  confondus  avec  ceux  de  cette  même  courbe. 

Puisque  la  courbe  paicounie  dans  le  cas  actuel  n'a  aucune  de  ses  tan- 
peiites  passant  par  le  centre  de  la  parabole  qui  lui  sert  de  directrice, 
c'qst-à-dire  ii'a  aucutie  tan"cnte  parallèle  à l’axe  de  cette  parabole,  on  tn 
conclut  de  suite  (XllI)  que  la  polaire  réciproque  com'spontfante  est  en- 
tièrcraeiit  férmée,  et  no  siurait,  par  conséipieiit,  être  qu’une  c//r/>.ïc.  Je 
dis  de  plus,  <pie  celte  ellipSc  a un  de  ses  foyers  et  la  polaire  focale- coe- 
res|>ondante  eu  commun  avec  les  deux  premières.  ' * _ ’ * 

En  olfot,  si  l'on  se  rappelle  que,  dans  une  section  conique  quelconque, 
la  droite  qui  pas-s»'  par  l'un  des  foyere  et  celle  qui  joint  1o  jiéle  de  cette, 
droite  avec  le  même  foyer,  sont  perpendicutaires  entre  elles,  quel  que  ÿri'l 
d’aillqurs.  relui  des  système  dé  ces  droites  qu’on  ail  choisi  en  particu-  ' 
-lier,  on  ponrra  en  conclure,  pourle  cas  actuel,  que,  si  d’-uii  jioint  pris,  à- 
volonté,  sur  la  polaire  focale  commune  à la  jtarabole  et  à l'iiyperfxjle 
proposées,  on  mène  à ces  courbes  quatre  tangentes,  deuA  pour  chacune, 
les  quatre. poinis'dc  contact  seront  situés,  à la*  fois,  silr  une  .seule  et 
mémo,  ligne  droite,  pas.“ant  par  lo  foyer  corrcsipondênt,  laquelle  sera  évi- 
ilemment  la  polaire  de  ce  même  point.  Cela  posé,  ap|»elons  "T  le  point  de 
la  polaire,  forale  il’où  parlent  les  tangetdcs  (*);  P,  P'  les  pdlnls  de  con- 
tact ap|iartenanl  à la  courbe  (larcourlie,  cVsl- à-dire  ù Phyperbole;  D,-D’ 
ceux  qui  a]>partièi>iienl  à la  courbe  qui  serf  do  'directrice,  c'est-à-diro  à 
la  parnMe;  F le  foyer  coiUmtin  a ces  mêmes  courbes;  enfin,  E,  ■£'  les 
points  où  la  drôile  PP'  rencontre  la  çourbo  cnvelop|»e,  c'est-à-dire  l’el- 
lipse. Il  ne -sera  pas  diflieilede  voir  (^\',  VI)  que  lo  point  E de  l'cnvèloppe 
est  Je  t>élc  de  lu  tanyonie  TP  à Vliyiierbole  ; cl  (lar  conséqueul,  que  le 
|X)int  P de. contact  est,  à son  tour,  le  pôle  de  la  tangente  en  E à l'enve- 
loppe ; or,  le  |Hiint  P d'une  droite  PP’  a néressrfircmèùl  pour  polaire  ( V ) , 
line  droite  (lassant  par  le  pôle  T de  la  première;  dotic  la'  tangente  au 
point  E do  l'enveloppe  pas.se  par* ce  mémo  jKiinl  T;  et,  colmne  pareijie. 
chose  jveut  se  démontrer  à l’égard  de  soi»  correspondant  E',  il  s’ensuit 
que,  par  rapport  à la  section  conique  enveloppe,  ^considérée,  éa  elle- 
méme  et  indépendamment  des  deux'  autres,  'le  point  F est  précisément 
le  (tôle  delà  droite  qui  sert  de  polaire  focale  commiinc  à celles-er.  . 
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Mainicnant,  si  l’on  se  reporte  i l'observatioD  d'où  Hon-  est  parti  dans 
le  raisomienu^nt  qui  précède,  on  pourra  on  conclure  que^  relativement  à 
la  section  conique  enveloppe,  le  point  F est  tel,  que  la  droite,  EE'  qui'passe 
par  ce  point,  et  celle  TF  qui  joint  le  pùlc  de  celte  derniète  au  mémo  point, 
sont  perpendiculaires  l'une  à l'Hutre,  quelle  que  suit  d’ailleurs  la  druilè  EE' 
qu'on  ait  choisie  en  parttculier;  or,  il  n'existe,  comme  l'on  sait,  sur  le 
yplan  d’une  section  conique  donnée,  d’autres  points  qne  les  foyers  mèoiis 
de  cêtle  .courhe  qui  jouissent  d’une  semblable  propiiété  j*)'.  Donc  le 
point  F est  en  effet  le  foyer  de  l’ellqise  enveloppe  ; elparconsé(|uent,  cette 
elli|)se  a'ce  même  foyer  et  la  |>olaire  focale  qui  lui  correspond,  en  com- 
mon,  avec  les  deux  autres  sections  coniques;  ' • 

La  première  do  ccS-*dèux  coDséi|uenres  a été  avancée  d’une  manière 
gratuite,  à la  p,  4^4  de  ce  volume;  ot  nuus  avons  été  bien  aise  d’en 
donner  en  passant  la  démonstration,  sans  faire  usage  d’autres  principes 
<jlie  ceux  déjà  exposés  dans  le  prés»!nl  Article,  et  sans  même  sortir  du  sujet 
principal -qu’on  s’y  propose.  Au  reste,  un  pourrait  déinonlter,  eu  suivant 
à peu  près  la  marche  qui  précède,  qu’en  général  la  section  conique  réci- 
pnx]uo_  d'une  autre  ne  saurait  avoir  môme  foyer  avec  elle  et  avec  celle 
qui  leur  serf  de  directrice  commune,  à moins  <|ua  ces  dernières  n’atent, 

. à la -fois,  même  polaire  et  même  foyer, 'corttme  ci-dessus. 

■ XV.  Propo:»ünS‘Tious  maintenant,  pour  tcrmim*r  d’une  naanièro  çon~ 
forme  ^ co  ^ui  a été  annoncé,  de  démontrer  d’une  maniéré  purement 
Algébrique  le  théorème  du  a'’  XIL,  afin  de  faire  connaitre,  par  un  OACMnpIe 
parliculièF,-eD  quoi  consiste  la  diflicuUé  que  nous  avons  rencontrée  (III,  IV) 
au  sujet  du  degré*  do  ^'équation  finale. 

Appelons,  coiiuno  nous  l'avons  déjà  faU  duns  ces  mômes  articles,  a,  ^ 
les  coordonnées  courantes  de  ki  section  conitiue  donnée  dont  on  vent 
trouver  U (loluü'e  réciproque,  atln  de  les  distiiigtier  de  cehes  de  la  section 
vconique  qui  sort  de  dircclhoe,'dési^nécs  à l'ordiniiire  parx,^. 


.(•')  Cfttle  propriété  du  foyer  offre  une  parfaite  aiialogio  avec,  une  prôpriéir 
bien  connue  du  centre  du  oercl^,*  et  paraîtrait,  pour  cette  raison,  dcv«)ir 
être  sbbsfUmHv^ux  dèfinitionh  peu  naturelles  d’oii  partent  1<^  aéteura  de 
ana/J-ttifur  pour  parvenir  à la  détcrminaHen  de  co  point  r<*inar- 
qucble  des  sections  coniques.  Elle  présente  <t*ailleura  t'avanta^je  de  permeitré 
d’aborder  la  question  d'une  manière  (^i»érale,  purement  algébrique,  et  de 
faire  parvenir  ainsi,  dans  tous  les' cas  possibles,  à la  détermination  directe  de 
ce*foycr.  En  suivant  cette  marche,  on  trouve  qu'il  existe  quatre  points  sem> 
blables,  remplissant  egalement  les  conditions  demandées,  situés  deîix  A deux  . 
•or  le»  axes  de  la  courbe;  mais  il  arrive  que  l'un  de  ces  deux  ccnfples,  qui 
correspondent  res|>ectivcment  à ces  axca,  étant  reel,  l'autre  de  ces  d^ux  cou-’ 
'plea  estrpar.lâ  même  imaginaire,  et  par  conséquent  inconatTiictible;  cons/W 
quenee  remarquable,  ot  bien  difTerente  de  celle  a.  laquelle  on  parvient  pactes 
voies  ordlnairci.  • . ‘ • • (.Yo/e  1817*.'^  • 
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Puisque  l'une  et  l’autre  de  ces  deux  courbes  sont  du  second  degré,  nous 
pourrons  représenter,  en  général,  l’équation  de  la  première  par 

(f)  +,aca-h-/=  O, 

et  <«116  de  la  seconde  par  ' v • " ' 

(i')  «V4- aé’jr) -f- cV’  + “'/V  + = °- 

D'après  les  conditions  du  problème,  la  réciproque  de  la  “courbé,  don- 
'néc  (î)  doit  être  telle,  que  chacune  de  .ses  tangentes  ait  précisément  pour 
pôle  un  point  (a,  6)  de  celte  dernière;  mais  on  trouve  facilement  que 
l'équa'lion  de  la  polaire  d’un  point  (a,  p),_par  rapport  à la  section  conique - 
directrice  (.«'),  est  , ' ^ ' 

rtci'p+Z/a'+f/') +a-(*'p+.’c'«  + c')-4-v/’f.+'e'a-l-/'==  o.^  ou  , 
(a)  ^{a'j  + i)'x+ tl'\4-3.(b'y  + c'x+è')-h<l'y,+  f’'!^-hfl^J^i  . . 

telle  eshtinnc  aussi  celle  d’une  tangente  à là  courbe  cherchée. 

En  la  dillérentiant  par  rapport  à a et  p seuls  ),  et  lai^nt  a:  et  r 

iCairtstants  selon  la  théorie  des  enveloppes  (jll),  la  nouvelle  équation  ^ 

. ^(«',J'q-i'x4^r/’)  + ô'j-.J-c’x4-c’<=  o,  _ t . 

. ' ■ . . ■ a a I . . ' . ■ . 

■ •,  ' , , _ , . ' 

, ainsi  ol)ténue.  appartiendra,  avec  la  première  (a),  au  point  où  la  droite 
qoe  celle  ci  représente  touche  la  courbe  cherchée.  Substituant  ensuiie  Ig 

valeur  de  tirée  de  l’équation  (.t),  il  viendra  , . ' . 

, ' ' ' U 3t  ' • » ’ 

(b)  [h^-\-ci  -\r  c]  (/■/' r-1^  ô'.r  4- i/'j  — (é’^r+c'.r-f-c')  = o.  _ . . 

Le  système  des  équations  (â),  (b)  représentant  un  pbint  qiiélcorique  de 
' Ténveloppoou  réciproque,  quand  on  attribue  à a ut  des  valeurs  qui  c»n-’ 
viennent  à l’équation  l.'),  .il  est  visible  qn’on  obtiendra  l’équation  même 
• ,,dc  cette  courbe,  en  élhninanl  a,et  ^ entre  ces  trois'équalions.,  . 

En  faisant,  ^lour  rendre  cette  élimination  plus  facile,  > ~ . 

n'_j--t-fc'x4-c/'=: ,^'jr+c'.r4-c  c’ x d'y+P 

~ — — t-- ' . ' * * » """*  - " ^ ’ • j 

■,•(•)  On  pourrail,  d*n»  le  cas  actuel,  se  passer  aiscitient  du  secours  du  calqul 
diiTerenliel,  en  faisant  attention  que  te  point  de  conSact  cherche  est  prectsi-- 
metif(V)lc  i>Ole  d’urte  tanjîento  correspondante  de  ta  courbé  donnée)  mais  nous 
. ' avons  prefosc  nous  rapprocher  de  la  marche  suivie  au  n*  III,  «IU>  de  rendre 
. immraltalemcnt  applicables  au  cas  gênerai  de  cet  article  les  observations  que 
’ BOUS  aurons  à Tuirer  dans  le  cas  parlioulier  qui  nous  occupe. 

■ .'■■  V . ( A'ofe  rfc  1S17.) 
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relies  (s)  et  (b)  deviendront  respertivement, .en  les  ordonnant,  . . 

^p  + 7a4-V=o,  (iy>  — 07)  S-h-{r/^  — + — r/i/ï=b. 

On  lire'  de  lâ  ' ■ ‘ 

_ p[dtj-\-br— rp)  — mjr  . \ q(d)i-\-hr  — rp]A~ r[rp— ibq) 
cp^ — -rtbpq  + nq*  ’ ' ‘ r/;'  ^ a bpq  4-  tiq’’ 

ee  qui  donne,  en'posant  de  nouveau,  pour  abréger^  ' >•  ■ , 

...  • dq-i-br-~  rp  ^ B.,  ■ cp' — %b}>q nrf  ^ H.,-  ' 

pB—nqr,  _ g B + r{cp  - ■xbq'S  . ' 


D . 


li  . 


Substituant  re's  expressions  à la  place  de  a et  ^ dans  l'équation  (,(),  chas- 
sant les  dénominateurs,  développant  en  particulier  les  termes  non  affec- 
tés de  /),  les  ordonnant  par  rapport  à B,  observant  enfin  que'l’expres- 
sion  f/^’— H- «9’ peut  être  remplacée  par  Z),  il  viendra  • 

.D'— ibr B.D-:\-acr'' D + •>.d[r{ibq  — ■ 

' • _ -f- — m/r]/)-|-y’/P=  O.  . 

. Observant  que  rette  équation  est  déeomposable  en  deux  facteurs  dont, 
l’un  est  Dy  égalant  séparément  à zéro  chacun  de  çes  facteursy  et  rero'et- 
lant’'pour  et' I>  les  quantités  qu’elles  représentent,' on  aura  enfin,  pour 
les  équations  de  solution  du  problème,  ' . ' ' - 


■(/') 

»-> 

(c) 


, (e’ —'/•/)//  — a {W-. oc) (rf> qf) 

— ^(be  — ctl)pr-\~(b'*—  «<*)>’  — 2 (fAr  — o^. 
' cp* -^.ibp</ -i- . 


La'première  dé  cos  équations  représente  évidemment,  en  général,  une  sec- , 
lion  conique;'  car-  les  quantités  p,  rp'r,  qui  ,n'y  entrent  qu’au  second’de-- 
gré,  sont  linéaires  eh  et  .y.  Qiiant'à  la  seconde,  on  peut  s’assurer  sans, 
beaucoupde  peine,  qu’eMe  ‘représente  le  système  de  deux  droites.  Si  l’on 
ÿ suppose,  en  effet,  q = — mp,  elle  prendra  la  forme  ' • 


(d) 


‘ o/;i’ -f- a i;« -4- O, 


•X  . ■ • . . 

et  donnera  par  conséquent  pour  m deux  valeurs  toutesconnues  en  a,  h,  c;, 
eh  les  substituant  donc  dansÿ  — nip,  qui  remplace  la  propo^’  (cj,  qt  y 
mettant  ensuite  pour  et  9 leurs  valeurs  en  æ et  j,  on  aura 

(e)  ' - ■b'y+r'x-i-‘^d  = -f^qi{a'r.~i-b'x  + f{'),  . 


équation  qui,  en  ÿ attribuant. à in  les  valeurs  constantes  ci-ldessus,  re-’ 
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préBcnlera-évideniroent  le  système  do  deux  lignes  droites,. comme  on 
l'avHit  annoncé.  _ . ‘ ' 

D'autre  part,  si  l'on  fait  attention  que  la  ligne  chercliée  ne  saurait  être 
une  droite  que  dans  des  efreonstanees  tout  à lait  particulières,  puis- 
qu'elle doit  être  en  général  l’enveloppe  de,  l'espace  parcouru  |iar  une 
antre  ligiie  droite , on  en  conclura  que  l'équation  (j")  représente  seule 
la. véritable  courbe  satisfaisant  pleinement  aux  conditions  du  problème. 
Donc  cette  courbe  est  une  seule  et  même  section  conique,  conforraé- 
ment  à ce  qai  a d^à  été  démontré  (^vll)  d'iihe  manière  puremeut  géo- 
métrique. . . , ■ ' 

■ -f  ^ 

_XV|.  Nous  pourrions  ici  passer  en  revue,  au  moyen  dol’-Analyse,  lesdi- 
\ erses  conséquences  auxquelles  nous  sommes  dt'yà  jmrvenus  (XII),  rela-' 
tivemenlà  ladép'endan<’equi  existe  entre  les  trois  courbes  (.t), 
mais  cela  serait  d’un  trop  failjle  intérêt,  et  il  vaut  beaucoup  mieux,  pour 
Tobjel  que  nous  avons 'en  vue;  noos  occuper  de  l'interprétation  géomé- 
trique des  facteur^  étrangers  auxipiols  1a  (irécéUente  .analyse  nous  a cnn- 
duits'd'une  manière  presque  inévitable. 

, Nous  venons  déjà  de  voir,  par  (*c  qui  précède,  que  l'équation'  ( r«),  mise  ' 
sous  la  forme  (e),  rc|)réscnte,  en  y attribuant  à /«  les  valeurs  constantes' 
déduites  (le  l'équation  (d)',  le  système  de  deux  lignes  droites  particu- 
lière6,'Cl,  en  apparence,  tout  à' fait  étrangère^  à l'objet  réel  du  problème; 
ori  peut  s’assurer,  en  outre,  d’itnc  manière  trop  facile  pour  qu’il  soit  con- 
venable do  s’y  arrêter,-  que  celu»  équation  représente  p'rréisément  un  dia- 
mètre de  la  courbe  (»'),  dont  le  conjugité  fait  avec  l’axe  des  -x  un  angle 
qui  a /(I  pour  tangente  tabulaire,  ou,  si  l’on  veut  enrore,  qu’.elle  repré- 
sente un  diamètre  de  cette  courbe  dont  les  tangentes  cxln'imes  spnt  pa-; 
■rallêles  à une  droite  d'inclmaison  doniu'e  jwr  nuW  ne-reste  donc  mainte- 
nant, pour  obtenir  l'inlerprétalion  complète  do  l’éipialion  ,(é)  ou  plu- 
tôt (e),  qu’à  rec’hercher  la  si.^nification  dc’«i,  cl  pour  céla  if  faut  recourir 
à l'équation  (d)f  d’où  elle  tire  .sa  valeur.  > ; * • 

On-a|ierçoit  d’abord,  à la  simple  inspection  de  celle  équation  (d),  que 
m lie  dé|>end  absolument  que  des  constantes  a,  b,  c,  qu(  appartiennent 
cti  propre  à la  courbe  (■.»  ).  Je  dis,  do  plus,  que  cc.ltc  équaliun  ne  repré- 
sente autre-  cliose  que  lès  valeurs  des  tapgenles  tabulaires  des  .angles 
foræi’îS  avec  l’axe  des  X,  pdr  lt«  asymptotes  do  (.r).  ‘ 

AHn  de -trouver  les . lange  nies  dont  il'  s’agit,  sup|>osons,  en  effet,  par 
l'origine  des 'coordonnées)  une  droite- parallèle  à l'une  quelconque  de 
•ces- asymptotes  et  conrouranf  par  cons<’-quent  à aveo  elle  ; <ette 

droite  renfermera  le  point  de  contact  de  celle  asymptote  avec  la  courbe  (,v)  ; 
donc  les  coordonnées  a ét  S corrès[)ondanl  à ce  peintv  bien  qii'eflles  soient 
infinies,  n’en  conseAcnt  pas  moins  entre  tlles'un  rapport  fini  et  donné, 
leqtiel  est  pcécisemont  égal  à la  tangente  tabulaire  dp  l’angle  que  forme 
avec  l’qjie'des  x,  là  droite  et  l’iisymptote  (Jont  il  .s’agit.  Si  donc,  dans  l'é- 
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quation  ( f)  ili-  la  i-uurbi',  on  rotniilaoe  le  rapport  par  une  constante  in- 
connue A,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  l’on  y substitue  Aa  |>our 
puis  qu'on  y su()pose  ensuite  a infini  après  avoir  préparé  convenablement 
l'équation,  on  en  obtiendra  une  autre  qui  donnera  précisément  les  diverses 
valeurs  des  tangentes  tabulaires  cherchées  (•). 

En  ofiérant  ainsi  sur  i'équation  ( v),  on  obtient  . 

(/)  “■  aA’-t-2AA-(-c=  O, 

éijuation  <]ui  est  absolument  de  même  forme  que  celle  (d),  et  qui  donne 
par  conséquent  |iour  A les  mêmes  valeurs  q»ie  celle-ci  pour  /;/;  donc,  en 
effet,  comme  il  s'agis.sait  do  le  prouver,  la  quantité  m de  l’équation  (e) 
n’est  autre  chose  que  la  tangente  tabulaire  de  1 angle  (|ue  forme,  avec 
l'axe  des  -r,  l’asymiUoto  correspondante  do  la  courbe  (’.v)  (**). 

XVII.  Maintenant,  si  l’on  fait  attention  que  le  pôle  d'un  diamètre  d’une 
section  conique  est  situé  à l’infini  sur  uno  droite  parallèle  au  conjugué 
de  ce  diamètre,  on  pourra  conclure  de  tout  ce  qui  précède,  que  l’équa- 
tion de  condition  (c)  n’est  autre  chose  que  celle  du  système  de  deux  dia- 
mètres de  la  courbe  (.v'),  ayant  précisément  pour  pôles  les  points  de  la 
courbe  (i),  situés  à l’infini,  et  que,  par  conséquent,  ces  points  étant  sin- 
guliers paf  rap|>orl  à (.«),  l’équation  (c)  n’est  au  fond  ([u’uno  solutinn  . 
pttriicuUcrf,  purement  algébrique,  doprobb'mo  proposé. 

On  aurait  tort  toutefois  de  rqeter  sans  un  examen  préalable,  les  fao 
lours  qui  correspondent  à ces  sortes  do  solutions  étrangères  ; car  : i”  ils 
ne  sont  pas  insignifiants,  commo  nous  venons  de  le  faire  voir;  a°  ils  ne 
sont  pas  toujours  inutiles , comme  nous  pourrions  aussi  en  montrer  plu- 
sieurs exemples;  3°  enfin,  ces  facteurs  sont  liés  d'une  manière  intime  aux 
équations  d’où  l'on  est  .parti,  cl  en  sont  do  véritables  solutions,  quoi- 
qu'elles ne  paraissent  pas  l’être  de  l’énoncé  verbal  lui-même. 

La  théorie  de  cos  sortes  de  facteurs,  quand  , elle  sera  perfectionnée, 


(*)  II  -n’est  pas  inutilo  de  faire  observer  que,  en  suivant  la  mène  marche 
pour  le  CM  général  d'une  courbe  quelconque,  on  parvicndr.ait,  avec  autant  de 
fecililé,  à trouver  lexdiverses  valeurs  des  tangcnles  tabulaires  des  angles  formés 
par  les  asymptotes  sur  Taxe  des  x.  On  voit,  de  plus,  quo  le  nombre  de  res 
asymptotes  serait,  on  général,  égal  h celui  qni  marque  le  degré  de  cette  même 
courbe.  Dans  le  cas  où  l'équation  obtenue  aurait  des  racines  égales,  lés  grou.- 
pes  de  CCS  racines  correspondraient  évidemment  aux  divers  systèmes  d'asym- 
ptotes parallèles,  etc.,  etc. 

' En  transportant  les  mêmes  considérations  dans  l’espsce,  oti  obtiendrait  sans 
peine  l’équation  do  la  surface  oenique  parallèle  à la  wrface  dtvetoppable 
asymptotique  d'uno  surface  donnée. 

Ces  remarques  nous  seront  utiles  pour  ce  qui  va  auivre.  f.Vore  </«  iSiy.) 
(**)  l'oir  1a  Note  additionnelle  à ce  III*  Arliole,  p.  .loo. 

II.  • . 32 
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onrra  n'iwinlri*  un  ;;raii(l  jour  sur  la  marclK’  do  rAiulyso,,cl,  si  je  no  me 
Irompo,  I onti  ilnirra  à en  liâler  djunc  maniéré  iiiatlrndue  lo  (>ri.'^rè.s,  devenu 
si  indispensablement  niressaire.  ■' 

XVlll.  D'autre  |)arl,  si  l'on  veut  comiaitrc  jus(|u'à  la  raison  pour  laquollo 
1 e farteur  (e)  so  trouve  être  solulitm  du  problème  demi  il  s'agit,  il  faudra 
de  foute  nécessité  remonter  aux  éipiaiious  d'où  l’on  (>sl  parti  pour  taire 
l’éliininalion.  tbi  voit  très-bien  d’abord  e.e  cpie  signilient  les  éipiatiOns 
(.f)  (“t  (a)  ; l'une  est  celle  do  la  eourlre  donnée  que  jiarcourt  lo  pôle  ou 

bmmet  mobile  (st,  (v),  rautre  représenic  la  langenle  do  la  courbe  cller- 
c.hée,  relative  à une  position  isirliculière  do  ce  pôle;  il  n'y  a donc  <pio 
r équation  (b\  ipd  a servi  à l'énuiination  avec  les  deux  autres,  dont  Hn- 
lerprélation  piiisso  soulTrLr  quelque  diflicullé. 

Ivti  la  menant  sous  cette  nonvello  forme 

<i'j' -p  î'x  + r/'  ■- 

et  remarquant  que  ses  deux  membres  sont  res|ief  tivomenl  les  expressions 
des , tangentes  tabulaires  des  angles  que  forment,  avec  l'axe  des  .r,  les 
taRgeiites  en  (.r,_r’),  (oi^  pi  aux  eon rives- (.v’)  et  (s),  mais  prises  avec  des 
signes  contrairi*s,  on  en  conclura,  comme  on  l'a  déjà  fait  ci-dessus  à l'é- 
gard do  ré(|uation  je),  que  cetto  évquation,  en  yVegardant  x ety  comme 
les  coordonnées  murantes,  'et  a,  p etmuno  constantes,  représente  un  (Ua- 
mètre  do  la  courbe  (.*),  dont  lo  conjugué  fait  avec  l’axe  des-  x un  angle 
précisément  égal  à celui  que  tonne,  avec  co  mémo  axe,  la  langenle  en 
(a,  P)  de  la  courbe  (t);  c’est  donc  l‘interseclion'do  co  diamètre  avec  la 
tangente  (a)  à la  ’conrboré-ciproqnorliercbée  quidonne  lcpoinldorontacldo 
cetlè  tangente  avec  cetto  mémo  courbo.Or,  quand  le  point  (a,  p)  vient 
passer  à l'infini  sanSvpnllcr  la  courbe  (^.r-),'lo  dianiétre  cl  la  tangente  dont 
il  s’agit  so  eonfondont  évidemment  dans  loiilo  leur  étendue  (XVII),  et  ne 
donnent  anenn  point  déterminé  d’intersection' aptvarlenanl  à la  courb’e 
cherchée,  oti  plutôt  donnent  n la  fois  pour  points  d'inlerseelion  tous  ceux 
du  diamètre  mémo  dont  il  s’agit.  Donc,  l’équation -rmulc  devant  donner 
simultanément  les  points  qui  oivpariiennenl im  système  des  équations  (a) 
et  (b),  ello  doit  donner  au.ssi  tons  ceux  do  ce  même  diamètre,  et  ren- 
fermer p;ir  coivsèipienl  l’éqiiairon  do  co  dianvètro  on- facteur. 

XIX.  1,’inlcrprétation  «(uo  nous  venons  de  donner  dn  farlaur(c),  ponr 
lo  cas  parlicu)ier'(lc  l'cxemplo  qui  précède,  nous  fait  voir  que,  si  la  même 
courbe  doniico  (.v),  au  lieu  d’èlro  une  section  conique,  était  en  général 
du  degré  /«,  lo  nombro  des  points  situés  à J'infmi  sur  cqlle  courbe  étant 
alors  en  général  ut,  il  y ‘aurait  un  même  nombre  de  diamètres  do  la 
courbe  (.«’)  qui  appartiendraiont  à la  solution  analytique  du  problème; 
l’équation  finale  se  trouverait,  par  là,  affectée  d’un  facteur  étranger  du  de-- 
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gré  //I,  ([ui  la  mulliplieroll  Hiùvitablenu'nl  sans'qu’il  rét.|iossibIe  tic  l'en 
délivrer,  à priori  par  aucun  procédé  (rjliiiunalion , à moins  do  riian.. 
ger  la  formo  même  des  équations  primitives,  c'est -à-din'  la  mise  en  équa-  - 
tion,  ou  de  le  supprimer  d'une  manière  implicite  dans  lo  rosulUt  linal. 
Ainsi,  notamment,  dans  lo  cas  iiarliculier  qui  nous  occupe,  si,  apK‘s 
ùvoir  substitué  loî«  valeurs  trouvées  |wiur  a,  fl  dans  l'équation  (.>),  au  lieu  • 
de  ré<luire  du  suite,  commo  nous  l'avons  fait,  tout  au  numie  dénumina- 
tenr^.  oa  eût  réuni  .sépaiémcnt  les  numéralcuis  des  U'rmes  ayant 
pour'dénominaieur  commun,  et  ijui  sont  les  seuls  <ui  j-  cl  jv  piiraissent  en- 
trer au  delà  de  Ta  seconde  puissance,  on  eût  trouvé i|ue  D entre  aussi  comme 
.tactcur  dans  ce  munérateur,  et  alors,  en  lu  supprimant,  on  serait  iipces-' 
saircmehl  rctomW  sur  l'éqdalion  (.v"),  à laquelle  nous  sommes  déjà  par- 
venua.  Mÿis  on  voit  qu'en  opérant  ainsi  on  aurait  rtS>llement  et  à posle- 
rior»  supprimé  un  factenr  de  l'équation  linale.  Il  n'y  aur.iil  de  différcncu  '■ 
, entre  cette  manière  du  procérler  et  celle  d'alxird  employée,  qii'en  ce 
qu'on  aurait  supprimé  ce  même  ractenr  d'une  manière  implicite,  et  sans 
s'en’ être  rendu  aucun  compte  préalable,  commo  nous  l'avons  fait  dans  ■ 
l'autrp  des  deux  fps  dont  il  s’agit. 

Si,  présentement,  on  fait  altentlnn  qu'il  peut  très-bien  arriver  que  le 
facteur  supprimé,  par  l'etTeldes  opérations  intermédiaires,  ri'présentc  pré- 
, eiaémeht  la  véritable  solution  du  problème,  on  devra  comprendre  c|ue, 
s’if-est  des  manières  de  procéder  qui  Abrègent  le  calcul  île  rélimiiialion, 
il  en  est  aussi  qui  peuvent  par  fà  onminire  à des  ps(>ér(>s  d'absnrtliu'ïs,- en  ' ,■ 
faisaol  manquer  le  but  réel  qu’on  SC  propose  d'atloîndre.  1. 

•*  Dans' les  procèdifeKènèràax  do  réliminal'ron,  les  rédoclions  partielles 
dont  il  vient  d'èlcc  question'  ne  peuvent  plus  avoir  lieu  d'unn  manière 
immédiate,  et  alors  il  .nrrive  quoies  équations  finales  renferment  d’une  ma- 
nière implicite  los  facteurs  singuUcrsrpii  les  coiu|)lii[uonl  inévitablement.  On 
attribue  à l’opération  élie-mèmo  d’avoir  inlrncluit.eos  facteurs  soi-disaid- 
"étrangers,  tandis  que,  comme  on  vient  do  le  fairo  voir,  ee  n’ést,  an  con- 
, traire,  qée  par  l'effet  d’opérations  particulières  qtie  cos  ftidtcui^  jrcuvenl 
àüsparalLrô'  lorl’uîU’ment  du  résultat  final,  dont  ils  font  nècc^lremcnl 
_ partie  sousde  rapport  pureinenl  analytiquo.  Si- l’on  s'altarliaU  à Ùreii  élu-  . 
dier  les  équations  do  dé|iarl,  on  pourrait  peut-être  iiârvonir  à connaître 
à l’avance  lo  degré  cl  la  formé  mémo  do  ces  facteurs,  et  alors  rien  ne  sé- 
rail plus  faerie  que  de  les  .supprimer  après  coup,  s’ils  ne  ré|ioiulnient  pas 
iminèd'iatcment'à  l'éounré  verbal  de  la  question  proposée.  . 

■'  h ' 

•••  XX.  Il  résofle  clairement  do  tout  eo  qui  précède,  que  le  résultat  do  l'é- 
limination entre  les  équations  { 4,  5,  G)  de  Tart.  lll  doit  renferrner,  confor-_ 
mémenlà  céquiaélô  annoneè(lVl,  un  facteur  étranger  qui  coiVipIrqiie  né- 
cessairement son ’exprèssion,  et  qu’il  est  imjvossibledc  supprimer  à priori, 
c’est-à-dire  aulremciil  que  dans  l'équation  finale  e.lle-mêmei  que  eJe  fac- 
teur eSl  du  quatrième  degré,  et  représente  le  système  de  quatre  droites 
‘ • . . • 3a. 
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p«rtirulièrt*s;  ^uVnfin  on  peut  obtenir  h l’avance  l'cxpre^ïsion  de  ce  fac- 
teur en  agissant  conformément  iV  ce  qui  a été  dit  (XVI.  XVII'XVHl), 
c’est-à-dire  en  nH*herchanl  les  diamètres  de  la  soi*tion  conique  ( v')  (pii 
ont  pour  p(Mes  les  points  situés  à l'infini  sur  la  courbe  donnée  ( 4 et  mul- 
tipliant leurs  (Vpialions  entre  olîf^s. 

Si.  an  lieu  do  considérer  des  lifrnes  planes  comme  dans  ce  (pii  pré- 
cède, on  considérait  des  surfaces  courU's  abitrairemenl  situées  dans 
l’espace,  la  surface  din*cltice  (^.v')  étant  toujours  du  second  crdpt»,  on 
trouverait  (Note  do  Tart.  XVI )%  que  le  facteur  étranger  représente  une 
seule  et  unique  surface  conique,  ayant  son"  sommet  nu  centré  même  do 
la  surface  (.v')  qui  sert  de  directrice,  et  dont  les  Génératrices  rectilimie.N 
seraient  restH'clivemont  parallèh'S  à celles  de  la  surface  tlvwhppahle  ' 
asYmj>inti(pic  de  la  proposée.  Jfais  c’est  assez  s'anéler  sur  les  consé- 
(piences  de  l’analyse  qui  précède. 

Note  ADOiTioxMna.B  aux  ii®’  \J'‘  et  JVZ7,  relative  à la  détermination  drt 
asymptotes,  an  lien  des  points  à Vin/ini  de  l’espace,  etc,  (i863). 

Avant  lift  iimiR  oicupor  ilc*  cç  dernier  objeti  r(»marqoons  que  les  mimeroa 
dont  il  donmint  aiialytiqilemftiit  rinelinaison  dis  asymptote*  d‘iino  cmirhe 

plane,  on  a,  par  reîa  mi^me,  un  moyen  d’en  detcrraiiior  ki  piuûtioii  absolue, 
en  riK'oiirani  aux  eoiuUdérattons  yelativea  aux  polaires  de  contact,  rapidement 
cluuchees  dans  Vart.  IV  du  II®  Cahier  (p.  1^3  à ^Gi);Par  exemple,  pour  les 
tinipies  coniques.  Il  suffit  de  mcHcr  parallèlement  aux  diroclloiis  obtenues, 
autant  do  lijpios  droites  passant  par  lo  centre  de  la  courbe,  pOlc  do  la  droite  , 
à Vinfini  du  pUan  et  que  determbm  immédiatemcul,  pour  la  conique  («},  le 
tysteino  des  équations  lînéairi-s 

ay-^b’x-{-d'  z=iO,  c'a* «*  = O. 

Quant  imx  coorbee  planes  et  aux  surfaces  géométriques  d’ordre  quelconque* 
on  comprend  que  la  solution  relative  à la  doterraination  d<>s  droites  ou  déve- 
loppables asymptotes  no  saurait  dépondro  d’eU'mients  aussi  simples,  rt  qu’il 
'Serait  nécessaire  de  recourir  Aux  considiiratioiiS  {géométriques  de  l'art.  IV  chê 
'où  lu  transversale  rectili0ne  et  le  plan  qui,  à rinfini,  contjeiinuni  les  points  dé 
contact  des  tangentes  asymptotiqiKH,  seraient  pris  pour  din-ctrice  des  pôles  ou 
points  de  convergence  p,  des  iaisreaux  de  taii(^nti's  h la  couine  ou  surfueo 
Consldér('c,  Mais  il  no  saurait  ni  être  question  AnxxBceXXQ  ^ote  additionnelle,  ci 
je  prerèro  insister  sur  quelques  points  des  indications  rapides  d(^  \V  à 
' W du  texte  ei-dessuA  imprimé  on  1817,  qui,  û celte  époqui*,  n’orrt  pas  sufli 
pour  atlircr  Tattantion;  peut*(*tre  à cause  da  l’usage  que  j'y  faisais  de  l’AnalvHe 
infinitésimale,  mijeurd’hiii  encore  bannie  de  nos  eojlegôs  et  ‘lrt*s-imparraite. 
ment  suppléée  par  la  doctrine  des  dérivées,  malgré  le  vomi  formel  des  plus 
éminents  professeurs,  qui  appréciant  les  avantages  inhérents  à l'admission  de 
la  eontimiltc  et  de  rinilat.  En  réalité,  depuis  un  ecrtuin  temps,  retiseignemenl 
public  en  France.  <*st  livr«'?  à une  sorte  d'anarchie  provenant  du  meUuge  des 
méthodes,  du  decOusu  des  programmes  et  de  l'arbitraire,  de  l'esprit  d'indé- 
pendance des  professeurs,  des  examinateurs  et  même  des  colleurs  dont  la  déli- 
cate profession  était  fort  peu  connue  de  nos  ancêtres. 
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Quant  a l'objcl  dofit  il  JI  nje  (Urnibl^  inutile  do  m livrer  u de  pro« 

Tondes  méditations  et  à de  longs  ealruls  pour  apercevoir  que  les  X\  et 
\VI  et  les  iiulc»  qui  K*s  arromp;tguent  cuntiemietit  iinplicitenient  lu  justilitM- 
lion  analytique  des  prinripi^,  <ru|>parence  metuphy!>>iqur,  denioutreK  i;eoinetri> 
qiiement  dans  le  \*  Cubier  de  ce  volume  ef  duiis  le  Traité  des  Prapriétés  pra^ 
jectu'es  des  Jigures»  V.ikr^  d’apri*s  considérations  analytiques  de  <vS  nmiiertts, 
les  droites  qui,  partant  d'un  popit  donné  quelcort(|un  (soit  l’origine  nièiiie  des 
eoordoiinot^),  \ont  aux  didereiits  points  à Fiiiliiii  d'une  courlit'  ou  d’uuo 
surfaco  continue,  Torinetit  un  Tuiseeau  ronvergeiil  dont  lt*s  divers<>s  tangentes 
tabulaires  .d’inclinaison  par  rapport  aux  axes  on  aux  plans  coordoiiin^s,  sont 
soumis  a des  conditious  alg«d)riqiies  analogues  à celli*#  de  l’equation 

(/")  0 W -i~r  = O, 

déduite  de  'l’ecpiution  (r)  do  lu  coiirl»o  ronsidi'iee  dans  lu  ras  pariieillier  'du 
texte,  par  un  modo  d’operer  qui,  en  reniplaruut  a sou  louf  dans  l'équation 

3 * ‘ 

ainsi  transTormeo  A par  rc<lcHine  la  prcmlèra  partie, 

oc  , • 

(,4r)  a^* = O,  ^ 

de  la  proposée  (i);  c’est-b-dlre  précisément  celle  qui  ao  compose  do  la  somme 
des  termi^s  de  plus  haiitd  puissance  en  ec  et  et  qu’on  ciU  obtenue  de  su4^, 
en  obscrx'ant  que  l(>s  points  à coordonnées  YartabICH  « et  jî,  dont  on  s*oe> 
ai|>e,  étant  4itués  à rinHni.des  termes'  de  puissances  ou.  de  produits  inlcrituirt 
dc*s  mêmes  variables  sont  comme  nuis  et. doivent  disparaître  par  rajqmrt' à 
ceux  du  puissances -siiperienres,  lelon  un  principe  gent^raleinenl  uüinis  panni 
IcYt  gt'omètres  nlgébristea  qui  n'pnt  pas  aliaolunittnt  liurrcur  de  la  notion- 
almtrail«  dé  Vinfiiii.  ' 

ta>s  considérations,  étant  applicables»  mot  pour  mot,  unx  cputIa^  et  aux  aur- 
facea  algébriques  do.  tous  'les  degrés,  il  devient  permis  d'en  tirer  des  cousé* 
qncncés  générales  et  rigouiv'nsos,  saii»'ètre  obligé  de  recourir  u des  artilict^  de  * 
e&lcul,  et  de  renoncer  a Ig  méthode  classique  des  coordonnées  de  Descortea. 

.Remarquons  d'abord  que  l'equation  (/)  ou  son  analogue  dans  le  cas  gé- 
nêra1-4riin6  conrbe  plane  dp  degré  m,  donnant^  par  sa  résolution  au  inoiiia  im- 
plicite, les  m valeurs  réelles  on  imaginaires  de  i’ihclinaisoii  A dn  faisceau  des 
parallèles  aux  asymptotes  issues  de  l'origine  des  coordonuees,  i'eU  prouve  qiie  . 
lo  nombre  des  pointa  li  l'infini  strr  la  courbe  est  le  même  que  ochii  du  degré  m 
de  cette  courbe,  et  siqipose  ésidemmeni  que  les  points  à riiiüni  de  son  plan 
sont  sur  une  certaine  droite  indéterminée  de  situation  dans  cir  plan,  ainsi  qu'oii 
l'a  démontré  géométriquement  dan»  le  V*  Cahier  do  cc  volume. 

• Donc  aussi,  l'equation  ou  son  aualogue  dans  le  cas  general,  est  réquatien 
même  du  faisceau  convergent  des  parallèles  aux  asymptotes,  c'est-â-diro  le 
produit  dc«  équations  linéaires  des  diverses  droiloa  do  ce  faisoean,  ayant  ici 
chacune  la  forme  ^3  — c=:  o,  * 

Supposant,  commeexempUtrès-particnlieé,  que  l’equation  (r)  soit  celle  d'un 
etreie  de  position  quelconque,  on  aura  a sec,  ^ = 0;  ce  qui  l'édiiit  les  équa- 
tions (/)  cl  (g)  aux  dcax  auivaotes: 

A*-hi=o,  ^*4  «’  = 0î  d'où  A:=±^^,  1> 
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el  por  là  Inil  connnîtn»  !<•»  poiiiU  oà  «*rrlo  est  rencontré  par 

la  droite  à l’intmi  «le  son  ptsiri.  U«r  pliiH,  comnin  on  parvient  h de»  n^itltats 
entièrement  identiqties  p«nir  «l’autres  rirronr»*re«c«*s  dn  ct^rclo  quelconqm^ 
situées  sur  le  même  plan,  il  en  MMuilic  la  vériticatioii  al^pibrique  ù posteriori 
dii  II"  XWIV  de  ren«»ncô  du  prérim«’*nt  ('.«hier  ( p.  39'»  );  énoncé  qui,  d’après  ce 
qui  prer«*d«*  cl  fin  nntro  llnNurmc  d’Anulyse  bien  flieîlu  à d«*montrcr,  sVlend 
é»id«*inment  .à  d«*s  *»ystètm*s  de  coniques  ou  do  conrbi^s  algébriques  d’ordrt 
qneironqiie,  semhlabir^  rt  i-emblablrment  placées  sur  un  plan. 

Quant  nu  cas  do  l’espare,  lu  m«dhod«i  algébrique  et  ses  principales  ctfnsé* 
quenc(*s  restent  les  m«'ines,  à cela  près  que  les  «‘qiiatioiw  comporl«‘nt  alort 
trois  coordonnées  irub'pendaiih's  ■r,  oh  y,  clqlie  ces  équations  sont 

dotibic.s  ou  triples  pour- chaciino  des  purall«d<*$  aux  aK\mptot«‘H  et  des  lignes 
•"^courbes  proposés»*  ou  domn*es.  Ainsi,  par  exemple,  pour  tixer  b*s'idc«*s,  dans 
Ig  cas  trt»s-pai*li«'iiUer  encore  d’une  suvface  du  second  degré,  ou  l’equation  (<) 
•eruil  reinplucéc  par  lu  suivuiilc: 

A flt*  — f~  B j‘3'  -+-  C.  y*  — t~  Ecty-4"  ôi . . • O, 

et  ré<(tialion  siiiiqiio  «le  I11  parallèle  aux  nappes  infinies  ou  asymptotiques,  par 
*les  deux  équation^ 

«=±/y,  = . V 

les  équalioiis(y*)et(/if),  el-dcss«?,,ScroJeiitell.08-méinescliang6o8.  eu  celles-ci;  , 

Ar*-+-  BA*  -t-  Dr A-t-  r=-o, 

. A a’-^- B^'î* -T-tiy* -t- D«/9  4-Eay  H- Fyîy  =0, 

dont  la  deriiicrn  représente  un  cône  S double  noppo  indc/line,  réelle*  <Ax  Imv: 
gmaire,  parallêlo  h la  dcveloppoble  conique  et  asymptote  de<U  surfaèe  pre* 
posi'i»  (Mox«.e\  Cie  cène  ayant  ici  pour  sommet  l’orighie  des  axes  coordonnés, 
et  pour  scclifHi  (réelle  6u  iuiugniairc)  par  un  pian  quelconque  parallèle  à 
eekii  d«»s  «^3,  une  courbe  semblable  et  semlilablem'ciit  placée  par  rapport  â la 
section  corr«*spnndante  do  lu  surface  proposée,  il  est  clair  que  cos  deux  sec.» 
tioiis  vont  se»  superposer  rigoureasement  à l’iafiiii  sur  le  c<^^e^  c’est-à-dire 
pour  la  Tnlcur  y = co  ^ Or,  ceci  ayant  lieu  poar  des  surfaces  algébriques  dVtrdra 
et  en  nombre  qtirloonque,  démontre  à posteriori  que  tottt  îei  points  à Virtfini 
. , i/tf  l’rspiue  pem-eMt  et  doiytnt,  aussi  au  point  de  Tue  analytique^  être  supposés 
mr  HH  p/wn,  etc*  ' , * • 

D’antre  part,  comme  les  équations  des  surfaces  algébriques,  semblables  qt 
»embbildcjii«»iit  phic«»f»s  ne  different  entre  cl)<<e,  à un  facteur  constant  prèu> 
que  par  I«»h  coeriici«»nts  des  t4»rmeH  de  degrés  inb»Heur8f  ccU  jnstido  encore  quq 
do  telles  surfac(»s  ont  un  mérue  plan  du  section  commune,  r«‘clla  ou  imagi-. 
isairc,  ù l’intiHi,  cto..  •- 

l.oraquc,  il  Y a prt»s  d'nn  demi-siècle,  je  m’occupai  de  Ces  démonstrations, 
plutél  nnnlytiqiM's  «pic  gèojnét t iques,  je  considcriiis,  aipsi  qu’on  apu  s’en-apej»^ 
oovoir,  comme  chose  évi«|entc,  d'après  les  proocHés  des  \\  el  XVI  el  U»s 
théories  hitui  connues  de  l’Algt'bre,  que  le  nombre  des  points  à l’iniioi  d'uiie 
courbe  plane  «'•lanl.prëcisémenl  égal  à celui  qui  un  marqtn»  le  degrt;,  ces  pointa 
devaient  être  supposes  appartenir  à uné  -droite  ù rinfmi,  indéterminée  de  direc- 
tion dans  le  plan  ou  l’espace.  Pour  s’en  convaincre  plus  directement  encore,  soit 
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y(«^  5)  = o IVqiiation  do  la  cmirl)P  et  ^ = comme  an  u"  XV  I,  celle  d’iim* 
droite  allaiit  de  !'orl|Tirie  îles  eoordoiiiiaeit  à 1*1111  <|i{el<’iiii(|iie  dt>s  {vainl»  à l'in 
iiiii  de  celle  c«url)c;  soil  enftii  ^ = A « •*- h reqiiatiuii  il’iiiie  ipariHversnle  arlii 
traire,  il  paraît  é\ nient  que  les  équations 

y*(  K,  A a H)  = 0,  y*(«,  X a)  s=  O, 

pro^en^^t  de  la  Hiil)stituU(»n  de<t  deux  valeurs  ci-dessu»  de  seront  identique 
si  l'oli  y supp(ts4*  simullanéineut  II  et  et  iiilinis,  ainsi  (pie 

II 


A « -+-  K = A « ' ou  A 


i^nliU'!  Mist'eptilde.  d’eltv  satisfaite,  quelles  que  soient  les  >Mlmir&  altril>uees 
Kindeterminoe  deveiiu«‘ quand  la  Iransversuh?  1=  Akh-  B passe  tout  en- 

« O 

tlère'  h riulîiri;  A éiaVil  une  constanU',  dt»iM«ée  ciitiêreme.nt  arbitraire,  cl  A un« 
autre  constante  delermiaeç  par  le  calcul  « coimirc  on  l’a  montre  dans  ce  qui 
prwédc.  s • . 

Or,  ce  ('cnre  de  paisoiiiiemeiit  <}u*uii  pourrait  déveIop|Htr  davant:q;e  d*a|>rès 
l’cxpoM*  des  juq'is  pn'ciHlimtes,  étant  cuiisiderû  comme  admissible  en  Analyse 
alfjehrique  et  s’etendaiil  au  cas  de©  surfaees,  prouve,  avec  une  rijpieur  - dé- 
sormais inroiileslalUc,  In  verit*'*  siu  prînci|>e  dont  11  5*<qpt,  déduit  des  notions 
de  la  eontiiiuitc  et  de  rinitnf. considère  dans  se»  divers  ordres  hienirehiqiies  ou 
subordoiHM's  <le  ^l'amlmr  et  de  pi’titesse  tnriablés.  (’.4>s  notions  métaphysique», 
mise»  en  parfaite  e^ideiice  dans  les  multipbvi  et  curieux  phénomènes  de  lu 
(leométrie  deseriptiie,  ont  éclairci  d^jà  bien  <les-  obscurités,  des  inystên's  de 
l’Analyse  algébrique,  et  coritrilmerorit,  par  lu  s^ilo,  h eu  éclaircir  bien  da>aii- 
tage  encore;  nolamiiieiit  en  c(t  qui  coiicenuf  PalKiissemeiit  <lu  d«*gr(‘  des  équa- 
tions des  courliçs  et  sitvi'aces  par  la  dh>]iarilron  de  eertniiisM<‘i'mcH,  di*  rerlntns 
eoeflicients  ou  paramètres,  troù  résulte' soit  IVvauoniss<‘men(  même  dcM'ortainca 
liranchiw,  »ni(  leur  Unn^iuu't  n ririHiii,  en  vertu  desquels  elles  s<‘  changent  en 
autant  de  pcdntK  isides  t>u  en  autant  de  lignes  droites  tnntU  distiiiete.s,  tantôt 
cmifondutis  fuitry  elles. 

, T.e  prinripo  drOeométrie  ndatif  aifx  limite»  idéales  dn  l'<spacc,  qui,  en  raison 
de  ce  qu’une  f»ortion  déterfnin«*e  et  fmic  d’unnsurface  •phérique  de  rîiyon  irffini 
doit  algqbriqucinchC  ou  fl^^iir'ati^ernent  èlro  buppoM-'e  plane,  iin.  contredit  niil- 
letpcRt  l’apophthcgme  des  Anciuiia,  mciitiomié  dans  la  note  de  lu  p.  1^6,  où 
je  regrette  do  n'a^olr  pu  mettre  h prôfit  le  contenu  4’unc  dissertation  histo- 
rique approfondie  qu'a  bien  voulu  'me  comniuniqiier  M;  de  l.ooiénie,  savant 
professeur  de  littérature  ou  (Udh*çiî  do  France  cl  h l'École  Polytechnique.  Qu’il  • 
me  suffise  de  joindre  aux  noms  déjà  cités  dans,  cette*  note,  ceux  de  Tttnce  rfe 
Lettres  chez  les  Anciens,  cl,  chez  les  modernes,  de  UalR’lais  qui  avait  probalile- 
menl  rc'pété  cet  apophlhegmo  plutôt  au  point  do  vue  de  la  théologie  qu’à  celui 
dc*s  mathématiques.  Toutefois  la  c(uiception  première  d’uue  felle  maxime  me 
bcmbleralt  bien  plutôt  d<*voir  être  attribuée  à Platon^  ce^g^Miéralisateur  du  cône 
et  dc*8  cfiniques,  don!  l’Kcole  est  célèbre  par  ces  mots  : .T«/  n'e»t.re  ici  s'il  n'est 
géomètre^  et  auquel  on  doit  probablement  aussi  l'upitliùte  à'eterneï  géomètre, 
appliquée  à Dieu,  l’esprit  "éperaleur  et  organisateur  <le  toutes  choses,  cause, 
force  ou  principe,  dont  nou^  étudions  ici-lms  les  lois  et  les  ell'ets  divers. 
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IV. 

RBCIIERCIIES  Si:n  I.A  DÉTEnMINATIUN  u'VNE  lIVl'ERROl.K  ÉQl  II.ATÉRE  , AU 
MOÏEN  l>K  QUATRE  a)NDITIONS  DONNEES;  l‘AR  AIM.  DrIANCIION  ET  Po.N- 
CEI.ET. 

(T.  XI  <lf*  .Imiii/ct,  I*'' jiiiiviur  i8ji.) 


Théorème  I.  — Dtins  /oui  triiwj^lt:  inscrit  it  une  Inpcrlwlc  êrjniltJtèrc, 
le  //oint  tic  concours  tics  trois  hnutcurs  est  situe  sur  lu  courte. 

Démonstration.  — On  sait  qno,  jioiir  tout  hoxagonc  .UMTIEF  lf<^.  170) 
inscrit  à une  section  conique,  les  trois  points  de  concours  II,  I,  K des 
cdtés  opitosés  sont  en  ligne  droite.  Si  donc,  la  courl)c  ayant  des  brandies 
infinies,  on  siippo.so  que  l’bexagone  ait  deux  de  scs  sommets,  (xinyne  E,  F, 
situés  à l'infini,  le  point  1,  concours  des  deux  côtés  EF,  BC,  se  trouvera 
à l'infini  ; ce  qui  revient  à dire  que  BC  et  IIK  seront  parallèles. 

Maintenant,  la  courbe  étant  une  hyperbole,  il  est  clair  que  les  deux 
côtés  DE,  FA,  adjacents  à EF  qui  est  ô l’infifti,  seront  respectivement 

Fig.  170. 


parallèles  aux  deux  asymptotes,  et,  partant,  serônt  rectangulaires,  pour 
le  cas  de  l'bÿpcrbole  équilatèro,  qui  est  celui  dont  il  sjagit  ici. 

Les  deux  derniers  sommets  E,  F do  l’Iicxagono  jnscrit  fi  cette  courbe  ' 
étant  ainsi  portés  ù l’infini,  les  quatre  autres  resteront  arbitraires.  Soient 
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le  quatrième  D tel  que  les  deux  côtés  AU,  CD,  respectivement  opposés  i 
DE,  FA,  soient  rectangulaires  entre  eux.  Il  résulte  de  ceci  que  AU  est 
perpendicolaire  sur  DK.  D'ailleurs  AK  est  perpendiculaire  sur  1)11,  parla 
' propriété  des  asymptotes;  donc  le  point  A est  lu  croisement  des  trois 
hauteurs  du  triangle  DIIK;  donc  .VD  est  perpendiculaire  sur  UK,  et  con- 
séquemment  aussi  sur  BG,  parallèle  à UK.  Mais,  par  construction,  CD  est  • 
perpendiculaire  sur  AU;  donc  lo  point  I)  est  le  croisement  d(?s  trois 
hauteurs  du  triangle  AB(2.  Or,  le  triangle  ARC.  a été  insciilà  volonté  à 
la  courbe;  donc  généralement  « dans  tout  triangle  inscrit  à une 
» hyperbole  équilatere,  le  jtoinl  de  croisement  1)  des  trois  hauteurs  est 
» un  point  do  la  courbe  » ; re  f/u’il  ftiliait  tlrninntrcr. 

Si  l’un  A d<‘s  attgles  du  triangle  inscrit  varie  du  grandeur,  en  tendant 
vers  l'angle  droit,  le  |)oinl  T)  se  déplacera  sur  la  coucIh)  en  s’approchant 
• continuellement  du  sommet  A ; ce  qui  revient  à dire  que  la  sécante  Al), 
perpendiculaire  sur  BG,  tendra  sans  cessrt  à toucher  la  courlre  en  A,  et 
qil’enfin  elle  sera  tangente  quand  l'angle  .V  sera  droit.  Donc  : 

TllénnÈMB  H.  — Dmis  V<ut  triunglc  rrrtnnglr  hurril  ii  unr  hy/icrbolc 
équiliilèrc,  la  pcrjit'iiiticiilairr  ahnisM'C  du  sommvl  de  Cnugtc  dmil  fur 
rhypotèimse  est  Itmgentc  à la  ruiirbc. 

U suit  do  là  que,  si  l’angle  droit  oscille  sur  son  sommet,  riiy|>olénuse  se 
déplacera  parallèlement  à ellc-méme  etàla  normale  menéeàce  sommet; 
ce  qui  est  un  cas  particulier  du  beau  théorème  démontré  par  M.  Frégier 
. dans  le  présent  recueil  [Annales,  t.  VI,  p.  et  3ai,  t.  Vil,  p.  g'»). 

Au  moyen  de  ce  qui  précède, si  onconnaissait  deux  points. \,  B 17a) 

de  la  courbe,  et  la  tangento  Al*  en  l'un  A de  ces  points,  on  pourrait  en 
• • 

, • '•  .Fig.  ,17a. 


construire  un  troisième  C en  cetle  map'tère:  du  point  B , abaissez  une  per- 
pendiculaire BC  sur  la  tangento  donnée,  elle  ira  couper  au  (loint  cher- 
ché C la  perpendiculaire  AC  à AB. 

On  sait  donc  résoudre  ces  trois  problèmes  : 

Décrire  une  UvfKrholc  cquilalvre  dont  on  a trois  ftoints  et  la  tangente 
en  r un  freux. 

Décrire  une  hyperbole  équilatère  dont  on  a deux  pfiints  et  les  tan- 
gentes en  ces  points. 

Décrire  une  hyperbole  équilatère  dont  on  a deux  points,  la  tangente 
en  tuH  de  ces  points  et  une  autre  tangente  quelconque. 
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En  ell'ct,  |>ar  la  construction  qui  vient  indiqui^,  on  obtiendra  > 

un  nouveau  point  de  la  courbe  ; après  quoi,  pour  acjicvcr,  oh  aura  recours 
aux  solutions  connues  de  ces  questions  (*y:  . > 

Drt  rirr  une  srrti'nn  roniijtii’  dont  on  a qimin:  /xiints  et  la  tnngrnte  en 
Pnn  rfrliæ.' 

Ih'rrirr  une  srrlio/t^  roniqnc  dont  on  a trois  jmints  et  tes  tangentes  en 
deux  de  ers  points. 

Dêerire  une  sertion  enniffue  dont  on  a trois  /mints,  une  tangente  tjurt- 
conipie  et  la  tangente  en  rua  de  ces  points. 

Il  résulte  encore  du  Théorème  I que,  Iorsqu\)n' connaît  trois  |>ein(s 
A,  R,  C [fg.  171)  d’une  hyperbole  équilatère,  on  en  a un  qiiatriinne  D, 
(|ui  est  le  croisement  des  trois  hauteurs  du  triangle  ARC.;  en  sorte  qu’on 
sait  aussi  résoudre  ces  deux  problèmes  : 

IJt-crirc  une  hyperbole  êrjudatèrp  dont  en  a quatre  /wints. 

Décrire  tme  hyi>erbole  équilatère  dont  on  a trr/is  points  et  une  tangente. 

' Car,  au  moyen  de  la  construction  indiquée,  on  ob|iendra  un  .nouveau 
|K)jnl  do  la  courbe;  après  quoi,  pour  achever,  eu  aura  reeours  aux  solu- 
tions connues  de  ces  qtu*stions  (“)  : _ 

Décrire  Une  seetien  cotdque  dont  on  a cinq  .points. 

Décrire  une  .section  eotdque  dont  un  u quatre- jioinls  et  une  tangente.. 

. Thkorkmk  111.  — Si  dcu.r  points,  Situés  sur  le  plan  ifune  hyperbole' 
équdatere,  sont  tes  milieux  ou  les  //riles  re.s/iecl^s  de  deux  rordf  s ou  tle 
.lieux  limites  qurlfonqurs-  égalemrnt  situées  sur  ce  plan  et  que,  par 
chacun  iPeiix,  on  mène  une  parallèle  n la  conte  ou  à la  polaire  qui  eorrcs~'% 
pond  à r autre,  le  ren  ie  qui  passent,  par  ces  lieux  points  et  juir  relui  oi 
se  coiqtent  tes  parallèles  passera  aussi  par  le  rentre  de  ta  courbe.  ' r 
Démonstration.  — Soient,  en  premier  lieu,  CE.  CE  (/ig.  173  ) Ica  diree- 

• ' ■ . ■ ■ • , tic-  '73.  ' 


lions  indéfinies  des  deux  cordes  en  question,  I,  K leurs  milieux  yespoc- 

{* ) Mémoire  sur  le!  ligne!  du  second  ordre,  etc.,  par  r;-J.  Briauchoir, 
Part».  181  ■ ■ . ■ • 

( * * ) Même  ouvrage.  ' ' • . ■ ■ " . • ■ 
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tifs,  0 le  centre  <Ie  riiyperliole  éqiiilalèrii  et  EK  l’une  de  ses  ftgyniptoleS, 
rencontrant  en  E,  F,  les  deux  cordes  Q,  CK  prolontrées;  les  droites  OKy  01 
. seront  les  diamètres  de  ta  courbe,  conjugués  à la  direction  do  ces  cordes. 

Cela  posé,  puistjue  l’angle  des  asymptoti*s  t-sl  droit  et  que  le  point  K 
est  le  milieu  de  la  partie  interceptée  par  res  asymptotes  sur  la  direction 
de  CK,  la  distance  KO  - KF  et  par  consC(picnl  l’angle  KFO  = KOF.  Dar 
la  mémo  raison,  l’angle  lEU  = lOE  ; mais,  à cause  «ht  triaegie  CEF,  l’angle 
C est  supplément  do  la  somme  des  angles  K,  F,  et  par  conséquent  sup- 
plément de  celle  des  angles  KOF,  lOE  ; donc,  il  est  égal  à l’angle  lOK, 
formé  deTanlro  côté  de  IK  par  les  diamètres  IK,  lO.  D’ailleurs,  on  prou- 
verait do  la  même  manière  que,  si  le  point  O était  supfiosé  du  coté  du 
■ - sommet  do  l'angle  C,  l’angle  lOK,  formé  |>ar  ces  mêmes  diamètres,  serait 
égal  au  supplément  de  l'-angte  C ; donc  il  est  sur  la  circonférence  du  cercle 
■ qui  pa.ssc.par  les  points  K,  I et  par  celui  I.  où  se  coupent  les  paral- 
lèles KL,  IL  menées  par  chacun  d’eux  & la  conte  qui  passe  par  l’autre  ; 
c’est -à-^ire  que,  '' 

I*  € Si  ]>ar  chacun  des  poinls  milieux  de  deux  cordes  quelconques  d'une 
.»  hypçrbolq  éqiiilatere,  nji  Tm'mo  une  parallèle  à la  corde  qui  correspond 
»'Arputre,  lo  cercle  ipii  fmssera  par  ces  deux  points  et  par'ctdni  où  so 
» coupent  !<>s  parallèles  |«l^^era  aussi  par  le  conlTo  de  la  courbe.  » 

En  second  ligu,  's'o'u;nl  l’ti,  l’il  (Jîg.  174)  dotix  di-uites  quelconques, 
* situées  sur  le  plan  d’une  li]q>erbuiu  équilulerui  K,  leurs  pôles  rcspoc- 


F*0-  «74- 


tifs,  par  rapport  à cetto  courbe.  Concevons,  par  lo  point  Q,  la  parallèle  ’ • 

QC  à la  polaire  PII  de  ce  peint  ; la  copde  corrcsponrianlo  sera  évidemment  > 
partagée  en  deux  parties  égales  en  Q ; cür,  d’après  la  lliéoric  générale- 
ment connue  des  [lôles,  « le  diuméirc  d^uqè  ser  tion  conique  qui  renferme  , • 
» les  milieux  do  toutes  les  cordes  parallèles  à une  même  droite,  située  • 

■»  sur  le  plan  do  la  courb'e,  passe  aussi  |>ar  le  pôle  de  cette  droite.  » ' 
parla  mémo  raison,  si,  par  le  (X)inl  U,  fiôlo  do  la  droite  P(i,  on  mène 
la  parallèle  CK  à cette  droite,  rencontrant  la  preniinie  ab  point  C,  la  corde 
qui  lui  corres^rond,  dans  l’hyperbole  éqnllatère,  sera  divisée  en.  deux  par- 
ties égales  en  R;  ainsi,  les  points  R,  0 seront  les  milieux  des  droites  ou 
cordas  lindéUnies  RC.  QC,  qui  passent  respectivement  par  ces  poiqts  et 
sont  parallèles  aux  deux  droites  PG,  PU.  ’ 
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H salit  de  là  et  de  ce  qui  jirécéde  que  : > 

a”  « l-a  rirconférenoe  qui  jkissc  itar  deux  (loiiils  quelconques  R,  Q,  situés 
» sur  le  plan  d'une  hyperbole  équilatére,  et  par  le  qioint  L où  se  cou- 
» peut  les  parallèles  menées  par  charun  d'eux  ,à  la  polaire  IX!  ou  PU  de 
» l'autre,  jiasse  aussi  par  le  centre  de  la  courbe.  », 

•Il  est  d'ailleurs  évident  que  les  mêmes  choses  aur.iient  encore  lieu  si,  à 
la  place  de  l'une  des  deqx  droites  qt  de  son  pôle,  on  substituait  une  corde 
et  son  point  milieu  ; en  ipii  complète  la  ilémonstration  du  théorème 
énoncé.  t 

fvjl  arrivait,  dans  le  cas  où  lion  considéré  deu.\  droites  Pli,  Pli  et  leurs 
l»Jles  H,  Q,  que  chacun  de  ces  derniers  fût  situé  sur  la  droite  qui  cor- 
respond à l’autre;  c’est-à-dire,  si  le  point  Q se  trouvait  sur  PG  et  le 
point  R sur  PH,  les  parallèles  RL,  QL  so  confondraient  évirUnnnient  avec 
ces  droites;  donc  la  circonférence  <pii  renferme  le  centre  de  t’hj[)er- 
lioln  éipiilatére  correspondante  passerait  alors  piir  le  point  P où  se  ren- 
contrent ces  mêmes  droites;  mai.s,  d’après  la  théorie  des  pôles,  ce  point 
a évidemment  ponr  polaire  la  droite  qui  passe  par  les  points  Q,  R;  de 
sorte  que  ces  trois  |ioinls  sont  tels,  que  chacun  ft’çux  est  le  pôle  de  la' 
droite  qui  contient  le.s  deux  autres;  un  peut  donc  énoncer  la  pi-ujiosition' 
suivante:  ' 

Théorème  IV.  — Ixtrique  trois  points  siliu-s  sur  le  jilun  tPnnr  hvjtcr- 
bnlr  èquilirtèrc  sont  tris,  fine  rhacun  tPrtf.tr  rst  Ir  /ffilc  tic  la  limite  qni 
contient  les -ilrux  mftrr.t,  le  ferrie  ijni  /Misse  /mr  ers  trois  /joints  /Misse 
mtssi  /Mtr  le  rentre  tle  In  eniirlM’,  . . 

Qnatra  tangentes  AB,  BC,  CD,  DA  lyi)  k une  môme  section  co-  • 
niqtm  formçnt,  par  leurs  intersections  mutuelles,  un  qnadrilalèro  complet 

' • , •''■C  '7^-  ... 


Il 


TABCSD,  dont  les  Irolâ  diagonales  AC,  BD,  ST  sont,  comme  l’on  sait, 
telles  que  « cliacunc  d'elles  est  la  (Kilairo  de  l'intersection  des  deux 
autres;  » de'^ sorte  que,  si  la  courbe  est  une  hyperbole  équjtatère,  la  cir- 
conférence qui  passera  par  les  trois  points  P,  Q,  R,  intersection  des  dia- 
gonales, passera  aussi,  d’après  ce  qui  précède,  par  te  centre  de  la  courbe; 
d'où  résulte  ce  nouveau  théorème  : . ' - 
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Tiiéorkme  y.  — fii  Con  uiî-nc  qtmtrr  tongentvs  iiHcIcnnqiic.t  h une  h\-  , 

pi  rlhte  éi/uilntère,  le  rentre  de  ta  courbe  sent  situé  sur  Ut  rirron  férrnee 
qui  /Misse  /Mtr  les  trois  /loints  irintersèriion  des  dingonntes  du  ipmrtrdn- 
ière  eom/tlet  forme  jMtr  res  Inngentes  ; 

On,  ce  «)iii  revient  au  même  : ' . ' • ' ' 

Ia’s  centres  île  toutes  les  Jn/terl>ulcs  équUntèns  tnngentes  il  quutre 
droites  quelroniptes,  tnuées  sur  un  /dnn,  sont  situés  sur  ht  cireon  féirnee 
tT un.  ren  ie  unique  qui  /msse  /liur  les  trois  points  iC intersection  des  dut- 
gonnies  du  ipuulriliitèn- ronqdet  forme  juir  res  droites.  , 

D’un  autre  cêlê,  il  résulte  d'un  tliéurème  découvert.  |>ar  Newton  (Prin- 
ei/tes  nuilliémntiques,  rte.,  jiv.  I,  Lem.  XX\',  Corol.  III)  (jm* 

« Dans  tout  i[uadrilatére  circonscrit, à une  conique  (|uelconque,  les 
» trois  pointt)  milieux  des  diagonales  .sont  sur  une  droite  unique  qui  |>asse 
» par  Ib  centre  île  la  courbe  ; s ■ ' . 

Ou,  CO  qui  revient  encore  au  même: 

» I.es  centres  île  toutes  les  sections  coniques  tangentes  à quatre  droites 
» quelconques,  tracées  sur  un  même  ]>lan,  sont  situés  sur  la  droite  unique  _ 

■Il  qui  passe  )K<r  les  trois  points  milieux  dos  diagonales  du  quadrilatc^u 
» complet  formé  |>ar  ces  droites.  » 

Donc,  dans  le  cas  do  l'Iiyiierbole  équilatêre,  le  centre  de  la  courbe  se 
trouve  à la  fois  snr  la  droite  unique  dont  il  s'agit  et  sur  la  cireonlérence 
du  cercle  qui  pa^se  par  les  trois  points  P,  Q,  B,  où  se  croisent  les  dia-., 
gonales;  en  sorte  qu’on  peut  aussi  résoudre  ce  nouveau  problème  : 

Décrire  une  hipcrhole  équUatèrc  dont  on  a quntre  tangentes.  ^ 

En  effet,  ayant  iléterminé,  au  moyen  de  oe  qui  précède,  le  centre  de  la 
courbe' (et  il  y en  a évideipment  deux,  en  général,  qui  résolvent  la  i|uea- 
tion),  on  le 'joindra,  par  une  droite  avec  l'un  quelconque  P'despointsd'in- 
lerscction  des  .diagonales,  laquelle  ira  rencontrer  la  diagonale  opposée  BD, 
polaire  de  P,  en  un  point  X qui,  d'après  la  théorie  des  pôles,  sera  néces- 
sairement le' milieu  de  la  corde  correspondante,  et  par  conséquent  aussi  . 
le  milieu  de  la  partie  interceptée  par  les  asymptotes  sur  cette  diagonale; 
portant  donc,  à partir  du.  point  X,  deux  distances  égales  à UX  sur  la 
direction  de  la  droite  indéfinie  IID^v,  leurs  extrémités  appartiendront  aux 
deux  asymptotes  de  kl  courbe,  qui  ainsi  sera  jiarfaltement  déterminée  de 
grandeur  et  de  situation;  car  k»  point  qui  divisera  en  deux  parties  égales 
la  distance  interceptée  parles  asymptotes  sur  l'une  quelconque  des  quatre 
tangentes  données  sera  le  point  de  contact  de  cette  tangente. 

Supposons  maintenant  (jue  ABCD  soit  un  (piadrilatére  inscrit  à une  sec- 
tion conique  quelconque;  les  y>oints  de  concours  S,  T de  ses  côtés  oppo- 
sés et  le  ]wint  d'intersection  Q de  ses  deux  diagonales  simples  seront  en- 
core,'d’après  la  théorie  des  pôles,  trois  points  tels,  que  « chacun  d’entre 
eux-  sera  le 'pôle  de  la  droite  qui  passe  par  les  deux  autres  «;  dotic. 
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•i  la  courbo  est  uno  hyperbole'  éqailalére,  son  cenlro  se  Irouvera  situé, 
d'après  le  Théorème  IV  démontré  ci-dessus,  sur  la  circonléremco  du 
cercle  qui  passe  par  les  trois  points  Q,  S,  T,  et  par  conséquent  : 
Théorème  VI.  — Drms  tout  (iiinelrilutcrr  siniplr,  inscrit  h ttnr  Uyjht- 
Imle  ei/tiiltilcrp  cpirlcnm/iic,  !c  ccrclr  pin  stiiit  par  te^  deux  points  lie  con- 
cours des  côtés  opjtosés  et  pur  itspiint  tCintcrsrctivn  des  s/ingonn/es  /Misse 
aussi /inr  le  eentre  lie  lu  cuiirhe.  ..  . 

11  suit  de  là  ([ue,  (luaiul  quatre  peints  A,  B,  G,  D sont  donnés  sur  un 
plan,  on  connail  aussi  la  circonférence  «piL  passe  par  le  centre  de 
J’hypr'ibrilo  équilaléro  passant  par  ces  ([ualrè  points  (*);  d'ailleurs  lo 
Théorème  III  indique  dAniIres  circonférences  qui  renferment  également 
ce  centiv;  donc  il  est  entièrement  déterminé  dûqwsition  sur  le' plan  des 
quatre  points  donnés,  et  il  en  est  par  conséquent  dç  même  des  asymptotes 
de  la  courbe;  car,  si  Ton  prend  le  rtiitieu  K do  Tune  quelconque  CD  des 
distanecs  qui  sépa'rent  deux  à deux  les  ftoinls  donnés,  j'uis  gu'bn  porte, 
à partir  do  K,  sur  la  direction  infinie  de  CD,  deux  lontpieurs  égalc'S  à U 
distance  de. ce  même  point  ali  ccMtre-do  la  courbe,^  leurs  .extrémités  ap- 
'farliendronl  aux  asymptotes  de  cette  courbe.  Voilà  donc  une  nouxeile 
• soliilkiA,  très-directe  et  très-simple,  du  profilémo  déjà  résolu  plus  haut, 
dans  lequel  il  s’a.qil  do  décrire' une  hyperiiciU’  éi/uilalère  passant  />ar 
i/uatre  /loints  donnés  sur  un  jdnn.  ' 

On  peut  tirer  du  Théorème  III  d'autreA  conséquences  remarqiiebles. 

Que  A,  B,  G (,AjV-  >7<>)  soiimt  trois  points  quelconque^,  appartenant  à 
une  hyperbole  équilatèro;  .si  Tort  divise  les  côtés  GA,  CB  du  tri;inglo  ABC, 

. 1^*8-  ’l*’-  ' " • 


lormé  par  ces  points, ;Cn  deux  parties  égales,  aux  nouveaux  points  I,  K, 

r 

y ' ' - ' ' ' . ' 

(*)  On  l'eut  rein.irquer  qne,  k quatre  pniula  ttonnéa  snr  xio  phin , «xirres- 
pnodenl  tou)qur>  Irqis  qxiailiiiUtère'i  «niplex  diirerriits , niuLs  qui  toits  n'doB- 
nent  le*  mûmes  points  Q,  S,  _T;  en  sorte  que  la  circunl'àreuca  en  question  cul 
unique.  , ' . . . ■ . . , . , 


( 
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et  que,  par  rea  derniers,  on  meno  les  jtaralldles  IL,  KL  aux  cdlcs  CB,  CA, 
elles  viendront  so  coiumt  en  un  [xiinl  L qui,  d’apres  la  théorème  e.iié,  , 
apparliciidra  au  cercleqiii,  passant  par  I,  K,  passe  en  outre  par  Im-entro 
de  l’hvparbylo  équilatére;  mais  le  point  L se  eonfond  évidemment  avec 
la  milieu  du  troisième  côté  AB  du  lrian:^le  ABCj  donc 

Tiiéuhèhh  VII.  ■ — Dans  tout  triangle  inscrit  à une  liyjiçrlmle,  r</nilntùrr,  ■.  ' 
le  wreir  tfui  passe  par  les  tnùs  fàoinls  niilieux  des  rôles  jutssc  aussi  par  • . 

le  centre  d^  lu  rofirhc ; ' ' . ■.  • 

Ou,  ce  qui  revient  au  mémo  ; : » ' . 

Ls's  centres  de-  toutes  les'  Inpcrljoles  èipiiliilércs  circonscrites  h 'un- 
menw  Irianole  ipiclconqhe , sont  sur’ la  circonféfrncr  <ran  cercle  qui  ren- 
fcrnic  les  trois  points  niilieu  c des  côtes  tic  ce  trianole. 

î ■» 

' On  peqt’conclure  de  là  et  de  ce  qui  précède  que,  quand  un  <|uudi  da-  ■ 
tère  quelconque  AliCÜ  (/xÿ.  ij5)  est  inscrit  à luie  hj’jierbole  équilalère,  lo 
cenTiè  de  ta  courbe  doit  se  trouver,  ù la  fois,  sur  les  yrconfércnces  tie 
huit  cercles  dilTérenls.  . , , - 

En  e/Tot,  si  l’on  trace  les  diagonales  AC,  BD  do  ce  (|uadnlatère,  on  tdi- 
tiendra  quatre  Irhingles  inscnls  à la  courbe,  dont  les  points  milieux 
G,  H,  I,  K,  L;  M,  qui  .sdnl  aussi  ceux  des  .diagonales  et  'des  côtés  du 
quadrilalèVe,jiléterminer(>nt  un  égtd  nombre  de  circonférences,  passant  par 
le  ciuilre  de  cette  courbh;  d’ailleurs,  ce' centre  devra  aussi  se  irouvèrsur^ 
la  cjrcmiférepco  qui  renrernio  les  trois  points  Q,  S,  T,  où  so  eoupimt  les 
.diagonales  et  les.côlés  opposés  du  quadrilatère  (Théor.  VI);  et  11  én  sera 
de  mémo  encore  de  cliacuno  des  trois  circonférences  qui,- passant  par  les 
points  niilieux  do  deux  eôtés  opposés  oit  des  deux  diagonales  de  ea»  qua- 
drilatère, rexifermerait'aussi  lo  point  où  se  coupent  les  "deux  pacalleJes 
menées  par  chacun  d’eu.v  (Tliéor.  Ilf)  au  côté  ou  à ta  diagonale  qui  rein 
'ferme  l'autre,  ’ • • 

lai  point  pù;se  c6u|iont  les  buft  efreonférépees  dont  il  vient  d’étro 
question  est  béOéssairéinent  un'ujuu  ; car, "s’il  était  possible  ipi'il  y en  eût 
un  si'cond,  toutes  Ic.s  circonférences  devraient  y |iasscr  à la  fois,  eenimo 
par  le  jaremier'f  or,  toutes  ces  eiwonférences,  excepté  celle  qui  renferme 
les  points  y,.S,  ï,  et  pourvu-qn’on  no  combine  pas  entre  elles  celle.s  qui 
passent  .|iar  les' inifieyx  des  deux  côtés  opposés  ou  des  diagonales  du 
quadrilatère,  sont  évidemment  telles  que,  prises  deux  à deux,  elles  ont 
polir  intorsection  commune  l'un  'des  )K)ints  milieux  <lo  ces  côlé.s  ot  de 
\ces  dmgonalcs;  dune  il  faudrait  quo  tous  cés  points amlieux  fussent  con- 
fonduKcnun  s«d,  ce  qui  est  absuixle;  donc  onfin  le  centre  de  l'iiypqr- 
boleéquilatéro qui  passe  par  quatre  points  donnés  spr  un  plau  osl  imiquo. 

Si  l'on  fait  attention  à Ju  manière  parliculièro  dont  se  D'ouvo  déterminé 
le  point  dont  il  s.’agU,  rutatiiomunl  aux  cétès  et  diagonales  du  quodrila-  ■ 
tèré  ABCD,  il  sera  permis  d’ep  dédiitrO  celto  conséquence  générale  : 
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TitÉoiiKMK  Vül.  — Oiiiilrc  pointf  ctnnt  pris  <?  nAonlê  sur  un  plan,  il 
rxistr  un  nuire  imint,  rl  un  seul  /mini,- fol,  qu'en  le  joi^nunt  ftar  tics 
tlnuirs  nvre  les  milieux  des  six  ilistnnres  qui  sc/mrent  les  quatre  pre- 
miers lieux  il  lieux,  t nu"le  formé  jtar  deux  quelconques  tle  ces  limites 
est  é^id  à eelui  des  deux  distances  qui  (eur  corres/jondent,  ou  en  est  le 
supplément.  Ce  point  unique  est,  en  outre,  le  centre  de  C lir/>erùole  équl- 
Intérc  plissant  par  les  quatre  points  dont  il  s'agit. 

Ce  lliéorémc  souffre  pourtant  une  exception  qu’il  est  niTessaire  «le  si- 
gnaler; c’est  lors<pte  l'iirt  D (/".  176)  des  quatre  points  que  l’on  consi-" 
dèrt},  est  le  croisi'inenl  des  hauteurs  dij  triangle  ABC  formé  par  les  trois 
autres;  car  alors  (Théor.  1)  il  y a uno  infinité  d’hyperboles  équilatéres 
< passant  par  les  quî)tre^ points  A,  B,  C,  D;  et  par.  conséquent  la  position 
• du. centre  de  la  courbu  no  ^lurall  être  Unique;  elle  est  néce.ssairement 
indéterminée.  Or,  il  résulte  de  là  que  les  huit  circonférences  de  cercle 
dont  il  \i('nt  d’élrc  question,  et  qui  renferment  simultanément  le  éentre, 

. doivent  sf  confüiulrc  en  un  seul  et  même  ceiTle;  ce  qui"  donne  lieii'à  la 
proposition  suivante  appartenant  ù la  Géonjétrio  élémentaire  ; - ' 

TiitORKilK  IX.  — fx  renie  qui  /ms'sr  -fuir  lus  pieds  dos  jicrprndien- 
Inires  abaissées  des  somnwts  il’ un  l/iangle  quelconque  sur  les  côtés  reS- 
/MTtiivment  opposés f passe  luissi  par  lés  milieux  de  ces  tmis  côtés,  ainsi 
que  par  les  milieux  îles  distances  tjui  séparant  1rs  sommets  du  point  de 
emisement  des  jn-rpcndiculaires. 

J Démonstration.  — Soient  P,  0,  R »7C)  les  pieds  des  perpendicu- 
laires abaissées  des 'sommets  du  triangle  .VBC  sur  les  cétés  opposés,  .et 
soient  K,  I,  I,  les  points  miliçux  de  ces  côtés. 

Les  triangles  rectangles  CBQ  et  ABR  étairt  semblables,  on  aura 

BC:  BQ"  AB:  BR;  ' ! 

d’où,  à cause  que  K et  I.  sont  les  points  milieux  de  DC  et  AB,,  . 

BK.BR  = BL.BQ;  ’ • ‘ ’ 

c’est-à-diro  que  les  ipialro  {loinls  K,  B,  L,  Q appartiennent  à nne  même 
circonférence.  ' • • ' ' 

On  prouverait  semblablement  quedes  quatre  points  K,  R,  I,  P sont  sur 
i/h  cercle,  aussi  bien  quo  les  qnatio  points  P,  1,  Qi  L.  ; 

Cela  posé,  s’il  était  possible  que  les  trois  cercles  en  question  no  fussent 
pas  un' seul  et  même  cercle,  il  faudrait  que  les  direclions  des  cordes  ijui 
leur  .sont  deux  à deux  communes euncourussrml  en  uh  point  unique  ; or,  ces 
cordes  sont  précisément  les  côtés  du  triangle  ABC,  lesquels  ne  sauraient 
concourir  en  un  même  point;  donc  il  est  ég.lement  impossible  de  sup- 
t poser,  que  les  trois  cercles  different  entre  eux  ;.  donc  ils  se  confondent  en 
un  seul  et  mémo  cercle.  • ' ... 
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^Soient  maintenant  C'y  A'i  B'  les  points  milieux  des  distances  UC,  DA,  DR 
qui  séparent  le  point  de  croisement  D des  hauteurs  du  triangle  ABC  de 
-chacun  de  ses  sommets  respectifs.  Les  triangles  rectangles  CDR  et  CQB 
étant  semblables,  on  aura 

'CD:CR::CB:CQ,  . •' 


d’où , à cause  que  les  points  C et  K sont  lus  milieux  des  distances  CD 
et  CB,  ' . 

CC'.CQ  = CR.CK. 

c'est-a-dire  que  le  corde  quj  passe  par  K',  R,  Q passe  aussi 'par  C’. 

On  prouverait  dc_  la  même  manière  que  ce  cercle  |>assc  par  les  ilcux 
autres. points  A',  B';  donc  il  passe  à la  fois  par  les  neuf  ‘points  P,  Q,  R, 
I,  K,  L;  A',  B',  C'.  • ■ c.  0.  F.  n. 

.Les  théorèmes  qui  précèdent  sùbsistent,  en  tout  ou  en  partie,  et  avec 
des  modiricalions  convenables , dans  les  diverses  cf rconstancos  particu- 
lières que  pept  présenter  le  système  des  trois  ou  quatre  points  que  l’on 
considère,  et  qu'on  suppose  appartenir^  une  hyperbole  équilalère.  _ • . 

Par,  exemple,  si  l’un  A des  sommets  du  triangle  ABC  s'éloigne  à -rinfini 
des  deux  autres,  et  qoe,  par  conséquent,  les  côtés  CA,  .AB  deviennent  pa- 
rallèles'comme  l’exprime  la  Jîg.  177,  le  pied  R de  la  ircrperidicukiire  AR 


!77-'  . 


t ■ • f . 

•s’érartera  à l’infini  sur  BC,  et  il  en  sera  de  même  des  milieux  l,  J.  des 
côtés  AC,  AB  du  triangle  et  dès  points  .A',  6.',  C'",  par  conséquent,  une 
portion  tout  entière  du  cercle  qui  passe  par  ces  pôinis  sera  elle-même 
passée  à l’infint,  .c’est-â-^ire  qu’elfc  se  sera  confondue  avec  la  dcoite  qui 
coritienl.tous  les  points  à f'mfini  du  plan  de  la  (igure. 

Il  .suit  do  là  que  l'autro  partie  de  ce  cercle  sera  aussi  devenue  une  ligne 
.droite,  et -c’est  CO  qui  a lieu  en  ciïeti  car,(/’o’.  176),  .si  des  sommets  B,  C 
.on  abaisse  de.s  porpendiculaires  sur  les  côië.s  opposés  du  triangle,  leurs 
pieds  rcspeclife  R,  Q seront  en-  ligne  droite  avec  le  milieu  K du  côlé  BC- 
• II.  ' . . • 33 
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rkiDH  lo  ras  parlipuüM-  (]iii  nous  ocmpo  donc,  la  suiic  des  centres  des 
hyperboles  éqiiilaléres  appartenant  aux  points  A,  B,  G doit  se  trouver  sur 
la  droite  iridélinie  PKO,  comme  cela  a lieu  en  eflef.  ’ , ‘ 

Dans  la  même  Uypoilièse,  on  le  point  A s'éloigne l’infini  et  où  les 
eûtes  GA,  BA  ilcviennenl  par  rOnsé<juent  piKalléles,  le  point  de  eroiso- 
nvent  f>  des  trois  hauteurs  du  ttiangla  ABC  étaqt  au.ssi  passé  à l’infini,  il 
est,  dans,  ce  ças  partiridior,  Bien  ésident  que  c’est,  avec  les  trois  autres, 
un  quatrième  point  de  l'hyperbole  é'quilatere. 

Il  y a ici  une  remarque' essentiHIe  à faire,;  c’est  que,  bien  que  par 
quatre  points  jlonnés  à volonté  sur  ifti  plan,  on  puisse  toujours  faire  pas- 
•s«>r  unè  hyperholrt  éipùlaltre,  cepenckintj  quand,  deux,  dé  ces  |»ints 
doivent  être  silvés  à l'iidini,  il  n'est  pas  possible  de' s<‘  les  donner  arbi- 
irairen)ent  par  1e  système  de  deux  droites  quelconques  concourant  res- 
pectMometit  en  ces  points;  il  faut  néce.ssairemcnt  que  le.s  droites  dont  il 
s’agit  soient  perpendiculîiires  entTo  elIeS,  puisqu'elles  doivent  être  paixil- 
leleS  aux  asymptotes  (k!  la  courbe.  ' . . 

Si  le  Sommet  A du  trian.gle  ABGi  (^ji'.-i7fi),  au  lien  do  s’évarter  indéfl- 
nimeiit  des  deux  autres  B, G,  se’'rapprorhaLt,'‘au  contraire,  de  l'un  d’euxC, 
jusrpi'à  ce  que  lo  célé  AG  ^leviiit  infiniment  petit  ou  nul,  en  conservant 
toiq'ours  sa  direction  primitive,  lés  points  h,  K se  trouveraient  eux-mémes 
ra|)proctiés  à une  disUmee  iiilinfmenl  petite  l’im  rie  Paul re,.. sur  une  paral- 
lèle à AG  passant  par  le  rnitieu  du  côté  AB  ou  GB;  quant  au  point  mi- 
lieu 1 du  côté  AC,  il  serait  cdnfondu  avec  le  sommet  A. 

Soit  donc  AP  {-  fiff.  178)  la  direction  indviinie  do  la  droite  ipii  renferme 


las  deux  points-ou  sommets  confondus  en  un  seul  au  point  A,  et  soit  B. le 
troisième  point  ou  la  troisième  sommet  que  l'on  considéré  ; divisons  le 
double  côté  BA  en  deux  parties  égales  au  point  L"  par  la'  parallèle  LK 
à AP,  le  cercle  qui  pas.wra  .par,’ A ot  louchera  ta  parallèle  KL  en  L repré- 
sentera évidemment  celui  qui,' dans  le  cas  général^  contient  les  milieux 
des  côtés  (lu  triangle  ABC;  p;fr  conséquent  il  renfermera  la  suite  des 
centres  des  hyperboles  équilalères  qui  passent  par  les  .|Kjinls  A,  B et  tou- 
chent là  droite  AP  en  A.  Du  reste,  il  serait  faille  de  recomûiilre  ce  que 


■ EXTRAITS  DES  ANNALES  DE  MONTPHLLIER.  ' ' 5i5 

sont  devenues  les  aotres.  projTiélés  du  cercle  dontcil  s’ngil.  'et  d'en  dé* 
duire  divers. théorèmes  analosjues  aux  prorcdenls,  mais  qiirn'on  seraient 
que  ries  cas  particuliprs. 

, Ainsi,  le  moyetu|ue  nous  avons  indiqué  ci-deSsus,  pour  trouver  le  centre 
et  finalement  ios  asymptotes  d'üile  hyperbole  éqliilalère  assujettie  à [ws- 
ser  par  quatrb  points  donnés  sur  un  plan,  s'applique  très-bien  au  ras  pai“- 
tinilicr  où  l'on  su[qiosi'  ces  points,  en  tout  Ou  en  partie,  réunis  fieux  à 
deux  oh  un  seul  sur  des  droites  ou' tangentes  dont  la  direelion  est  assi- 
gnée;'ainsi  que  le  ixiint  do  contact,  comme  il  .s'apfdiqiu!  aus-si  Ires  bien 
à celui  où  u5  ou  deux  de  ces  mémcîi  points  passent  à l'inlini  sur  des 
_ drott(*s  dont  la. direelion  est  également  assi..qiée. 

Mais  quand  on  ne  se  donne  quu  trois  points  de  riiy|H’rl)o1e  étpiilatere 
avec  une^Aangonte  (pielconqiie,  if  n'est  plus  possible  df*  délcrnibier  de  la 
même  manière  lo  cen|j'e  do  la  courbe,  Car  alyrs  on  n'oblicnt  ipi'iin  seul 
ccrtl&donl  1$  circonférence  renfurme  ce  cenlie;  il  faut  dpnc  avoir  recours 
au  pro.rédé  indiqué  plus  haut , au  moyen  duquel  on  peut  obtenir  diroc- 
lement  iiri  quatrième  point  do  Iq  courbe'  ; ce  qui  ramène  le  iiroWèine  à 
celui  Où  il  s'agil  de  décrire  utw  seetwn  land/uc  dont  on  a quutrv  jxtints 
et  une  Utngenlc.  • ■ i » 

Enfin,  quand  on' se  donne  deux  poinls  et. denx  tangentes  quelconques 
dè  l'hyperbole  équilatére,  ou  seulement  un  point  eHrois  tangentes  quel- 
conques. les  deux  procédés  dojil  il  s'agit  sont  également  en  défaut.  Néan- 
moins, dans  le  premier  de  ces  deux  cas,  on  trouvo  encore  nii  cerrlé  fhmt 
la'-circonfén'uce  renferme  le  centre  de  la  courho;  ce  qui  donné  lieu  à ce 
nouveau  theorème  . • * 

, TiiÉonÈMK  X.  — Iji’S  rrjttres  de  tiniles  les  hyperboles  ly/iiil/ilères 
tangentes  ît  deu.r  limites  et  fnissnnt  pur  deux  points  (lonnes  sur  un  plan 
so/il  tflutis  sur  une  circonférxni  e de  ccrt  le  iinirjite: 

Dans  lo  mémo  cas,  on  parvient  à déU’rrâiner  d'uno  magièré  très-simple 
un- système  dc'deux  droites  dont  l'inleiseclion  avec'lo  cercle  on  question 
demie  encore  ki  position  des  centres  des  quitUe  liyperboltis  équilatères 
qui  résolvent  le  prublcmby  mais  la  démonsiratiuii  de  ces  diverses  prO{io- 
sUiufis  exigé  l'emploi  de  principes  qui  sont,  jusqulà  un  rorlain.  point, 
étrangers  à l'objet  actuel  de  eel  article.  v ' ' 

Oh  U vu,  dans  ce  qui  précède,  le  rôle  qu'on  (lOul  faire  joiier  aux  dif- 
férents licipt  des  centres  des  sections  coniques  assujetties  à certaines  con-  . 
ditions,  pourfixer  entièrement  la’posilion  du  centre  deda  courbo,  etqiar  • 
coiiséquenl.  celle  dexelte  courbe  elle-même,  quand-  lo  noto'brü  de  ros.con- 
dilkiAs  ne  laisse  plus  rien  d’arbitraire  ni  d'iiulèlprminê.  jl.  se  présente', 
^ ce  sUjcl  uno  -question  fort  intci  essan.le , et  qiii  ^ncus  semble  n'avoir 
pas^dlscorè-  été  résolue  d'uno  manièro  complète  .“Çl  dans  lolile  àt  géniS- 
ralilé  i qn  vomi  l’énoncé  ; '.  y • S ■ -i  , ~ ' 

Déterminer  quelle  est  ht  rnitnn^'rle  ht  rourbr  qui  renferme'  1rs  rentres 

. . 33.  . ■'  ' 
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de  loutcs  les  sections  ronii/iies  assujetties  à qutUre  conditions  telles  que  de 
passer  par  ries  fsoints  ou  de  toucher  des  droites  données  sur  un  plan. 

Aux  divers  cas  parliuuliqrs  dont  il  a déjà  été  question  dans  le  présent 
Article,  et  dont  le  plus  remarquable  est  sans  contredit  celui  qqi  résulte 
du  théorème  cité  de  Newton,  sur  le  quadrilatère  circonscrit  à une  sec- 
tion conique,  nous  ajouterons  les  Suivants,  qui,  si  nous  ne  nous  trom-  , 
pons,  n'ont  pas  jus(ju'ici  été  démontrés  ou  résélus  : , ' 

Les  centres  de  toutes  les  sections  coniques  assujetties  h passer  par 
quatre,  points  donnés  sur  un  plan,  sont  .situés  sur  une  nutre^  conique 
passant  par  les  jmints  où  se  coupent  les  deujc  diagonales  et  les  côtés 
op/uisés  du  quadrilatère  corn\si>ondtait  aux  quatre  //oi/tts  donnés,  . 

Les  centn:s  de  toutes  les  sections  antiques  assujetties  à toucher  tleux 
droites  et  à passer  /nir  deux'  jujints  donnés  sur  un  plan  sont  situés  sur 
une  autre  section  conique  fuissant  par  te  point  d’intersection  tics  deux 
droites^  /utr  le  milieu  de  la  distance  qui  sépare  entre  eux  les  detix  points, 
et  jtar  le  milieu  de  la  partie  interrepire  par  ces  droites  sur  la  direction 
indéfinie  de  celle  qui  ren  ferme  les  deux  mêmes  points  (*)..’ 

• • • ' ' 

• • V.  . ■ 

RECUEnUHES  niVERSES  SCR  LE  LIEU  DES  CENTRES  DBS  SECTIONS  CONIQUES 
ASSUJETTIES  A QUATRE  CONDITIONS,  ET  SOLUTION  DE  DEUX  PROBLÈMES 
PROPOSÉS  A LA  PAGE  372  DU  TOME_  XI  DES  ANNALES.  . ^ ’ 

(T.  XII  de»  d anales,  i"  février  182».) 

Problème.  Déterminer  le  lieu  des  rentres  de  toutes  les  .sections  co- 
aù/ues  ipii,  toiuhiint  à la  fois  deux  droites  données,  passent  en  outre  par 
lieux  points  donnés  ? ‘ ' 

.Solution.  — Concevons  une  droite  par  les  denx  points  dont- il  s'agit; 
sa  direction  indérinie  sera  celle  d'une  sécante  commune  à la  fois  à toutes 
Tes  sections  coniques  proposées  ; ainsi , nous  pouvons  poser  la  question 
d'uné  manière  plus  générale,  comme ‘il  suit  : 


(*)  Je  supprime  ici  Une  note  où  M.  Uergonne,  rappoLuntson  Heganté  et  gé-  ' 
ncralé  solution  du  problème  dés  sphères  et  des  cercles  taii|;en(s,  émet,  coBune 
moyen  d’cmulalion  peniiis  au  rèdaèteur  d'uu  Journal.  INipinioo  que  le  pro- 
hième  proposé,  p.  'jjj  dn  t.  VIII  des  Annales,  où  il  s'ayit  de  décrire,  mie  co- 
nique qui  en.touqhc  cinq  autres  sur  un  plan,  est  ' peut-être  susceptible  d'une 
construction  élcflanle  et  facile.  Mais' l’Article  ci-après  et  scs  propres  recher- 
che» allalytlqucs,'i/i»crée»  au  t.  XI  de»  Annales,  ont  dû  convaincre  M.  Cergonnr 

qu’il  n'en  pouvait  tire  ainsi.  (Note  de  i8â3.j 
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Quel  est  le  Heu  îles  centres  de  toutes  les  sections  c.oniiiiies  i/iii , nviint 
une  enrfle  commune,  toiiclieniieut  en  outre  deux  droites  données  ? * 

• La  corde,  commune  donnée  pouvant  être  aujisi  bien  une  rw/c  idénlr 
qu'une  corde  réelle,  relativement  à toute»  les  sections  coniques  dont  il 
s’agit  (*),■  et  le  système  de  ces  dernières  devant  jouir  des  mêmes  pro- 
priétés dans  les  dcOx  cas,  on  |»cut,  en  général,  considérer  ce  système 
comme  |a  projection  on  perspective  d’un  autre  système  composé  de  cir- 
conférences de  cercles,  pour  lesquelles  la  corde  ou  sécante  commune  est 
passée  tout  entière  à rinrini;  mais,  dans  ce  nouveau  système,  les  centres, 
des  sections  coniques  seront  évidemment  représentés  par  les  pèles  de  la 
droitdqui,  sur  le  plan  des  sections  coniques,  est  elle-même  à l’infini  ; car 
■|a  polaire  du  centre  d’une  telle  courbe  est  nécessairement  à l'infini;  donc, 
la  question  est  ramenée  à celte  autre  purement  élémentaire  : 

QurJ  est  le  lieu  des'  ptHrs  iriitie  droite  donnée,. /nir  rapport  à une  suite 
de  cercles  tangents  à la  fais  à deux  droites  données  sué  un  plan? 

Or,  ces  cercles  présentent  deux  séries  bien  distinctes  : l’une  qui  ap- 
partient à l’angle  même  formé  par  les  deux  droites  données,  l’autre  qui  . 
appartient  au  supplément  de  cet  angle.  Bans  l'une  et  l'autre,  les  centres 
des  cercles  demeurent  sur  une  droite'qui  partage  l’angle  corrcsi»ndanl  en 
deux  parties  égales,  tandis  que  les  cordes  de  contact  avec  lescôli'isde  cet 
angle  se  meuvent  parallèlement  à elles-mêmes  et  à la  ligne  des  centres  de 
l'autre  série,  e’esl-à-dire  concourent  avec  elle  en  un  [wint  de  la  sécante  à 
l’infini,  coipmun'  à la  fois  à tous  les  cercles;  enfin,  H est  facile  de  prou- 
ver, soit  géométriquement,  soit  analytiquement,  que  le  lieu  des  pèles 
d’une  droite  quelconque,,donnéc  sur  le  [dan  de  ces  cercles,  est,  pour  cha- 
c'unb  des  séries  dont  ils  so  composent,  une  section  conique  passant  par 
le  sommet  commun  des  angles  que  l'on  considèr'e,,el  toucliant  en  ce  point 
la  droite  des  centrés  qui  lui  correspond.  Si  donc  on  se  reporte  à la. figure 
primitive,  où  les  cercles  sont  remplacés  par  des  coniques  quelconques 
ayant  une  séc'ante  commune,  on  en  conclura  sans'  pciqo  : , 

. 1“  'Qlie  ces  sections  coniques  forment  deux-  séries  distinctes  dont  les 
cordes  de  contact  avec  les  droites  données  pivotent  sé])arément  sUr  deux 
points  fixes  placés  sur  la  S(k:antc  qui  leur. est  à la  fois  commune. (**),  et 
divisant  ftarmoniipwment  ou  en  segments  proportionnels,  tant  la  co'rde 
correspondante  que  la  [iortion.de  la  sécante  comprise  entre  les  deux  droites 
données;  , - 

Que  ces  deux  points  fixes  sont  en  outre  tels,  que  l'un  quelconque 


(*)  T'oie,  sur  \es  cordes  idéales,  etc.,  le  Rapport  à l'Institut  insoné  à la 
p.  6j,  t.  XI,  des  dnnales.  (/Vote  ancienne.) 

f**j  Mémoire  iur  lis  lignes  du  second  ordre,  par  C.-G_  Krionçlion,  «<*■  XV 
«t  XVl,  p.  ig  et  *0,  * ■ , . ‘ . ' • {A'çte  ancienne). 
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d'entre  eux  est  le  pùle  Je  J»  droite  qui  pusse  par  l'auU'o  et  par  le  som- 
met del'ani^le  desdruites,  relulivcinent  à touljes  les  sections  coniques  pro- 
pdsées;  . ' * -i 

3"  Que'le  lieu  des  rentres  de  l’une  qnulronqüe  des  séries  formées  per- 
ces sériions  roni(iue^ést  lui-inéme  une. autre  serlion  roriiquc'passant'par 
le  sommet  de  fan.tîle  <les  deux  droites  données,  et  loilcliant  eh  _cq  |X>inl  la 
polaire  du'poinl  sur  lé(iiiel  pivotont  les  cordes  de  ronlact  appartenant  à 
cette  série".  ' ‘ ■*  - ‘ ^ " 

La  discussion  apprend  cri' outre  ; 

I*  Que  chacune  des  deux  courbes  dés  centres  fiasse  par  le  milieu  de' la 
dislance  qui  sépare  entrt*  eim.  les  deux  puinis  duunés  et  par  le  milieu  de. 
hi  (»rlje  inleréepice  par  les  droites,  données  sur  la  (brerlion’dé  la  sé-' 
caniccomrhune- qui  coritient  les  denx  méme.'î  points,;  - . ’ 

5°  Qn'i'titin  le  centre  cümlnun  des -deux  courbes  dont  il  s'agit  est  au 
point  milieu  de  1a  distance  (pii.sépare  le  sommet  de  l'angle  des  deux  droites 
données  et  le  point  milieu  d(^à  "mentionné  do  la  distance  rpii  s'é|>arc  les' 
deux  points  donnés. 

D après  rela,  on  voit  que  les  deux  sections  coniques,  lieux  des  centres 
des  proposées,  né  dilîerenl  entre  elles  que  par  lu  direction  de  la  tangente 
aif  sommet  de  l an.gle  des  deux  droites  données.  • . , • 

Comparons  maintenant  ces  résultats  avec  ceux  de  lit  page  3<j5  du  l.  XI 
des  Aniinlcs.  . ' . ' 

Soient  CX,  CV  \ 179)  le»  deuj_droites  données,  prises  respective- 

ment. comme  àJ’cmlroit  cilé,  pour  axes  desj  et  des  r;  "nommons  pareil- 
lement O,  h,~a\  b'  les  coordonnées  des  poinLs  donnés  A,  A'.' 

Cela  (Kisé,  on  aqra  d'abord,  |>our  l'équation  de  la  droite  AA',  * ■ . 

• - . . I b- b',  . ' -v': 

* ' 

% ' ' ■ * 
Soient  x',  y les  coordonnées  du  milieu  /•  de  la  partie  XV  de'  celle  'droite 
interceptée  entre  les  axes  fiions  aurons  ‘‘  • .. 


l 'nb!  — M 


I nh'  — ba' 


et»',  r'-élant  les  coordonnées  du  milieu  I-de  li  dis.tq^o  AA',  . 


Enfiii  Ce"',  y*  étant  les  cbordonnée.s  du  niiluBu  O de  Cl,  nous  avqhs  ■’  . 
4 déterminer  la  direclion  des  droites  CP,  CO, 'qui  passent^pa^ 


. ) 
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l’oristneC,  et  .renferment  )cs  poinU  1’,  y sur  lesnuels  pivotent  les  cordes 
de  eontact  respeclites  ip>fnrietianl  aux  deux  séiies  de  sert  onS  (uni(|ues^ 
proposées;  car,  d'apres  eè  quF  précède,  on  aura  tout  eo  ip)  il  fuul  pour 
détermiiu'r  complètement  lu  lieu  des  centres  de  ces  séries. 

Soient  a,  6 les  coordonnées  do  l’un  I’  des  deux  points  lixos  dont  il  s'agit  : 
l’équation  de.  la  droite  correspondante  Cl’ st>ra  .. 


en  faisant,  pour  abréger,  fi  =;>.*•  de  sorte  quo  tout  consistu  à déter-  . 
miner  ï.  _ ' . 

On  pourrait,  à ecl  effet,  employer  le  calcul  algébrique;  mais  il  exi.gc- 
rait  une  suite  d'opérations-  très-pénibles.  On  parviendra  plus  simplement  ' 


lüe  I7<j.- 


au  mémo  "but  en  employant  les  relations  obtenues  par  la  Géométrie.  En  ' • 
etTct,  indé|.en<iammcnt  de  celles  déjii  signalées,  ci-dessus,  et  qui  sidlisent 
pour  déierminèr  le  point  P que  I on  considère  en  particulier,  an  à encore 
la  Süivanle,  qu'il  sej'ail  'àu  surplus  facile  d'en  déduiee,  si  iléjà  ello  ne  se  ' 
trouvait  toute  établie, 

■ • ' ‘ , PX’  , AX  A'X  , . :• 


(.*)  fou'  It*  11^  XV  du  Mefliorre 'prérédeiAnienl  cité  de  Brianchon.  ^ ^ 
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Mais,  on  abaissant  de  l'un  quelconque  A des  deux  points  donnés  It^s 
coordonnées  Aa,  Ab  sur  les  axes  CX,  CY,  on  a,  par  les  triangles  sem- 
blables AaX,  Ab  Y,  C.XV  : 


d’où  l’on  tire  , 

On  aurait  de  mèmè 

et,  do  plus,  . 


^ _ XY  ^ 

Aa  “ CVj  Ab  ^ CX  ’ 

.^^CX^^CXA 
AV  CV'Ab  CY'«' 

^ _ CX  7/ 
A'Y~CVÔ'’ 

re _CX  P_CX  . 

I>Y  ~ CYi'a“  CY'^'’ 


donc 


^ (^y  ÈK- 

AY  ' A'V  V tv  j ■ ««'  - \cy)  ’ 


* 


et  par  constkiuenl 


Décès  deux  valeurs,  l'une  appartient  évidemment  an  point  P que  l’on 
considère,  et  l'autre  au  point  Q,  puisque  res  deux  points  doivent  jouir  des 
mêmes  propriéh's.  D’après  cela,  on  a tout  ce  qu’il  faut  pour  déterminer 
les  éléments'  des  courbes,  lieux  des  centres  des  coniques  propo-^és;  car, 
en  ne  considérant  que  l’ime  d’entre  elles,  puisqu’elle  passe  i>ar  l’origine 
son  équation  sera  de  la  forme  ■ 

J.T'  + Sy  + iCxr+:iyi'x  + iB'y=o.  • 

On  exprimera  qu’elle  touche  la  droite  CP  (Annales,  t.  IX,p.‘i3i),  oo 

écrivant  ’ 

. V2î’  = o;  • - ' 

et,  comme  elle  doit  de  plus  passer  par  le  point  K,  milieu  de  X}'.  el 
avoir  son  centre  au  milieu  O de  CI,  on  aura  encore 

Ax'‘+P.r'^+^Cx'y'A~^A'x'+iIl'r'=^o,  ’ , . 

Ax"^C/+A'=o,  B:^-"-hCir+n'^o..  w 

• ' ' t 

Remplaçant  donc  x’,  y,  x'^.y  " par  leurs  valeurs  trouvées  ci-dessus,  cr*? 
trois  dernières  deviendront  • , ■ 

{à-a’Y{(il>'-y-bh')A—i{l,-b'){a  — fi')'A'-i-(b  — by{fil)'—ba'^IS 
4-  4 («  — «')  (è  — A')’ 21'—  2 ( O — o')  {{'—  b').{ab — bn')  C = o, . 

{n  + n')  A-\-(b-\-b']Ç-^  ^ A' = V,  - • r 


r 
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l’uiir  rapprocher  res  riîstillals  île  ceux  obtenus  l.  XI,  p.  3g5  ^n  -yin- 
niifi-x,  il  ne  s'asil  plus  ipie  ilo  miilliplier  par  ordre  les  deux  équations  qui  ^ 
prérèilenl;  car.  si  tout  est  exact  de  part  et  d'autre,  on  devra  obtenir  une 
éipiating  du  ipiipneme  de,;ré  qui  ne  pourra  différer,  au  plus,  que  par  urf  fac- 
teur fonrtion  des  données  de  celle  à linpielle  on  est  parvenu  </u  même  en- 
droit. Cette  opération  est  géressairement  tres-lon;iue  et  l.à*s-laborieuse  ; 
néamnoius  nr'us  avons  eu  le  couriHte  de  l’eistreprendre,  cl  le  plaisir  d’en 
voir  ré.ssortir  iiim  vérilicalion  cniupléte  des  raisonnements  géométriques 
ci-dessus,' qui  s'étendent,  comme  on  le  voit,  au  cas  où  les  points  donnés 
sont  imagiiialTe.s  et  où  la  droite  XV,  ipii  jiasse  par  ces  points,  est  que  sé- 
cante idéale  éomnume  à toutes  les  sections  coniques  proposées. 

En  multipliant,  en  effet,  nos  deux  équations  entre  elles,  développant  et 
oliservaiil  quç  les  diverses  fonctions  '• 

,in'[/>  + l/y-hb‘(n  + »'Y,  na'(l,-b'y -bO' / 
lui' [Ir-^ />’')  — bl/ [a' + — (ab  — «’//)(«//  — én'),'  ' 

• (/i-f- '#')’(/;  — l/'Y — (h-^b'Ÿ(a  — «')’  . ' 

, — , 

' 

sont"  é(|uivalenles  entre  elles,  on  trouvera  que  tous  li*  termes  de  l'équa- 
tion résultante  sont  exactement  divisibles  par  la  quantité  constante 

un'  • . 

Supprimant  doric  ce  facteur,  on  parviendra  à l’équation  du  quatrième, 
degré  > 

[b-b'Yj:'-^{n  + a')[b-\-b'Ÿ[b-bf)x'r-it(a  + n')[h-ir:b'Ÿ(a-'i^Sx)' 
-{-[■n^a'Yy +[^[„-nY  (b- b'Y+t- nu’ (b ^b'Ÿ  + Ub' (a- dy\ d'y 
-f-  4 ( r?  + r/)  ( A — Zi')’ x*—  4 ( rt -+- n' ) A — b'Y~  bl>'[a—, u‘  J*]  x)-* 
-f-4(A-l-A',)(rt-/ï‘)>/_4(A-(-A')[aAA'io-o'i’-W(A-A')*]x’r- 
-t-  4 ««'[««'  Ja  - rd)>  _ AA'  ( A - A')’] yyi-^bb'[6l>’[a  — «'J’ ^ ad  ( h - A'J’J x’  = o ; 

I ' . . 

or,  c’est  à cela  qde  revient  exacienaenl  l'équatlun  de  la  p.  3<)3  du  t.  XI  des 
y4nnalrs,  en  la  dévelo'p|>anf  et  l’ordonnant  comme  cellivçi-  Ainsi,,  cçïfè 
• vérpiarion  est  déeumposable  en  denx  facteurs  rcpréiynranl  chacilb  une  ^- 
Tion  Conique,  conformément  à ce  qui  avait  été  annoncé.  ^ 

Supposons  qu’il  s'agisse  de' rcclierclier^  parmi  toutes  les  seittiofts  coni- 
ques qui',  passant  par  les  differents  |KÙnls  .A,  A'  Iqacbenl  tés  droites  don- 
né<%CX,  ÇY,  rellçs  d'entre  elles  qtii  sont  en  même  temps  des  hv)>ert>oleg 
équdaléres , ces  hyperboles  pouvant  faire  partie  de  l'une  ou  de  l'aulm  «é-'i  , 

rie' (je  sectidns- coniques  prupost^  Supposons, 'poitr  plus  de  simplicité 
encore,  qu’on  se  borne  à celles  dont  les  cOrdee  Ile  contact  avec  la  droite 
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donnép  passent  toutes  par  lo  point  li\u  I’.  D’après  ce  tpri  préièrtc,  rus 
hypcibolrs  lievropt  avoir  leur  centre  rpielquc  part,  sur  une  section  co-  • 
nique,  passant  par  C,  I,  K,  ayant  hi  droite  Cl  |Ktuè  diamulre  et  CQ  pour 
. tan.qenle  à l'extromilé  C do  ce  diamètre;  ale  telle  soiie  que  la  parallèle  IL 
à C(J  sera  tangentje  a l’autre  extrémité  I de  ce  djamelre.  Tour  résoudre 
entieremant  la  (|ueslioii,  il  nes'agit  doue  plu>que  de  trouver  une  seconde 
ligne  qui  nmreruie  égalenic'iit  le^  centres  des  hyperboles  é.riiilatéres;  car 
on  aura  lunl  ce  qu'd  faut  pour  les  déterminer  d'uno  manière  complète 
(■Théor.  VI,  p.  73),  r ‘ 

Nous  avons  vu  ci-dessus,  que  la  droite  IX)  n'était  autre  chose  que  la 
|>ülaire  du  point  P,  par  rapport  à toutes  les  sections  coniques  passant  ■ 
par  A,  A' ut. touchant  les  deux  droites  données;  donc,  elle  est  aussi  . la  po- 
laire de  ce  poirit  par  rapport  à chacune  des  hyperboles  que  l'on  cherche; 

' inais,.d’Un  autre  côte,  1 est  le  point  milieu  de  la  curde  .V.V',  commune  à 
çes  hyperboles;  donc 

« Si,  par  chacun  des  points  I,  P,  on  mène  une  parallèle  à la  )>olaire  ou 
» à la  corde  qui  passe  i»ar  l’autre,  le  cercle  cpii  contiendra  ces  deux 
B points  et  celui  ou  le  coupent  les  |iarallèles,  passera  aussi  par  lo  centre 
» des  hyperlwles  cherchées  (Théor.  III,  p.  üg), 

• Il  résulte  évidemment  do  là  que  le  cercle  qui  passe  par  I et  P et  louche 
la  parallèle  IL  à la  polaire  CQ  de  P doit  renfermer  les  contres  dos  hyper- 
•boles  équilatères  cherchées;  do  sorte  que  ces  centres  doivent  se- trouver 
à d’intersection  de  ce  cercle  et  de  la  section  conique  déjà  construite, 
eyanl  IL  pour  tangente  commune  avec  lui  au  point  I. 

• Le  point  I ne  pouvant  être  évidemment  lo  centre  d'une  hyperbole  équi- 
lâlére  satisfaisant  aux  conditions  du  problème,  il  s'ensuit  que,  relative- 
ment à la  sririo  de  sections  coniques  que  l'on  considère,  et  dont  les 
cordes  de  contact  passent  par  P,  le  problème  ne  peut  avoir  que  deux  so- 
lulioné  au  plus,  et  par  consécpieut  quatre  solutions  seulement,  quand  on 

’ le  considère  dans  toute  sa  généralité.  On  peut  d’ailleurs  éviter  entière- 
ment le  tracé  de  la  section  conique  auxiliaire  lieu  des  centres/  en  obrer- 
vant  que  .tout  consiste  à recberebur  les  iminls  d’intersection  du  cercle 
•orrespondanl  avec  la  sécante  commune  à ce  cercle  et  à lu  section  co- 
nique auxdiaire.  ' ■ ’ 

Dans  un  ouvrage  qnu  je  ferai  para'dre  incessamment,  je  donnerai  le 
moyeu  de  construire  directement.,  la  sécante  commune  au  système  de 
dèux  sections  coniques  qui  se  touchent  sur  un  plan,  ^ans  recourir  au 
tracé  des  deux  couibes.  Il  serait  trop  long  de  développciî  ici.  le  principe  . 
(fè-cette  conslroclion  ; c’est  (lourquol  je  me  bornerai  à indiquer  la  solu- 
tioti  appliquée  au  cas  particulier  qui  nous  üccu|K‘.  Un  sait  d’ailleurs 
construire  les  deux  points  P,  O ( Mémoire-cité  du  Drianibon]  : tout  cou-' 
aiste,  en  effet,  à faire  passer  un-cen-lu  quelconque  par  les  points  don- 
nés A,  A';  menant  ensuite  des  puints  X,  V,  deux  paires  de  tangentes 
»ce  cercle, -et  joignant  deux  à deux,  pur  des  druitesr  lc§  points  de  con- 
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ÿ tact'qui  n'appartiennent  pas  à une  même  paire  de  tangentes,  res  quatre 
^ dnriles  dortneront  évidemment,  par  leur  croisement  mutuel,  les  deux 
^jxnnts  P,  Q doi»l  il  s'agit.  ' 

Osla  posé,  soit  G le  second  point  d’interéertioh  de  CI  et  du  cercle  qu. . 
renferme  les  centres  des  hyi>er,boles  équilalères  que  Ton  considère  en 
particulier  ; en  menant  PG, ‘celle  droite  ira  rencqntrcr  la  droite  CK  en 
un  premier  point  .c  de  la  sécante  commune;  menant  ensuite  la  tangente 
au  point  G du  cercle,  cette  dernière  droite  ira  rencontrer  CQ  en  un  se- 
cond point  je  de  la  sécante  commune,  qiii^e  trouvera  ainsi  complètement 
déterminée,  et  coupera,  en  général,  notre  cercle,  en  deux  points , qui  se- 
ront les  rentres  des  hyperboles  demandées. 

On  Aoit,  d'après  cela,  en  quoi  consiste  l’inadvertance  commise  dans 
, l’énoncé  du  Théor.  X,  p.  7g  du  IV  article  : on  n’y  a considéré  qu’un  seul 
cercle,  au  lieu  de  deux  qu’il  fallait  envisager,  et  l’on  a'  appliqué  à ce 
cercle  unique  les  propriétés  qui  lui  appartenaient  en  commun  avec  l’autre. 
'Voioi  donc  le  nouvel 'énoncé  à substituer  au  premier  : 


Jjes  centres  de  tonies  les  hy/ierlmles  équdatères,  au  nombre  de  quatre 
an  plus,  tangentes  à deux  droites  et  jsassant  futr  deux  /xùnts  donnés, 
sont  situés  sur  deux  eireonférenecs  de  cercle  distinctes,  aux  inlersee- 
tians  respcctii'cs  de  eos  circonférences  et  de  deux  droites  faciles  à déter- 
miner. ' • . 


D'après  ce  qui  vient  d’étre  dit  sur  le  lieu  des  centres  des  sections  co- 
niques assujetties  à pa^r  par  deux  jwints  et  à toucher  deux  droites 
données,  on  pourrait  penser  que  le  lieu  des  centres  des  sections  coniques 
assujetties  à passer  par  trois  [loints  et  à toucher  une  droite  donnée,  qui 
se  présente,  cotnme  le  premier,  sous  la  forme  d’une  courbe  du  quatrième 
degré,  doit  aussi  être  le  système  de  deux  sections  coniques,  et  que,  con- 
séquemment,  le  premier  membre  dé  l'équation  du  quatrième  dogré_  qui 
exprime  ce  lieu  doit  être  décomposable  en  deu;t  facteurs  dii  second  dpfiré.  • 
Hais  si,  considérant,  comme  ci-dessus,,  une  des  sécantes  communes  à 
toutes  leâ  sections  coniques  proposées  qui  renferment,  deux  à deux,' les 
trois  points  donnés,  on  suit  la  figure  en  projection  sur  un  nouveau  plan, 
de  manière  que  toutes  ces  sections  coniques  deviennent  des  cercles,. les 
centres  de  ces  sections  coniques- se  trouvant  toujours  représentés  sur  le 
nouveau  plan  par  les  pôles  d’une  droite, quelconque  relatifs  ailx  cercles 
dont  il  s’agit,  on  aura  â. considérer  dans  la  projection  : • - _ 

« Quel  est  le  lieu  des  pôles  d’une  droite  donnée,  par  rap|M>rt.à  une 
» suite  de  cercles  touchant  une  autre  droite  quelconque,  et  passant  en 
» outre  par  un  point  fixe  aussi  donné  de  position.  » 

Or,  tandis  que,  dans  la  première  question  |M>sée  ci-dessus,  la  suite  des 
centres  des  cercles  se  trouvait  sur  deux  droites  distinctes,  on  voit  qu’ici, 
au  contraire,  la  suite  de  ces  mômes  centres  est  sur  une  .parabole  ayant 
In  point  donné  pour  foyer  et  la  droite  tangente  aux'cercles  pour  direc- 


"Digitized  by  Google 


EXTRAITS  DES  ANNALES  DE  MONTPELLIER.  313 

Irice;  de  sorte  que  tous  ces  cercles  ne  forment  qu'une  seule  et  unique 
série  non  décomposable  en  deux  autres  distinctes,  une  section  conique 
quelconque  pouvant  être  considérée  comme  rqtrésentanl  le  systémo  de 
deux  lignes  droites  non  séparables;  il  est  donc  naturel  de  croire  que, 
quand  le  centre  du  cercle  variable  considéré  (larcourt  une  parabole,  le 
lieu  dns  pèles  de  la  droite  donnée  n'est  plus  simplement  le  système  do 
deux'  sections  coniques  distinctes,  mais  une  courbe  essentiellement  du 
quatrième  degré. 

^n  reste,  quand  le  point  par  lequel  passent  tous  les  cercles  est  sur  la 
tangente  commune  donnée,  c'est-à-dire  quand  In  foyer  de  la  parabole  est 
sur  la  directrice,  cette  parulmle  se  confond  doublement  avec  son  axe,  et 
la  question  revient  à se  demander  « le  lieu  des  {xMes  d'une  droite  don- 
» née,  sur  le  plan  d'une  suite  de  cercles  ayant  un  point  de  contact  com- 
> mun,  ou,  plus  généralement,  ayant  une  sécante  commune  ».  Or,  il  est 
facile  de  prouver,  soit  géométriquement,  soit  d'une  manière  algébrique, 
qu'alors  le  lieu  des  pùles  est  une  section  conique,  enanne  cela  a été 
établi  à la  p,  3<j5  dû  t.  XI  des  .hmales. 

.11  résulte  aussi  de  cette  dernière  remarque  que  le  Heu  tics  centres  îles 
sectiuns  etmuiues  assujetties  à jiasscr  jMir  iiuatrc  /Muiits  ilonnés  sur  un 
plein,  est  également  une  autre  scctinn  conitjiie  passant  tF ailleurs  par  les 
points  lie  concours  îles  deux  diagnnnles  et  des  directions  des  côtés  opjm- 
sés  du  ipindrilatère  rpd  a jmur  ses  sommets  les  ipiatrc  points  dont  il 
s’agit;  proposition  qui  a été  simplement  énoncée  à la  p.  21g  du  t.  XI  des 
.■lunules,  et  démontrée  algébriquement  à la  p.  3g6  du  même  volume. 

1 En  réunissant  ces  considérations  sur  le  lieu  des  contres  des  sections 
coniques  variables  suivant  certaines  lois,  à celles  qui  concernent  le  cas 
particulier  Où  les  sections  coniques  touchent  à la  fois  quatre  droites  don- 
nées, ou  n'en  touchent  (]ue  trois  seulement  en  passant  d'ailleurs  par  un 
point  donné,  problèmes  traités  à la  p.  log  du  t.  XII  des  Annales,  on 
aura,  comme  Ton  voit,  une  solution  complète  et  purement  géométrique 
du  problème  proposé  à la  p.  aaS  du  t.  XI.  Il  serait  bien  inutile  d'exami- 
ney  les  moyens  de  construire  le» différents  lieux  des  centres  par  la  con- 
naissance des  |)éints  particuliers  par  où  ils  passimt,  cette  tik'he  se  trou- 
yant  déjà  parfaitement  remplie  à la  p.  379  de  ce  vxilume.  D'autre  part,  on 
voit  que  ces  dilTérentcs  questions,  relatives  au  lieu  des  centres  des  coni- 
ques variables,  assujetties  à quatre  conditions  qonnées,  conduisent  im- 
médiatement, par  les  principes  de  projection  mis  bn  usage  dans  ce  qui 
précède,  à celles  où,  au  lieu  des  centres,  on  substitue  celui  des  pôles 
d'une  droite  donnée  sur  le  -plan  dos  sections  coniques  ; de  sorte  que  les 
solutions  doivent  être  les  memes  de  part  et  d'autre,  ((uant  au  degré  de> 
ces  lieux.  Enfin,  au  moyen  de  la  Théorie  des  pôles  et  polaires  réeipni- 
epies,  p.  3i,  on  est  immédiatement'  conduit  à la  solution  des  questioqà 
analogues,  .sur  les  lieux  (pTenvclO(>penl. les  polaires  d'un  point  donné,  sur 
le  plan  d'une  suite  dé  sections  coniques,  assujetties  aux  mêmes  conditions 
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de  passer  iwr  des  points  donnfe  on  de  toucher  des  droit«s  données^  Ainsi, 
par  exemple,  il  en  résiihc  que  : . ' 

Li’s  /mltiircs  <Vtin  jminl  ,itiiinfê  sur  te  plan  iFunc  faite  (le  sectinn.r  co~ 
nifjiie.s  (/ai  passent  pat  ipwtre  autres  points  aussi  (Innnés  sur  ce  plan, 
vont  toutes  (onrourir  en  un  feunt  unifjuc  (listimt  (lu  preniû  r,'  et  epd  jendt 
avec  lui  de  ta  luéine  prapritdè  rèdpnxptc. 

Pareillemenl  encore  : ; . ■ ' 

Les  polaires  (Cun  jinint  donné  S((r  le  plan  (Ppne  suite  dç  sectifins 
coni(/ucs  l(in"cntes  a (paUre  droites  ainsi  données,  enveloppent  une  der- 
nière section  Coni(jue  touehant  à ta  fois  les  trois  diagonales  dil spiuilrila- 
tère  complet  formé  par  ces  ijuatrc  droites, 

. Et  ainsi  du  reste.  ' . , 

Il  résulte  encore  des  considérations  qui  précèdent,  ifne  solution  tros- 
‘ simple  des  deux  problème.s  de  tîéotiiélrie  proposés  à la  p.  3;;»  dn  t,  XI 
d(!S  Annales  et  conçus  en  ce.s  termes  : 

I • 

i“-  Etant  donnés,'  sur  un  plan,  trois  droites  indéfinies  et  deux  points, 
corres/rindant  respectivement  à deux  (Penlrr  elles,  sur  (jueUe  courhe  doit 
être  situé  un  triisième  p(>int  pour  (p(C  ces  trois  points  puissent  éfre  eott- 
sidérés  respeetivement  comme  les  pôles  des  trois  droites,  par  rapport  à 
une  nt(tme  section  conir/uc  ? , 

2°  Etant  donnés,  sur  un  plan,  trois  poiids  et  deux  droites  indéjînirs, 
conespondant  respeetivement  it  deux  (rentre  eux,  -à  (ptelle  rouibc  une 
troisième  droite  doit-elle  toujours  être  tangente  jmur  (jue  les  trois  droites 
puissent  être  eonsidérées'  respeetivement  eontmc  les  polaires  des  trois 
pojiits,  par  rapport  a Une  mêtjw  section^  roniipw  ? • 

Considérons,  en  effet,  deux  poinl.s  donnés  et  les  deux  droites  qui 
doivent  en  être  les  polaires  respectives  par  rapport  à une  même  section 
conique;  en  joignant  ces  deux  points  par  une  droit?  indélinie,  elle  ira 
rencontrer  leurs  polaires  en  deux  nouveaux  points  tels,  que  la  distance 
comprise  entre  chac'uii  d’eux  et- celui  des  deux  premiers  qui  lui  correg- 
pond  devra  être  divisée  à la  fois  harmoniquement  [>ar  toutes  les  sections 
coniques  que  l'on  considère.  Or,  quand  deux  points  inconnus  P,  Q 
doivent  divi.ser,  à la  fois,  en  segments  proportionne's,  deutr  ^stances 
données  XY,  AA’,  rangées  sur  une  même  droite,  ces  deux  |)oints  sofit. 
d'apres  ce  qu'on  a dit  plus  haut;' entièrement  déterminés  de  situation 
à l'égard  des  quatre  autres,  et,  de  |Uns,  ils  sont  toujours  uniques;  donc, 
‘toutes  les  sections  coniques  proposées  parscht  â la  fois  par  les  points 
,P  et  0-  R'an  autre  côté,  ces  deux  pomls  fixes  étant  respectivement  les 
pôles  des  deux  droites  données,,  ta  droite  qui.  les  renferme  aura  elle- 
même  pour  pôle  le  point  d'intersection  des  deux  premières;  c'est-à-dire 
que  les  sections  coniques  proposées,  en  (tassant  par  le»  points  P,  Q déjà 
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trouvés,  ci-riossus;  auront  en  outro,  en -ces  points,  mêmes  tangentes,  allant 
concourir  à I intersection  des  deux  droites  données.  Ainsi,  les  questions 
proposées  reviennent  aux  suivanU>s  : ■ • , 

. Quel  ciC  le  lieu  fies  /itSIes  fPunr  tlmUe  donnée,  por  rnpjmrt  h une 
suite  fie  seetions  amiiiues  louclumt  toutes  aux  mêmes  {miiits  les  fieux  côtés 
ft un  finale  également  tlonm‘  ? 

a"  Quelle  est  f rnecinppe  des  /utlnires  triin  ptùnt  donné,  /mr  rapport  à 
taie  suiff  de  sretions  roniijues  touehant  toutes  aux  mêmes  /nints  les  deux 
côtés  fpiin  angle  également  donné?  • 

Ces  (ju  'SUoMS  ont.  évidemment  leur  réponse  dans  cé  qui  précôdo,  ou, 
plus  généralement,  dans  la  théorie  des  pôles;  et  il  en  résulte  que.  pour 
la  première,  lo  lieu  tiémandé  est  une  ligne  droite  qui  passe  par  le  sommet 
de  l’angle  domié  et  [sir  le  (pia,triéroo  harmonique  des  deux  points  de  con- 
tact et  du  point  où  la  droite  donnée  rencontre  celle  (pii  reuferme  cc.s 
points  de  contact.  , 

ePour  la  srreonde  question,  l'enveloppe  des  polaires  du  point  donné  est 
elle  mémo  évidemment  un  point  placé  sur  la  droite  indéütiie  ipii  ren- 
ferme les  deux  points  de  éoniact  des  sections  coniques,  et  dont  la  jk*»-  . 
tion  sur'Cettfxilroite  est  telle,  cpi'il  divise  la  distance  comprise  entre  ces 
ixiints  en  deux  segments  proportionnels  à ceux  qu’y  détermine  lu  drdito 
qui  contient  le  sommet  de  l’angle  donné  et  le  point  des  polaires  duquel 
on  reclierqhc  l’enveloppe. 


A’orc  additionnelle  au  précédent  article  (mars  iSG.J). 

L’article  précédent  a été  écrit  h la  hütc,  au  milieu  des  assujettissements  d’un 
fcnrice  militaire  oii  je  tii’orcnpais  l>éaucoiip  plus  de  projets  de  rortiliralions, 
de  ponts-levis,  pouls  éehisos,  ele.,‘  que  de  Ibéories  abstraites  ou  mathémati- 
ques, D’apri-s  mes  intentions,  maniresti-H-s  dans  une  lettre  d’envoi  à Mi  Gergonne 
dont  je  supprime  ici  iin  long  et  inutile  extrait,  eet  article,  eu  cpielqiie  sorte 
confidentiel,  n’aurait  pas  di'i  être  imprime  dans  l'état  d'cbaiicbe  où  il  se  lrou- 
vail;  îl  elatl  simplement  destiné  à rtietire  le  Rédacteur  des  .-tnnalcs  en  mesure 
de  reelilier  quelqiiin  emnirs  commisiis,  par  moi  et  par  lui,  dans  les  Articles 
des  p.  109  et  3j9  du  I.  XI  du  Recueil,  relatil's  aux  lieux  du  centre  des  sections 
conniHcs  assiijeiiics  à ipiairc  conditions  distinctes  ; car  je  le  laissais  maître  de  dis- 
poser de  nie/ iiouvOlles  remarques  sur  Inihnlution  de  cet  tnleressanl  probléùie, 
do  la  manière  la  plus  (iruiitablc  aux  itlterids  de  son  Juiiriial.  Mais  il  trouva 
beaiiéuiip  plus  simple  de  les  ipseror  Icxluellcmenl,  en  tes  taisant' suivre  d’un 
article  de  loctilicaüon  de  w*s  propres  caleuls,  où  se  trouve  vérifiée  à pOsleriôri, 
par  des  procédés  désormais  faciles,  la  pussibilite  de  décomposer  l'equatiou  dü 
/|®^dcgre,- obtenue  sous  la  forme 

[(«)  l>x)'~  (a'j-  — i' —4  [(ùa-’-i-Vp  — ah)  — i^b' x -(-  a'y  r- a'é')'] 

'X  L('iT  — bxpi,b'  x-\-  a'y  — a'  b')  — {a'y  — b' x' (b.r -t-ay  — ab)). 
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à la  p.  3^3  tlti  t.  XI  des  JimmleSt  en  denx.  lacteurs  du  de^re,  'équation  qui;* 
selon  1rs  aflirmations  de  cet  endroit,  no  pouvait  être  ni  à une  $âpple  section 
conif/ue  ni  tiu  système  Je  Jeiur  sections  coniques.  Kvidcinuu'nt  jjivaîs  Messe,  sans 
le  vouloir,  la  susceptibilité  juloiiso  de  M.  Oor^'oniio;  mais  II  (««^(rui-duit  bien  de 
le  laisser  voir  dans  ses  leilrt'S  tout  amicales  et  qui,  au  rebours  des  mieni4‘s 
dont  je.  n'ai  aucune  copie,  mériteraient  d'étre  imprimées  en  entier  pour  leur 
remarqunblo  correction,  les  reflétions  philosophiques,  les  questions  ou  les 
encouragements  divers  qu'elles  coiitenaient  : je  me  ruiitentorai  ici  do  Iranscrii-o 
teituellemcnt  quelques  passages  (b*  ceÿ  )o4tres. 

Lettre  datée  Je  .Vo/i/^wV/zcr,  ie  ‘3’^  février  i8'M,  — ■ J'ai  commencé,  Môn- 

• sieur,  à m'occuper  de  votre  problème  sur  le  iieu  des  centres  des  sections  co- 
9-hiques  assujetties  ti  quatre  conditions....  Voici  déjà  it  quoi  je  snis  parvium  ; 

» TiiÉOHhur.  Le  lieu  des  centres  de  toutes  les  sections  coniques  cireortscrites 

• à un  meme  quadrilatère  est  une  autre  sectitni  conique', 

■ Elle  a son  centre  au  milieu  commun  des  droites  qui  joi^su  stt  les  milieux  stnt 
» des  deu.r  dia^^otmlest  soit  de  Jeu.r  cotés  opposés  du  qutrdrilatèrr^  etc,,  etc.  » 

Lettre  du  \o  dècemére  i8‘»i.  — Eu  m’accnsanl  ree<>plion  de  l’Vrl.  V ci*di*ssiis, 
■ extrait  des  .Inttales,  M.  Gergonne  ajoute  : « \ eus  avez  tiés-judicieusemeni 
» relevé  une  étourderie  qiié  j'avais  cumtnise  et  dont  je  ne  saurais  tuVxciKer 

• que  sur  la  célérité  que  le  peu  de  temps  dont  je  puis  disposer,  fn'oblige  a 

• mettre  dans  tout  ce  que  jVutrepreiids.  ISe  Irunvez-vmis  pas,  au  rcistc,  aSsex 

• singulier  que,  tandis  (|U(>  tous  les  ca4  île  votre  problème  doiineiil  ib^s  lignes 
» du  premier,  ou  tout  au  plus  du  second  ordre,  uii  seul  d'entre  eux  vieillie 
a Caire  exception  ét  donne  une  courbe  du  quatrième  dégre?  (Uilu  est  pres<]iie 
a impertinent.  » 

I.ettre  du  ii  décembre  i8ii.  — « Je  suis  aflligè  des  contrariétés  que  vous 
a éprouver,  pour  l’impression  de  vôtre  ouvrage...;  les  détails  que  vous  me  don- 
a nez  dans  votre  lettre  ne  peuvent  qu'cxcitcr  ma  curioshè  et  tnon  di‘*sir.  Vous 
a avez  pu  juger.  Monsieur,  par  divers  endroits  de  mon  Recueil;  que  je  siiiH 
B comnie  vous,  tout  à fait  dévoué  à Vancienne  doctririe  des  qiouitités  négatives 
a et  à toutes  les  conséquences  qu'oii  en  peut  déduire  relativement  à'ia  fliésïrie 
a des  imaginaires,  et  je  coiK;c>ts  très-bien  que  vous  puissiez  rundor  sur  cette 
a base  une  doctrine  dé  lu  cohtiuuite  en  géométrie.  Lors  donc  que  j'ai  iiHini- 
» Teste  quclqiie.s  scrupiib^  sur  l'usago  de  cette  loi  dans  les  recherches  geome- 
JS  triques,^  e'étuit  smileniGiit  dans  l'hv'putluisu  où  l'on  aurait  voulu  riiitriHliiicc 
a d'einblcu  dans  la  science,  sans  lui  préparer  à l'uvaiice  des  Tondcnients  Ineii 
a assurés.,  a 

Lettre  dit  \\  avril  i8j(>. — A priqios  d'nii  piHîteiidu  theorèmo  de  feu  le  pro* 
fessi'ur  Olivier,  sur  l’icosacdre  inscrit  à une  surface  du  second  degré,  M.  (ier- 
gonne,  apri'S  en  avoir  énoncé  tout  au  long  la,  réciproque  polaire,  ajoiiie 
eourloisetnenl  : « Et  cela  en  vertu  de  mon  principe'de  dualité,  qui  “est  aussi  le 
a 'vôtre.  Monsieur,  et  que  pourtant  beaucoup  ont  regarde  comme,  une  sorte  de 
a jeu  d'esprit  sans  voir  que  c'est  un  principe  qui  va  au  cuMir  même  de  la 
B (fcometrie  et  qui  tient  esScnticllemont  à la  nature  métaphysique  ib*  retendue, 
a Mais  la  plupart  des  gens  croient  que  lu  Géométrie  consiste  uniquement  a 
a entassi'r  théorème  sur  théorème  sans  liaison  et  sans  i/i'dre,  td  n'ont  jamais 
a sofige  a regarder  les  cIiosi’h  d’un  peu  haut  et  un  |m*u  eii  grand,  a 
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niH-emkre  ^ • J’.ii  »ii  .Iriiiiciiiiii'iil  iti  (Montpellier)- 

a_M.  Vniju  qui  m'a  jmiHo,  Moii»imr,  «rmi  Mémoire  que  vous  :i»«  arirrtuui  rr- 

• crmment  ù l’Arademie,  «le  miiiilére  à picjiier  «hrnietil  ma  rurioaité,  aana' 

^ » ec  pemiam  fa  salialairt!  eiimp)rleniéiit.  Sei‘iei-ïous  assez  Jion,  au  retour  d« 

• M.  le  If  l^llemamt,  «Ic  le  i-fiaq;er  «le  quelques  «ll*rcIopp<«menl»  un  |ieu  plus 
■s  instruetifs  ptiur  moi.  .M,  Arajju  ni'.i  a]out«!,  au«  surplus,  ifu’nujoiird’hui  ces 

■ Mtrtsv.  «le  s|ii«<nilations  «=laicBl 'proyoe  jjofseei  dé  nmda  à l’Acadrmir,  et  . 
e.  1/  qoVIr  tonscquiuiee  il  était  lo«ui-ais«‘  pour  vops  «pii:  vous  a>ez  tuiirne  vos 
’il  im-dilationssers  les  mailiiiies,  S«-fair-e«^  par  Itasiird  que  ces  messieurs  sc  sont 
•.  vus  tin  peu  «UAionlijsî  et  qu’ils  nVstiiiieraiBiit  que  I«-s  «1io.s(ib  dans  l«'squclles 
► iU  «lui  niu'  ineonp-stalile  siqi«ui«!rite?  Quant  à moi,,  j«<  penw  qu'il  y a béan- 
ts fiuq/'  enciûe'  à faiw  dans  l.a' (leoinéli  i^  pure,  ou  plut«U  que  nous  roinmeii-  , 
» ^oïlB  seillenutit  a 5 «oir.mi  peu  clair,  [;riM-e..1in  lai-|[«:.s  metliu«les  de  Mon(;e 

• el'des  ([éuluetres  de  tnii-ecofe.  Si  l’on  vsml  qqe  la  seieiiee  fasse  «le  rapi«l«:s 
• \ progris,  i|  faut  ipi's'lle.di-vieque  popularre;  efcelle  ue  «letiepdra  telle  qu'uù- 
-_s  unit  qu’oH.  sera  iKirvenii  à liir  réduire  it  ,im’tn-s-petît  nombre _de  théorèmes* 

, • j^ueranx,  d'iUte  «lëmonstration  facile,  «k'sfpiela ’di-roulent  comme  au  la  ni' de 

' "jp-rmes  kfonds,  loiiU's' les  verito  anli  rkuremeiit  raimm's.  • « ' * 

- Ou  eoUçoil,  d'après,  ceUe  .leruii>re'  ririsslvu,  que  je  in'empn'ssai  d'adnsaer  à 
’ M.  f.erip)uni'..tuui  analyse  d«s  mon  Meiqolro  sur  la  tlKmi  id  di  s . poforVr*  rc«»- 
ip'roi/r(p»(  lu  k riiisUtut,  non  «m  iKsIi.-cotnitAe  ihledunuail  h «iitetidre,  maison 
■juin  Je  n'essaverai  pas- de  il«'piùlidr«  mon  «iès.ippoinlnment  rpiand  j«  vi's' 

'paraître  tnns  nqds  apres  (avril  iS-r;),  dans  les  MnnnUsih  Miuhetuntii/Hrs,  l’Ar-, 
^lirle  uiilulati' été  d«ilibliS  colonnes  de  ,M.  Gorgonne,  iniluilc  >/’/ii/oropAfc.  etc., 
où  mon  «om  ni  aucuit  de  mes  écrits  antorieùrsfiKi  j .a  i8ay):n'etaiunl  m«mtionnes,. 
•mais  où,  eji 'roainrhe, 'ceux  «le  MM.  Snrlin  et  DAjidrlin  se  Iroiiraiiml  scrnpu' 
Inlsement  ciU's  lont  en  emidoyant  les  mol»  rêJ/iiùms  inrtritjaes,  ^lUf'tûnté»  a'\ 
niés  propr«'»éerili'  îit.opjiosi's  ii  cous  de  reJnlions  Jr  sitimiiàH  qu'on  siikstiliiail 
, a réipressioii  de  jtntpril'rcs  divcrlptivri,  iloiil  (irelerahlemeut  je  m’étais  servi' 
'iniparevanl.  Or,  fort  hi'ureusemeirl  pour  moi,'  on  rencontrait,'' «bms  ce  même 
■ Arûrie  sur  la  ihialittJAn  orrenni  ùn''npii-s«-hs  ilejà  rji  partie  relfp-ès  k la  p. 
d’o  èa  V(oriime  Âppltcatiiiri$.  -’  ^ *''*  ■ ■'.*•.  * 

('.epefnlaul'  maigre  lu  cnmile'nmiadie  qiie  le  rhagi-in  d'»|n  «lent  de  justice  aussi  ' . 
-H«-loyial  1n'avai_ro«cusionn<n-,  je‘-Hc  pWdis  pas  entiércmetit  .enurage,  et,  «tés  ' 
1807;  jç  m’cmiiresaai  d’atjnisser  d«;_frès-rives  protestations,  soit!  au  rédacteur  • 
tiù-Ate  des  .Ynnrffrj, 's«)j(  au  Jlidlelîn  des,  Sciences.  matlttmuUr^ni  qui  avait  pre-  ' 
,‘tiseiiH-Jit  |Kinr  rrüacuucde  la  |Mrlie  gep-melriquc  ÜinevitaiiU’  Al.  (k'^gonnCi  Mais 
t-é  prétendu  pldlo'soplie  cl'-le  IV>"'  «le  l’<misAac  nyliiireni  ebmpte  de  eeS  pro-  ’ 
■'Icfitalitmii  qnc,i.irdiv«micqt,(i8?7  pt  iSjKQçt  pom-  ainsi çl'iro  «-ontcainis,  furcès 
(Or  les  inslkores  riiit«n-tcs  «le'hion  cxcelJent  et  henoruble  ami;  l«yearanl  et  niO' 
•'desto  colonel  ,(Jn  gèiije  Augoval.j;  re  qui  donna  lien  à une  polémiqué  «Ipnt 
. ,i)  set-ait  h«)rs  de  propos’ «i'analjser  ici  les  diïcrs«»  et-  siumilaleuses  péripeliia 
\,{.A,nnaUf,  t„XVJU;.  llMlhlin  des  ScifnKn  inalticiiialiqacSj  I,  IX  et  X). 

. . . s ■ . ' 

. ■ . . s- 
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SEPTIÈME  ET  DÈRNIEU  eAMIER,  . . / 

CORRESPONDANCE  Ët' POLÉMIQUÉ  RELATIVES  AUX  PRIX-' 
CIP^S  EONDAMENTAUX  du  traité  des  'PROPRIÉTÉS  . 
PROJECTIVES  DES  FIGURES; 'SOUVENIRS  ET  FRAGMENTS'  , 
DIVERS  (*L  • - ' w 

^rh«ru»  hic  «fo  qolt  oon  inlelUeor  IIU*.  > « 

* ■iOviB,  TrLrrù^m.  lib  V,  elegii  X T 


ÉCHANGB  ns  LETTBÉS 'faire  ^l'aI  TEI»  Ét  MS.'  TÉRQrEM,  SEKAOIS^ET  ‘ 
RRIANCHOS',  sur  r.ES  principes  îlE  LA  PROJÇCnON  CENTR'aLE;  le 
.'principe  RE  contiSvitE,  Etc,  • ' • ' 

'*  i * ^ * 

i i — Poncelet  ^ cnpiuùnc  du  f^cnic  à Metz  y a M,  O.  Terqttt^i^  ancien  ^ 

, pmfci.uur  de  matJuiHiatUjucs  et  biblhtjiécuirc  au  Mu^ée  d^artillerie  à 
" * Paris.  (Meù,  le  a3  navembrç  1818.)  • / -.*  , . ’ \ . 

« Monsienr,.  il  *y  a fort  longteinps  que  me  suis  proposé  d'agir* 

‘ rjionnenr  de  wus  écrire;  la  boulé  nvcc  laquelle  vous  avp3;  bien  voula 
'accueillir  mes  rciberches  géométriques  elWencourager  k les  poursuivre. 


(1)  Jô  Ku'iiis  dans' ce  dernier  Oïlitt'r,' hiUon  Iç^eXte,  du  moinV  un  citrait. 

• «bréac  ou  aiial)  Uqiie  de»  feiüH<*9  iDaimscrlles  qi»i  n^ont  pu  entrer  dans  le  cadre  * 

. ' raaserre  üct  divers  chapitres  dé  ce  drutièlne  rolnfiie,  a cause  de  leur  étendue, 

^ de  leurs  dates  ou  dfs  disparatçs  qu’elles  > auraient  amenés,  et  doht  m»nmoins 
la  plupart  ont  çto  rapidement  inenlionnéefi  dans  le»  notes  courantes  qui  Vauconi' 
.pagnent,  aiori  qno  dans  Ip  précédent.. roluinc.  Tat  tcni»  ^toutefois,  et  pour;, 

^ . eatise  rumme  on  le  verra,  à puWior' in  cjrt'énso  I41  texte  dovquelques  Articles  ' 
, d»  oou'eflpoiidanco  avec  des  savaqts  bien  qonntis,  ainsique  )c  Rapport  fait  à 
rAcadémIe  «les  Seiiuiees  aiir  le  Mémoire  lus«‘n*  dan»  le  V*  Cnhrcr,  tout  en  .ro-  “ 
grelUut  que  l*<?space  et  le  temps  m’aient  ma4iqiiê‘‘-pô«r  puWier  de  même 
K'xtuellfmeut  une  partie  de  mes  anciennes  et  préalables  êtnde*  sur  les  Po, 
rismes  d'MtiHide,  I’i«mr;i{je  de  Pappus  n|n«[  qu’un  (yrand  nombre  d’autre»  àn-  • 
ciena  ouvrapt^s,  !n*»-peu  ou  mal  connu»  ^ l’epoqiu'»  de  iSiarct  dont  les  cha*-  * 
lions  multipliées,  mais  trop  ecourtéeA  je, le  conalate,  qui  acrompapnent,  au 
point  de  vue  historique  d’une  conscienéicusc  équité.  Je  te^Je  du  Traité  dtS  Pro- 
priétés projrctivrs ^ ont  neanmoins  sufll  poitr  tnetire  sur  la*  vole  d^aufres  géo»  • 

^ niétres  plus  habiles  ou  moins  empêches  que  iwî-  - - . . . * . ^ ■ 
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l'offre  ob|i^nle  mfmc  qno  vous  avez  daigné  me  faire  d’éntfer  à ce  sujet 
'.en  correspondance  avec  moi  el  de  m’aider  de  vos  lumières  et  de  vos 
rzmSeils,  m’onl  fait  eèpérer  que  vous  accueilleriez  avec  une  égale  indul- 
gence les  communications  nouvelles  que  je  pourrais  avoir  à vous  adresser 
à divccaes  occasions.  (Ttret  dans  cette  persuasion  que  jo  prends  la  liberté 
de  vous  tfansmeltrê  directement  une  exposition,  ou  plutôt  Un  summain: 
abrégé,  do  la  partie  de  .mon  travail  qui  concerne  la  métaphysique  de  la 
Géométrie;  travail  entrcprrs,  en  qjielque  sorte,  d’après  vos  conseils  et  sous 
vos  au*tiirOs,  puisi^ue.^eri  daignant  entrer  dans  Tes  idées  que  j’eus  l’hon- 
neur do  TOUS  communiquer  lors  de  votre  voyage  à Metz  (1817),  vous 
vôùU'iies  bien  y attacher  assof  d'imporlance  pour  m’engager  à les  appro- 
fondir'et  à les  faire  |>ai:ulre;  • 

■I  » Les  recherches  dont  il  s’agit  devaient  prér  éder  la  publication  de  mes 
.recherches  sur  le^  ^Tcliartf  ainiiiiicf,  etc.;  maïs,  ainsi  que  j’ai  déjà  eu 
il’honneiir  do  le  mander  à M.  SerVois , après  avoir  beaucoup  écrit  sur  ce 

• sujet,  j’avais  (inl  par  l’abandonner  entièrement,  én  en  retenant  toutefois 
rp  qol  était  indispensable  pour  Tintelligencp  de  la  partie  des  applica- 
tions. ' ' '<  > 

» Cifimmé  j’ai  ziéjù  donné  à notre  savant  conservateur  du  Musée  d’ar- 
tillerie quclquès  détails  suir  •cette  nouvelle  rédaction  de  mon  travail,  jp 
orois  inutile  dc’m’y  arréter.dc’  nouveau  ; en  tonséqnènce,  je  ne  vous  en- 
^^tretipndFdi  que’ de”  l'Objet  do  rties  premières  rechercliés,  snr  lesquelles  je 
pourrai  bien  revenir  un  jour,»'  l’on  juge  qu’elles  en  valent  la  peine,  et 
qu’elles  puissent  intéresser  les  progrès  de  la  Géométrie. 

■ >1  Tout  le  monde  Convient,  en  général,  dq' la  saiiKlriorilé  de'l’Analyse 
algébrique. sur  la  Géométrie,  nommée  improprement  .tr«f//c,ïc;  mais  ’ 
“ (lersDnne,  si  je  né  .me  trompe,  n’a  re^'herebé  en  quoi,  précisément,  con- 
siste cette  supériorité.  . A la  vérité,-  do  grands  géomètres  ont  dit  que  la  • 
puissance  de  l'Analyse  tient  à Ta  faculté  <^u  elle  a de  faire  usage  dés  éttrs 
Ur  rais'tn,  de  réduire  le  raisonneioent  à un  pur  niéranisme  qui  soulage  la 
mémoire  et  raltention  ; mais,  ces  explications' générales,  quoique  très-, 

• exactes, .sont. loin  de  salisfairg,  d’une  manière  cdmplete,  l’asprit.el  le 
jugement.  On  veut  savoir  quelle  est  véritablement  cette'  puissimré,  à quel 
principe  ehe  doit  son  orighie  et  sa  certitude;  car,  si  elle  tient  à la  faculté 
qu'a  TArtalysfv  algébrique  de  se  servir  des  étn-s  dr  raison  (Cauxot),  on 
peut  demander  encore  d’où  lui  vient  cette  faculté,  et  si  on  ne  l,i  lui 
acconle  pas  d’une  manière  gratuite.  Enfin , on  sé  deinando  pourquoi  la 
Géomélrio  pnlinaire  est  si  restreinte  dans  ses  conceptions,  et  s’il  ne  serait 
'pas  iK)Ssible,  jusqu'à  un  certain  jioint,  de  la  faire  jouir  des  mêmes  avan- 
tages que  l’Analyse  algébriqtio.  Tel  était  l’objet  des  recherches  el  des  ni- 
flexions  que  j’aVais  essayé  de  mettre  par  écrit  l’année  dernière,  mais  dont 
je  ne  me  propose  d’offrir  ici  qu’iine  esquisse  très-sOmmaire , et  par  suite 
très^imparfaile. 

•«  Depuis  longtemps  j’avais  cru  entrevoir  quo  la  puissance  de  l'Analvse 
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lCT\ail  ,A  l'admiÿsion  tanlc  et  prc#i|0i'  involonlairc  d’un  principe  très- 
élendii,  dont  on  nVusait-  I cniploi  “énéral  on . Ç’L'epn'îtrie  sjolliéliijuc!’,,’' 
principe  tpii  est  p^éci^énlent  Celui  de  la  rontinuitc  îles  hiiii  mtitfu'mitiiiucs . 


tir  ht  (p-antlcur  fifftrre,  dont  j'ai  dtijà  eu  l'honlieur,  d^  vous  ontreicnir.  Il 
s'a>;issaU  d'iilablir  la  cliOscd'iino  manière  iiTéciisalilc,  à- cause  de  son.ini- 
pDilance,  cl  voici. comment  j’ai  cru  pouvoir  y parvenir.  ' .'.  • i-,- 
' B Je  commence  par  èxamiiiçr  laniarcliede  lu  tièomélrie  oc.!inairedans 
la  solulion  des  problèmes  ou  dans  la  démoirsl ration  des  Ibéofén’.os;  et  j’wi 
(miiclus  celle  différence  essentielle  eiilre  la  (i.éomotrie  ef  r.Vnalysc,  qiin, 
les  conceptions  de  l'une  se  bornent  à l'ètal  piliiic.ulier  du  système -ou  de 
la  n^ure  que  l’on. cmisïi^è,  Jandis  qim  celles  du  l'autre  s’élèndent, comme 
on  sait,  iiuinV'diateinent  à toiiS  les  çlals  possibles  de  ce  système.  Je  proiU'^ 
par.cet  examen  et  (rir-  des  exemplas.  ipie  ]a  Géométrie  ordinaire  m;  pos^ 
sede, en  elle-même  aueün  moyen  de  généraliser;  quelle  doit  nficessaire-, 
■menl  en  emprunter  Ur  principe  à Joule  ."fulre  doclriilè;  que.  jléjà,  à la  w-’ 
rilé,  elle  parait  rlouée.  çà  ét  là,  d*mie  eérlaino  e.xlension' dans  leS'çrrils. 
Hiodwnes,  mais  ijlie  celte,e\ten!sion  lui  vient  précisément  rie  l’Iiabitude 
assez  t^énéralemeniacf^uise-dqmis  Mdnge,d’\.  appliquer  le  calnif  algébrique^ 
habitmle  qui  a fait  admettre  comme  un  axiome  'iiicôniestable  djtns  certains 

* # - f ' ^ 

cas,  lès  conséquences  générales  qui. découlent  do-ccs  principe,'.  Cela  est  si 
vrai,  que  les  CavaluTi,  les  Kolicrxal,  les  Dcscartes,  les  D<‘sargde.s,  les 
Paecal,  etc,,  qui  firent  usage . lè.s  premiers,  en.  Géoinélrie  pure,  do  Ja^ 
notion  métaphysKiue.  de  l’infini,  furent  précédés  do  longtemps  par  ]a  dé- 
eouverlo  du  ràlcpl  algébrique,  ^ ' ' t ' . .•i;-'" 

, -»  Celte  discussion  me  porte  natiircllèinent  à.fairç  voir,tine’la  doctrine 
de  la  ciilrt'hilittfi  tirs  Jigurcs,  doctrine  qui  étend  si  consiilérableinenl  le 
, domaine  de  la^  Géomélriu  synthétique  ,•  n’est  ollc-méme  fondée  que  sur 
l’admission  tacite  du  principe  dextonsion  qu'on  vu-tit  de  définjr  ot  d'exa- 
miner. Je  Icrmiiie  ce  s.iijel  en  faisant  observer  ipiè  io  principe  de  conti- 
nuité n’a  pas  été -reçu  on.  Géométrie  dans  fnqte  la  «èiiécàlilé’qiti  lui  est 
propre,  mais  «'uleoient  dans'Certauies  cireuaistanccs  favorables' où  il  ne 
pouvait  cüiilrarter  les  idérs  ordinairement  adnTises,'pui«que,  sans  cela.oa 
se  serait  néccssairBinenl.  jeté  dans  les  considérations  mélapliysiquès  des- 
imaginaires,  qui  ont  toujours  été  repoussées  jusqu’ici  du  sunçtua'icc  étroit 
de  la  Gé-omélrie  :.sur  quoi'j’pbservo  que,  sV  l’on  veut,  être  rigoureux  et 
logique  comme  le  furent  les  Anciens,.  U faut  entlercuient  bannir  de  la 
IJéométrio  le  principe,  l’axionBo  dont  ibil’agil,  ou  l’admcttTe  dans  toute  sa 
généralité,  sans' s'inipiiéter  des  conséquences  smgulicres  et  paradoxales" 
■qui  pcuvtml  en.  résulter  dans  les  applications,  de ’mème.qil'on  l’a  fait  en 
Analyse  algébrique  , où  ces  ililficullés  siibsistcnt  et  n’ont  pourtant  point 
arrête  sa  marche  ni  ses  progrès..  Pourquoi,  on  effet,  cp, celle  occasion 
comme  dans  tant  d'autres,  n’uscrait-on  pas  de  ce  principe  dé  d’Alcmberl 
.‘devenu  presque  vulgaire  à force  d’être  répété  : Allez  rn  luiaiil.et  laJoC^ 
vous  virmlrn,  ' . * 


I 


^ . 
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; » PaâsHtil  ensuite  à l'ejtamün  do  la  marche  mômo  siiiw  par  1’ \nalvs,«  ' 
al^  brique  dans  )a  n«..luUon  des  questions,  je  fais  voir  que,  quoîqj  le 
• ,|fincqj  de  continu, té  sy  présente  d'une  nwnière  naturelle  et  préLe  Â 

en  Géométrie  synthétique,  puisqu’il  revieq*  en  déQnitivo  à adineUre  que 
, ^ of^^tiqns  ôlémonlaires  do  l'Aluèliro  s’étendent  iram.'^iatement  à tous 

r <">^»p.nalres,  des  lettres  que  res  opérations  cortcernent. 

rtcHi  elVi  n a de  certitude  que  celle  ,p,e  lui  .a  iuipriméo  l’ex,airienre  de 
<leu)fgicrh*s  de  découverti-s  et  diKlravaiix  matliématiqucs 
On  annfU  jorl  de  croire  q.w  celte  puissance ,exlensiye  de  l’Algèbre  lui 
apwueiine  d une  manière  exclusive,  et  qu’elle,  ne  puisse  dériver  d’aucune 

■ üoLr'vï’  1 ‘iw*  l'on  <’0nsîdùrp  des  dénon, ina-  . 

’ ,1^1  f abstraites,  qu,  teisi'iit  perdn'  de  vne  l'ordre  particulier 

••Ï^Srô^Tiv'I™''’  la  P^nre  .Vu  raisounemenl 

il  *a'«l  ‘l’admettre  le  raisonne-  • 
,1»  nr  e^/rW/î-  sur  des  grandeurs  indélérminèes.  Il  est  visible,  e„  Wfet  - 

■ <>nlratné  à en  éto,idrê  la  siggillca- 

tJonAlous'toséutsm,  valeurs  possiblesdecesquantités;  etc’asiccH^ 

• O’éomctrie  ralinmie.Ké,  é fégard  de»  lignes  in- 

rônuues  d un  problème.  Aussi  les  anciens  ne  .^e  liai>nt-il.c  p.vs  plus  A leur 

e algébr&tt«  /les  ‘pn-miers  siècles  nesc  fiaient  , 

eui-m^^.  amc  résultats  du  calcul  algébrique,  les  uns  et  les  autres  se 
aovaw  obliges  de  Cofaife  Ja  dénipiistratioii  de  ces  résultats  dans  un  ordre  ' 

inverse  et  purement  syuihèliqup.  » 

""  considère  soi«  ’ 

point  de  vim,  que  de  iK*rmanence  ou  cÔMiAi,-’ 

■ {^rmidi'un  mhriaUcs  u„r ^u<Hvs,ioa 

\ S ’ I*"->-‘-lbs'états  d’„„  mémo  svsA  I 

•'Tni^é  fuccmenl  abstraite  lïi  idi^le.- (’etto 

_ 01  dd  conifnurté,  sur  laquelle  repose  i/iéicflenient  l’Algèbre  pure  est  de 

îlXSÏwiïT'  ‘I''"*  •«:*  pHncipeaiys  .liverse.< , 

A c ‘‘  “’^lw  cnlco  autres  iiuc  l.a  ihferd' 

Mtkipations  ft  è(d)e  du  cafcul 'inlinitésimal.  etc.,  et  c’est  ce  qui  laisse 
,ei^re;dA  nos>urs  .pidqiiei  scrupuUis  dans  l’esprit  do  •ermins  géo- 

'“'''nodarisjôa  applications  de  t’Algèbre  à la  ' ' 

.Géorh^rm,  à la  Mwaniiiuo,  etc.;  car  lorsqu’eTle  a lieu  dans  led  relations  -,  • 

^ l'cnfH'sullerquq  des  cfnivenliomicruV 
to  a hattire  propre  dés  clio.-Ses.  et  non  dir  fait  même  de.-  o()éi-atjons  et  de  " ’ 

#ju.boL,p,es  ou  m„neri,p,o» 

^t  alwicailes  otqndeiKMulanles  lie  la  foiinc  et  d*<  ;(necté.iis  nvllesilèla 
..|tramU;m,._-  . ..  . .,  ■.  ■,1., 
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» Le  principe  de  la  cunlinuilé,  considéré  sous  lo  rapport  de  la  Oéoinë- 
iriü,  consiste,  comme  on'  a pu  le  voir  par  ce  qui  précédé,  en  ce  que,  *i 
l’on  eonçnit  qu'une  Jigtire  donnée  vienne  à chnnger  de  jituaJion  i>ar  un  - ,, 
mouvement  progressif  et  eonlinu  des  jxirties  dont  elle  se  compose , pins 
cependant  violer  la  liaison  et  Ift  dépendance  primUicemenl  établies  entre 
elles,  les  relalions  ou  propriété^,  métriques  qui  cvneernaient  la  figure  dans  - ^ 

la  situation  première  demeurent  applieables , dans  leur  farnieg/éneralet  y 
à toutes  les  figures  dérivées,  sans  autre  changement  que  celid  des  dénor. 
minations  simples  plus  et  moins  qui  jrcuvent  s’intenvrtlr  entre  elles  dans 
ces  relations.  Quant  aux  relations  purement  grtqJùques  on  descriptivos. 
qui  concernent  la  figure  primitive,  elles  demeurent  ajiplicables  à tbutcsles  . 
figures  dérivées  sans  autres  nwdifications  rpie  celles  survenues  tltins  la 
situation  respective  des  lignes.  . *.t 

» Je  m'arrête  quelque  temps' à examiner  lo  sens  dons  lequel  on  doit 
entendre  ce  principe  et  les'nolidns  métaphysiques- qui  découlent  de  son 
admission  en  Géométrie,  notions  généralement  reçues  dans  l'Analyse  des  , 
coordonnées.  Je  donne  ains'v  successh  enient  lu  délinilion  des' expressions  •- 
Tigurées  qui  s’y  isnpioient-et  la  signiliçalipn  liUribuée .aux  expressions  _ 
gatlvcs  et  Ollerie  |>dr  le.caknli 

» C'est  en  partant  do  l'obscrvittiou  facile  qn’en  Géométrie  les  êtres  de 
raison  ne  peuvent  provenir  (jue  de  fa  volonté  qu’on  ad’étentire' la  loi  do 
continuité  aux  cas  mêmes  où  la  conjonction  des  lignes  est  impossible  phy-  ' 
siquement,  que  je  parviens  à, établir  les  car^iclères  propres  et  distinctifs 
qui  leur  appartienneni  res()ectivement.  Je  déduis  du  même  examem  di-  , 
verses  notions  métaphysiques  qui  me  parulssentiniporlàiites  et^nouvelles; 
telle  est  entre  autres  la  suivante  : fous  les  points  à f infini  de  l’espace 
doivent  être  rêgurdés,  sous  te  point  de  riue  de  ta  eUntinuilé, _comme  ' dis- 
tribués sur  un  plan  à Tiifini,  i/tdélerndné  de  .dlv/Mion.  ■ ■ 

s, Après  avoir  ainsi  examiné,  en  lui-même  et  dans  ses 'conséquences,  le' 
principe  de  conlinuilé  en  Géométrie,  je  reviens  aux  cédexions  générale 
. sur  l’-application  de  l’Algèbre  à cette  science  particulière. 

- ■»  Je  fais  voir. combien  U est  essentiel  de  séparer  l'Algèbre  pn're  dé  (Se 
• qui  concerne  ses  applications  à des  théories  ou  à des  reclrercheS  particu-  ' 
liëres.  Je  démontre,  en  effet,  que,  quand  Lien'  même  la  loi  de  Cxintinuité 
serait  admise  et  constatée  d'une  manière  rigoureuse  pour  les  relalions  « 
qbslrailes  de  l’Algebyc,  il  ne  s’ènsuivrait  nollement  qu'on  puisse  directe- 
ment en  appliquer  los  conséquences  aux  conceptions  propres  à la  Géonlé-' 
'trie.  Car  l'application  de  l’Algcbre  elle-même  aux  relations  qui  concernent  . 

: les  figures  suppose  c^s  relations,  quelles  qu  elles  soient,  demeu-  -, 

' repl  invariables  de  forme,  et  soient  assujclticsà  la  loi  algébrique  dqs  signes  * 

" pour  toutes  les  situations  que  peuvent  prendre  los  figuresi  correB|xin- 
'd-antes.  S'il  en  était  autrement,  en  etfet,  comment  pounaH-on  allirmer 
que  les  résuKàte  qui  en  dérivent  algébriquement,  demeurent  eux-mêmes 
.api>licahlc8  dans  leur  fonne  explicite  à toutes  les  situations  de  ces  figures. 
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‘Cela'iartllra  sartout  évident  à (’étiiard  du  changement  des  'signes  de  por 
sition.  Or,  comment  pourra-t-on  avoir  égard  é la  variation  de  ces  signes 
dans  les  Tésultats,  si  l’on  n’en  a étudié  à l’avance  la  loi  pour  la  ligure  et 
' les  relations  primitives  d’où  les  ligures  dérivées  proviennent?  Ainsi  la- loi 
des  signes  et  la. loi  de  continuité,  dans  les  résultats  obtenus  algébrique- 
ment pour  ces  diverses  figures,  ne  peuvent  découler  virtuellement  et 
il’ûpo  manière  abaoluejrque  des  lois  inliérenles  aux  formes  ou, objets 
figurés  de  la  Oéométrie;  c'est  donc  par  Fobservalion  directe  et  attentive 
de  ce  qui  se  passe  dans  les  relations  premières,  celles  d’où  toutes  les 

• autres  dérivent  ; qu'il  faudra  les  établir  d’abord  d’une  manière  certaine 

et  tigoureuse.  « ’ ■*  ■ 

' ■ * On  doit  sentir  ici  quelle  est  la  cause  du  vague  qui  règne  dans  presque 

^utes  les  théories  qu’on  a données  sur  les  signes  considérés  dans  l'appli- 
cation de  l’Algèbre  à la  UéomélriB  ; on  a voulu  démontrer  ces  théories 
à priori,  et  sans  remônter'aux  propriélés-on  faits  primitifs  auxquels  elle 
doit  sa  naissance  et  son  infaillibilité.  Aussi  les  auteurs  de  ces  lliéoHes  ont- 
ils'élé  obligés  d'admellro  tacitement  cé qu’il  s’agissait  précisément  de  dé- 
montrer. C’est  ainsi  que  M.  Gaudin,  dans  sôn  £\.mi  \nr  la  tlworie  des 
signes  (*),  entre  en  matière  en  posant  ce  prinripe  ; Ci-i/ni  existe  dans 
le  calcul  doit  attisi  exister  en  Qèotnélrie , par  ht  seule  raison  i/iie  h:  f aïeul 
est  applicable  à tous'  lès  objets,  tpte  cette  .teienre  eonsiflére,  Indcpendam-., 
inonl  du  vague  et  de  l’obscurité  qui  régnent  dans  cet  énqncé,  il  est  très-  > 
certain  que  le  principe  est  entièreméftt  gratuit  et  non  démohlré.  Cela  seul  i 
-suffit,  ce  me  semble,  poilr  -faire  voir  que  la'  Ibéorie  de  M.  Gaudin  pèche  ' 
,par  la 'base,  et  ne  saurait  expliqueV  clairement  les  faits  qu’elle  entreprend 
d’exâminer.  v ’*  ' 

» M.  Carnot  aurait  jeté  un  grand  jouegur  ces  matières,  si,  èq  s*ap- 
I puyant,  non  ^cilement,  înats'oxpHcitêment,  sur  le  princii>e  de  la  conti'-* 
nuilé,  pour eq déduire  la  règlevéritablôdessignés  de  cftrréjation,  il  eût  tou-  . 

‘ jonrs’eu  soin,  dans  les  applicatidns  particulières,  de  séparer  ce  qui  tient  aux 
notions  fondamentale.s  et  géométriques  dè,  cô  qui  est  dù  proprement  à 
l’Analyse  algébrique.  U ne  nous  appartiendrait  gnère  de  revenir  sur  ce  ' 
qu’a  dit  ce  célèbre  géomètre,  si  la  théorie  qu’il  expose  avait  paru  satis- 
faire tous  les  esprits;  et  Si  les  conséquences  qu’elle  entraîne  et  los  objec- 

• lions  qu’elle  fait  naître  ne  tendaient  à détruirCj  jusqu’à  un  certain  point," ’> 
la  confiance  que  l'on  doit  avoir  dans  la  certitude  et  dans,  la  généralité  de 
l’Analyse  algébrique.  D’ailleurs,  l’objet  des  recherches  qui  fious  occu))ent 
êst  d'introduire  qn' Géométrie,  dans  toutes  scs  conséquences,  le  principe  de 
continuité 'dont  l’admissioH  exige  absolument  qu'on  ait  égard  à la  varw- 
nion  des  signes;  et,  quoiqu’on  piiisse  adraellré,  à priori,  la  règle  indiquée 
par  M.  Carnot,  relativement  aux  quantités  directes  cl. imrrsrs , règle  en 
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eRe-ni6me  triv-oxHcle.,  il  Tniporte  lonlefoi:?  «le  la  présenter  sousi  un 'joiir  . 
plus  simple,  plus  conforme  à lu  luunièrc  ordinuire.de  voir,  eu  qui  puisse  ’ 
faire  éviter  toutes  les  difllrultés  dont  elle  est  hérissée  dans  les  applications  > 
particulières.  ■ ‘ \ ''  u'  • 

» Le  but  que  je  me  proposa;  dans  ce  qui  va  suivre  est  donc  d’examiner, 
sous  ce  point  de  vue  spécial,  et  le  principe  de, continuité  et  la  loi  des  • ; 
changements  do  signe,  puis  d'en  tirer' dos  conséquences  exactes  pour  -, 
l'application  de  r.Mgébre  à la  Géométrie  en  général,  .‘g 

/ r J’admets  on  principe,  avec  M.  Carnot,  pmftræté  mn^/tuition 

(iéditUc  Mf’ébriijucmcnt'rl'une  oü  <h:  pln'airiirs  rctutirins  donrKCs,  de-  . 
meure  ineuriidde  de  fnpme,  et  jnir  ennsèejuent  lipjdicidde  à tous'  /es  états 
des  t/iumtités  t/ui  r entrent  'quand-  /es  premierei,  c'eUes  (fÿii  c//es  prom'n-  - . 
nent,  jouissent  e/ics-indmes  de  'ce  curucti're  dans  lequid  réside  Véritable-  _ , 
ment  le  principe  de  continuité  admis  en  Algèbre  pnre.tjuûique  ce  principe  ‘ 
n’ait  [loint  jusqu’ici  été  rigoureusoraïuit  démontré,  je  l'adopte-  toutefois 
sans  di^ussion  parce  qil’il  est-  parfailemeiH  clair,  exact  en'  lui-mènie  et  ■ 
reçu  au  moins  imjilicllemetit.  par  la  généralité  des  géomètres,  si  ,oij  Ip' 
considère  !ndé|.endammcid  de  ses  applications.  ' . ' v . 

» J’examine,  pour  les  ligures  élémentaires  qt  firndamentèles  de  la  Géo- 
métrie, l’influence  JeJa  po.silioif  suc  log  signè.s  des  quantités  qui  enli-ent  . 
dans  les  relations  corresp'oiidanles  ; j^n  dtVluis' cette  règle  si,  cOnnue.1 
que,  dans  /es'  r/îi-c/s-  c/uingelnents  de  siluntion  ipic  pcmn'nhé/ironeer  œi 
figiirès^  ou  /es  parties  (pii  /es,  coin/msent,  //  r a /M'rniaatal'e  de  signes  en 
inepte  temps  que  permanence  de  sitnnthm  et  de  sens -à  l’égnn/  de '/'ori- 
gine d’o/i  se  mesure  e/mqiie  grandeur  Æspèrtier,  et  qu'it  y a au  contraire . 
variation  de  signe  hvre  i’àriation  de  sens  à l’éjjun/  (ie  celte  meme  ori-, 
gine.  Au  moyen  du  prinoi|Xî  cité,  j’étends  d’abord  celte  règle  des  signes 
aux  relations  mélrii]ues  qui  peùveiU  so  déduiro  algébriquement  des  pre- 
mières; puis,  par  un  raisonnement  fort  simple  et  souvent  employé,  je 
l'étends  de  nouveau,  A toutes  les  rehuions  géométriques  possibles  des' 
figures,  en  observant  que  lès-  plus  compliquées  d'e'ntn;  elles  so  d«'K'tPtn- 
posent  toujours  en  quoiques-unes  des  figures  élémenUfites  d’abord  exami- 
nées, en  même  temps  quh  les  relations  qui  léür  appartiennent  dérivent  de 
la  combinaison  algélirirpio  de  celles  de  «s  dernières.  ^tr 

n>  La  règle  des  si.gnes  idns}  jposée  en  général,  jlbxamine  c'ominept  ort  peut 
l’appliquer  aux  systèmes 'corréta_lifs,  dans  lesquels  certaines  grandeurs 
figurées  ce.ssent  de  subsister  d^lne  maniéré  physique  ou  grajdiique.  Je 
fais  voir  que  cela  consiste  à reganlor  les  lettres  ou  ex{)ressions  qui  le8 
représentent.coqime  inconnues  à la  fois  de  grandeur  c,t  de  signe  pour  tout 
l’intervalle  où  elles  reStènt  imaginaires , en  ayimtlègard  cependant  à la 
règle  des  signes  tmurJos.adlnss  qiKintites  du  système  qui  sont  demeuri'-os 
réelles.  Les  relations  CorTespondaètes. à ces  étals  lit!  sVsleme  soûl  pure- 
ment idéales  dans  les  propriétés  géonioirùp.ies  qu'clle.s,  exprim«M)t,  mais 
glle.y  n'en  sont  pas. moins  éxac  les  et  rigoureiisi's  eu  ce.  seits-qu'eUes  tiul- 


^ V 
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> - oiïeslnnl  l'élat  véritable  (la  svslème  par  leur  incompatibilité  et  par  lu 
nature  des  expressions^  qu  elles  donnent  pour  les  valeurs  des  quantités 
.i«pardées  comme  incrtmbues,  J(<  termine  cC  sujet  on  examinant  et  expli- 
quant  les  ôiflicullés  faites  contre  la  rè;;le  ordinaire  des  sipnes;  telle  est  . ' 

«ntre  autres  relié  que  présente  la  stVante  d’un  arc  plu.s  grand  que 
' ^xoo"^  qui  se  confond  («actemeiit  av«!c  .la  .sécante  correspondante  d'un 

• arc- moindre  que'  loo",  et  qui  pourtant  est,  comme  on  le  sait,  afr(H“téo.d’un 
.signe  contraire  à celui  que  (utrle’cetlc  lierniérn; 

• • ' f ’mQeUt!  (/bjection,  d’abord  mise  (nt  avant  [lar  .M.  Carnot  dans  la  (U'n-  ' ' 

•métrie  fù-  //f)s(fin/i,  puis  rv'pcoduik'  à la  lin  do  .son  Mémoiresur  la  Théotif  . ' . ’ 
d(i  trwfsi’ersnlcs^  comme  un  exeinplo  propre  à détruire  l'opinion  ordinatT  ■ 
remeiit  reçue  en  Géométrie  .sur  la  nature  des  quantités  négatives,  a de  . 
nouveau  été  examinée  par  .M.  Gaudin  ( art.  3j  ef  49)  de  l'ouvrage  déjà 
. -cité;  l’auteur  cherche  à défruirc  célie  ' objection -on  ^allirmant  qu'on  • 
S’exprime  d'mio  manière  alrrégée  lorsqu’on’  dit  ([iie  Ut  accunut  d'un  arc 
plus  grtihd  i/up  9.00”  c.tr  M-"i(tiref  mais  l'oxplication  de  .M.  Carnot,  fiiiuléte 
sur  la  Ihéoriiî  des  ipiantittis  directes  (’t  inversi's  et  rellu  inème  de 
M.  Gaudin  né  sont  mdleinent  .satisfahiantes  et  ne*détruisent  aucunement 
l’objection  • nous  faisons  voir,  en  efleti  (|ue  Ja djlhculté  lient  simplement  - 
à cé  que,  dans  le  oiouvemcnt  de  rotation  d'une  tlroileqiii  porte  certaines  ' 

' _ distances  variables  et  constaiilea,  on  conhmd  aisément  entre  eux  les  (leux 

• ‘-.sens  d[»po.sés'((/c.rtc/'çtjy «fefer)  que  ^cos  distance.s  peuvent  prendre  à 
l’é^rd  de  leur  origine  comnjitne.  ^ 

■ » .\pris  avoir)  ainsi  examiné  la  véritable  r((gto  (f(;s  s'ignes.  ou  plulét  le  ' 

■.sens  véritable  (lue  l'on  doit  altàclier  à la  rùih;  ordinairoment  reçue  on  . ' 

' *•  rv  .1  ^ 

Géométrie  analyliqno,  je  passé  à l’application  de  l’Algèbre  à la  résolution  ■ 
deé  problèmes  qu’on  peut  sé  projioser  sur  les  ligures.  Je  démontre  rigou- 
rensement,  par  desi raisonnements  et  pac  des  exemples;  (|Ue,  quand  te 
problème  a été‘ bien  mis  en  équation,  c’est-à-dire  quami  le  stsiéme  des  ! , . 
équations  primiliveS  n'exprime  rtl  plus  ni  hioins  que  l’tmoncé  verbal  lui-  . . 

iqéine,  et  en  «^t'pae’const'Kpiont  la'  (riMhi(;ti(ni  cxacic'et  fidèle,  que  les- 
, racines  algébri(|u(’.s  (ibtehues  satisftint  (outes  à la  ftiis  aux  cündilion.S  du 
problème;  lvs;racbies  positives  indiqmiut  des  grandeurs  qui  ont  précisé-  ■ 
jinqnt.le  sensfpi’oii  leur.avait  atlribué  primithement,  les  Tiu'ines  négatives  • 

• éepréseiiCaul  forcétm'iil  piujoùrs  des  solutions  qui  ont  un  S(vis  opposé  ou  • .. 

■ învérse '(  pourvu  qu’on  donne  an  iiH(l  sens  l'acceplibu  ([ui  lui  est  propre 

d’après  ti  loi  posée  pour  les  signes),  enfin  les.  racines,  imagiirajres  indi-  . > , 
' .qnaitt  des  sohllions.  iinposSibles  pour  le  tuis  actiu’l  et  qulrpenvènt  dp-  v ' 
'•veniF-rèelleà  en  chaimeani  ,.mm  J(t  selfs,  la'  nature  du  problème  énonce, 
cçmrne  Ip  yiîut  M.  Carnot,  mais  la  grandi  ur  absolue  lie  qu(‘lqui)s-uiU's  de  ' 
i^^dcnnées.  Je  fais  voir  ([ue  toule.s  les  dilUclilfé.-'  particuliiTcj  (|uu  l’on 
pêiil  l'onrmitrcr  vieniiciil  loujOiiTs  do  a\  (|ne  le  jiroblème  a été  niaj  mis 
•en  éipiationî  ou  di;  ce  que  l’on  a confondu  lè  svstcme  clieii  hé.  avec  un 
.'•.àiitr('',..;yjjfpnif>  ,j,p  On  (iiHcre  siùl  génmé|i 'epi'emCiil  ,'stùl  uiialvlHjucmcnt , , ' , 
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Toutes  les  racinus  trouvéoa  sati:irais<int  eli  cffe^  aJgâbOqueinenl  aux  Qua- 
tions de  départ,  et  ne  sutisQiisant  qu'à  ces  seules  équations, -elles  indiquent 
des  solutions  ri^oureusc's  du  sysiefiii»  piopre  à ces  équations, ^et  il  mi 
saurait  s'en  trouver  parmi  eilas  aucune  qui.  soit  ou  al>snrde  ou  insigoi-  . 
liante,  et  provenant  pureqnent  des  transformations  algébriques,  comme  le. 
prétend  encore  notre  illustre  géomètre.  ^ ^ . •.  , ' 

- » Je  donne  ici  plutôt  les  conséquences  que  l'analyse  du  la  dernière 
partie  de  mon  travail,  pàrce  que 'dans  une  matière -aussi -épineuse  et  où  • 
les  dilTicullés  tiennent  à des  tiotions  vicieuses  généralement  reçues,  et 
souvent  aussi  à des  amphibologies  de  nuits  H d'expressions,  on  ne  saurait 
se  faire  comprendre,  d’une  manière,  parfaite,  que  par  des  taisomieipetils 
souvent  répétés  ut  appuyés  de  ,1a  discussion  exacte  d’un  grand, nombre  ^ 

d'exemples  diHiciles.  < ^ ^ . 

» Au  reste.  Monsieur,  .l'objet  véritable  de  cette  lettre,  ainsi- que  j'.ai  eu 
déjà  l’honneur  de  vous  l’aunoncer  lors  dti  votre  visité  à Metz,  était  ruoins 
de  vous  offrir  une  analyse  raisonnée  de-.mon  travail  qu’mro' esquisse 
rapide,  propre  à vous  faire  ('onnailre  seühjmenl  le  but  exact  que  je  m'éUiis 
proposé  d'atteindre  dans  mes  rècherches , alin  que  vous  pufssiez  juger  à 
l’avance,  nun  du  inérile,  mais  dit  degré  d'inlérét  qu-’ellesqionrraientoltrir 
aux  géomètres  qui  aimeltl  comme  vous  à s’occuper  delà  partie  métaphy- 
sique des  sciences.  • - • ' ■ 

» C’est  sous  ce  rapport  soulement  que  j’ose  recommander  cpttq  longue 
lettre  à Aotre  alUmt'ion  et  il  votre  indulgence-,  amsi  qu’à  'céllt's  do  nos 
respectables  amis  MM.  ik-rvois  et  Brranclion.  Si  vous  daignez  me  trans- 
mettre, d’une  façon  pu  d’une  autre,  votre, avis, et  le  leur  sur  la  nature  d.è  , 
l’accueil  qu’on  pourrait  faire  aux  idées  principales  qu'elle  renJerme-,  vous 
fixerez  l’inccrlUudc  et  'le  doule  qui  m'eoqiéclient  jusapi'à  ce  jour  de  rien 
faire  |iaraitré;  car,  il  faut, bien  qne’je  le  dise,  voulant  baser  toutes  mes 
recherches  sur  l'admission  du  principe  dc'i'onlinuilé  wi'UQmélrie  et  de 
toutes  les  conséquences  métaphysiques  qu  il  entraihe , j’apprehende»  en 
leur  donnant  le  jour,  de  cunlrarier  des  idées  qrdinairemenl  reçues,  et  de 
DO  point  oblenir  rassentimenl.dcs  bonimcs  éclaifés  que  .je, veux. précisé-  . 
iiiciil  prendre  pour  juges.  L’exemplc.de  Wrunski  m’ellrayu  et  m’intimide  à 
plus  d'un,lilrc.  Sans  cepeiuJanl  nie  J'aife  croire  que  mon  travail  ail  J’ieu  do 
commun  avec  les  rêveries  dé  la  pliilosopliiod’ii«r/i’-f(/i/«  j*).  U F 3>.*J  *^1 


(i)  M.Sfrvoi^  Dion  aiiCieii  ui.vUn-  cl  luiiior.ibic  ami,  dont  plusieurs  fois  deja 
j’ai  ou  rocoasrou  do  citor  les  écrits  t;uonicti-ii|iios  dans  ces  ût  doiil 

le -nom  so  trouve  souvent  rappelé  dans  le  Traité  tirs  Propriétés  projectives  des 
filtres  y est  l'auteur  de.  dtvers  Memnires  (iSoo  a iSio)  sur  les  prineipes  dd 
c.alrul.des  variationir, du  ealeul  dilVerenliel,  îles  fonctions  distributives  èt  coin- 
'tnntativeSf  ele.,  appronvès  par  flnstitiit  en  i8i?,  dont  les  idees  et  h*s  théories 
sont  en  partie  reproduites  dans  des  écrits  imprimes  à Aiinea  en  i8i  V et  les 
Ânnates  dr  Varjirmatiqités:  flans  res  divers  arlirles,  pleins  d'tine  érudition 
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' \rai,  beaucoup  d'autres  üiOirulU^s  qui  m'arrêtent  encore  dans  la  rédaction 
de  mon  ^travail,  ce  sorti  le  défaut  de  santé,  Je  manî]ue  de  temps  et  mon 
Wii|iaoilé  naturelle  pour  écrire;  mais  elles  ne  sont  qu’accessoires  à la 
ptemière,  et  avec  do  la  persévérance  on  en  vient  tant  bien  cpic  mal  à bout. 
Lors  de  vol i*e  voyage  à Metz, -en  1817,  vous  me  dowiàtes  rkiée,  Monsieur, 
'de  présenter  mes  recherches  à l'Institut;  Brianchon  m'a  réitéré  depuis  le 
même  conabil.  Je  désirerais  savoir  si  la  lecture  de  cette  leKre  vous  aura 
laissés  l’uq  et  l’autre  dans  les  mêmes  sehtintenls;  je  soiihailerais  -beau- 
coup aussi  que  M.  Sérvois  dargnêt  joindre  son  avis  particulier  aux  vôtres, 
je  lui  en  garderais  une  profonde  reconnaissance.  » • ’. 


' 2.  -7-  M.  O.  Terqudft  à M,  Poncclt'i,  (Paris,  ai  janvier  1^19-)  . 

« Mon  cher  compatriole,  l'instructire  et  profonde  dissertation  que  vous  ■ 
'm'avez  adressée  sous  le  titre  modeste  d'une  amicale  épilre,'  a été  long- 
temps l'objot  de  nos  méditations,  .M.M.  Servois  et  Brianchon  l'ont  lue,  re-  ; 
lue,  débattue,  discutéé,  coirtroyoïsée.et  approutée.,  et  ont  ainsi  appliipié 
le-sçeau  de  leur  autorité  aux  résulJals  de  mes  propres  réllexions;  je  re- 
grette de  n'avofr  pas  voJrO'lettre  soto  la  main;  -nion  intenlion  est  de- 
répondre  catégoriquemenl  à tous  les  articles  qui  niêrilent. d’être  pris  tn- 
xlivü/uHlfinenl  eri  considération-.  En  me  conformant  à vos  intentions,  j’ai 
.remis  la  lettre  à llatiii  Brianchon,.  èt  depuis  un  mois  mes  réclamatioiis 
voyagent  journellement  do  Paris  à Vincennes,  où  demeure  le  sa.vant  pro- 
fesseur de  la  Gaide.  U parait  qu’il'î^e  dispose  aussi  à faire  une  p'plique 
'adaptée  à la  circonstance;  mais;  en  attendant,  il  me  prive  dû  plaisir  de 
pouvoir  motiver  m'on  adhésion  à, vos  idées,  qui  paraissent  devoir  trans- 
porter les  généralités  algébriques  dans  les  domaines  jnstpi’fci  as.sez  res-' 
Ireintsda  la  Géométrie.  Il  est  do  l'essence  de  l Arillimétique  universelle, 
autrement  dit  de  r.Algèbre,  de  irailer  lousjus  élément»  soumis  à rupératfon, 
comme  des  nonabres  abstraits  ut  comme  tels  de  fa’H-o  subir  à ces  éléments 


savante,  où,  conformement  h de  l'AlgèHre  et  do  Ja  théorie  dc> 

'■  nombres  disciiîts,  on  negli(»e  enlièrcjneiit  la  nolioii  do  continuité,  et  eonlbiul  . 

trupHOUvent  les  méthodes  de  demuiistratioiF  ou  dVxposilîon  aTOc' les  nielhodos 
wsd'invcntion,  M.  Servois  s’est  livré  à une  ePilimU*  spiriluelfe  cl  railleuse, .sinon  » 
toujours' juste  et  éclairé^*,  contre  la  téuiei  ite  do  l’aMleuP  de  la  J'cchnit^  af^oriüi- 
miquCf  cé  disciple  de  Kant,  qui,  tout  en  osant  chtre.prciufre  lu 
ta  théorie  <iri  fonctions  anah  titiues  de  I.agrangi*,  «lujonçail  l'aslpeusenu^ril  avoir 
. résolu  les  équations  de  tous  les  degrés,  et  trouve  dahs  rintinr  la  solution  des'* 
]>lus  grands  pruhlêmc»,  des  plus  gramles  dilKcultes  de  l’Arlnlyse  ulgel>riqiie. 
M.  ServoifÉ  était  «lo*nc,  mieux  que  personne,  en  «Ut-de  décider  si‘ me*  idtt»** 
gcom^riqiies  avaient  une  analogie,  même  lointaif»e,  avec  celles  du  philosophe 
etdc  la  philosophie  tVontre-Ithin.  . ^ {^Xote  de  ) 
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les  (luiix  st'ul(‘?  iiKjclitk-iiiiims  |in“iiii<‘rcî>  fjuo  tlfi»  nombres  imisscnl  é4)rov-* 
xer  ; l'iui^menlation  et  In  dimimiliüii.  I.a  seule  sbstraolion  que  J'^Vlgébre 
"O  jirnni’l  ne  porte  cpie  sur  In  nniurt'  des  unités;  aussi  ses  éléments  sont 
essentiellement  aUstndIs,  discnnlinus  cl  tinis  : abstraits  «hins  leur  essence, 
disconlitms  dans  leur  coexistence,  et  linis  dans  leurs- linnU'S.  Mais  c'est 
dans  la  science  de  l'élendue  que  la  facidlé  (Xubxtrairc  développoTobte  sa 
puissance,  cjui  \a  jusqu'à  anéantir  successivement  Us  trois  dimensions 
primordiales  des  corps;  clli‘  fait  abstraction  de  la  substance  [*nb  starr)‘ 
et  s'occupe  essenliellenntnl  do  reiivelopin',  pouraiiisi  dire  de  la  surstance, 
ou.  en  se  servant  de  l'expri'ssùm  usitée,  de  la  surface  des  corps.  Par  une 
st'condo  et  une  Iroisicme  abstraclivn,  on  arrive  aux  idées  des  lignes  et 
des  iKiints.  I.es  siirfticus,  les  sont  ou  limikVsou  illimitéti'  dan^  ?e. 

dernier  rns,  elles  appartiennent,  il  me  semble,  ù la  tîéométrié  exclusive-^ 
ment;  mais  dans  lo  pR-niicr  ras  clli's  sottt  eiinire,  p.ir  kitr  nature  géné- 
ritpie,  soumi.ses  aux  lois  tpli  régissent  les  êtres  géümélri(|ùes,  muLs  nùm'é- 
riquement  |iârlaiil,  eonirm;  ipiaiitité.s  discoutinuos .‘.elfes  font  partie  -de’ 
l'apanage  de  r.Aritlimélupie.  Les  étri'S  gétmiélriques  //»»t^.r’étai)lissènl 
donc  uné  sorte  do  liai.son  imlurellé  entre  la  Ciéométrié  cl  l’Algèbro,  cl 
c’est  toujours  par  eux,  d'une  m'atiièro  tacite  ou  ostensible,  direrte.ou 
indirecte,  iiu'on  a inlrodiiil  une  de  ces  scienees  dnns  Ta'ulre.  Je  n’ai 

* ' ■ r-  ; 

jamais  pu  me  rendre  netUnnent  compte  pnurqmri  l'.VIgébre,'  si' p'^uvre  en 
abstraction,  est  si  rirlie  en  généiatités,  tandis  <jue  tout  lu  conlrali'e  s'(i)- 
serve  dans  la  Géométrie.  Les  faces  nou\ elles  soiislesquelfes  vous  nous  fatles' 
consiilérer  ces  sciénees.  |iaraisscnt  devoir  jeter  un  grand  jour  sur  cotte 
<|uestiun  et  cjvricbir  rliacime  d'elles  aux  déports  du  surabondant  def^deux. 
Un  seul  cliangemetil  de  signes  .sulTll  à l'Algèbre  pmif  transporler  loé  pro- 
priétés du  cercle  à l'Iiyperbole  équilalcre.  Au  moyen  de  volro  injéiiieux 
système  interprétatif,  la  (réométrie  trouvera  dans  sOn  soin  de  (pioi  6|5ércr 
tlo  semblables  et  d'aussi  lienreiises  métamorphoses.  Dans  ane  prochaine 
lettre,  j’os|H!re  entrer  dans  de  idiis  grands  détails  et  vons  faire  port 'de 
quelques  dillicoltés.dii  genre  de  celles  dont  M.  tli'rvois  dit  tu  M.  Poncelet 
» Vous  dirn  cela.  » Notre  pauvre  consi'rvalçui;  'soiill're  ,en  ce  InéniciK' 
d'une  ophthalmiexpii  r-einpéélic  de  vous  envoyer  des  éloges  ; il  rtie  clwrge 
provisoirenumt  de  preiufrel'iniliatlve  i<l  de  vous  engager  à bipnlOt  .publier 
là  suite  (le  vos  traviuix;  tel#  ipie  je  les  ai  vus,  ils  méritent  déjà  dO  voir 
le  jour,  et  il  est  ,i  oraiiulre  epTeh  dilTéranl  jilus  longtemps,  d'autres‘y>cr-( 
'sontie.s  ne  troirvent  um.yen,  d'après  l(ts  données  que  \oiis  aviv.  déjii  fait 
oonnaitre,  biuou  de  unis  oiiU'ver,  mais  du.  moins  de  vous  dis|>iMer  Taii- 
tériorité  de  kxs. découvertes.  >>i  .mus  a\tîz  l’intention  de  faire  imprimer 
>-us  üuvrage.s  à , Paris,  vous  ponu«  dis[K)8er  entièrement  de  ma  bomfé  vo- 
lonté. Les  relations  ipie  j'ai  d'otlire  avec  les  libraires  du  pays  me  donnciil 
.pçut-k'lre  des  racilltés  à vous  sv'rvir;  ce  qui  me  serait  Irés-agctiabkr.- J'al- 
lejids.là-deÿçu.s  la  manifesblioti  de  vos  dispositions.  Mai.s  sùi'toiit  méha- 
ge/.  \uire^s.nité.  0'*and.pn  eu  lait  un  si  noble  usage,  elle  devient:  le  bhm 
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iff  toiis.cfHi.x  qui  s intdroÿsciil  aux  piD^rùs  dP  là  raison-,  ij  psl  de  votre 
titnoir.du  Ja  leur  i-onticrvpr.  — J'ai  l liüiimnir  (fètre  \otru  tiw-dévoué 
i'Oin|ialriute.  • - . • ' • * . , 

' f • ' -1)  Siiiiu-  ; O.'TERQfEM.  • ■ 

t * , . 

« P.  s.  (^nnnissez-vous  l'ouvragp  latin  de  Unnbert,  sur  les  comptes? 
il  riMifennc  une  fou|e  de  projinPtes  des  coniques  extrèmernent  in^ténieuses, 
et  dont  quclques-unos  sont  Consignées  dans  votre  Iclli'e  û .M.  (iergonne, 
im]ir1méi>  dans  les  Aiimilfs.  n . • 


' .R.  M.  O.  il  M.  Ponçrtri.  (Jîans  date,  (>rnbablemenl  en 

. Septembre  1819. ■)',  ^ , 

■ » .Mon  cher,  nous  a\V)n,s  d’en  ave^  beaucoup  de  plaisir  des  nnuvellc.s  de 
. voIro-s^nU'!,  ?ilr  le’ rütdiVisM'm(*nt  di'  lai|uelle  nous  avions  bc.soin  d'être 
ra.ssurés...I.e  Mémoire  .in(ércs,sanl  tpu*  vous  avtY  bien  voulu  nous  confiei' 

. •hdus  a été  «h'aulànt  idvis  agréalde  qji  il  est  un  ddeuntenl  précieux  à 1 ap- 
pui de  votre  aiuitiê’()our -nous;  n’allez  pas'^nous  aeeustîr  dp  ri'qtondre  à 
votée  affecluCnse  épilre'par  des  formes  dqilomafiqups;  par  nous  j'entends 
parler  doMM-,  Servois,  HrfànChun  et  de  voire  serviteur.  Dilféiunts  tra- 
vaux nous  ont  einpècliés  do  nous  livrer  de  s'pile  à la  lee,lur<-  suivie  et  atten- 
tive de  \ojtre'i)rodiieiion;  M.  linaneJion  l'a  lue  Je  juCmi'er  et  .seul;. ensuite 
-M.  Servois  et,  moi  l'avons  Inc  ensemMe.  Ces  me.ssieurs  m'tml  cliar"é 
d'être  l'inldrprète 'tli>  lunrs  sénlimenls.  Je  suis  làplier  de  m’acquitlor  le. 
moins  nlid  (pie  j«î  p<mrrui  do ''cette  inqiu'rlanlc  nii.s.siun,  . • , ■» 

P U[iiniou.dd  M.  Brianclion ':  . ■ ' • • , , 

H nie’Va  F,iit  connailrô  piif  lettre’..  Il  me  dit  qu’il  n’a  trouvé  rien  â ' 
reprendep  dans  vidrg  écrjli  qiielque.s expre.sstons  ,exa-plées ; ipi'on  devrait 
de  suite  pî«rederii’rimpïession,  arm  da  liiier  l'apparition  du  second  Mé-' 
jrioiré  que  vous  aniioiicez  dans  le  pr'emior.  I.a  doctrine  est  neuve,  piquante  • 
. et  d’uiui  vérité  incoiitisitablm  . . . - • 

» fjpiiiion  de  M.M.  Servois  et  Térquom  ^ '1  '-  . ' ■ , _ ■ 

I)  Nous  avons,  analysé, et  discqté  SoipneioseftiPivt  avec  toute  |.’allenlinn 
ilont  nous  somlues  capaldcst  il-  règne,  en  ^ém^at,  une  grande  clarté  dans, 
t' exposition  des  pritH’ipos,  ét  vous  faites  Irés-bieu  ressortir  l’emidoi  taeite 
que  fout  les  géomètres  dn-  .ipiauliU'is  rmagiiiairos,  on  du  moins  dont  ils' 

..  ne  copnaisseiit  pas  d’avance  leS  coéditions  et  con.sé(pifHnmeiit  l.t  possibi- 
lité agodiclique  de  l'exislimco  ; emploi  qui  a lieu  même  dans  les  démons- 
Iralious  les  idus  rigoureuses,  lursipi’on  supjiose  qu’on  mène  certaines 
lignes  et  tju'ün  suppose  certaines  grandeurs  sans  s’inquiéter  de  Uv  possi- 
bilité réelle  de  mener  ces  lignes  et  de  fixer  ea?s  grandenrSi  Les  algi'fcrislcs  . 
je  distinguent  eu  cela  des  géomètres,  qu'ils  sc  st^rveiil  des  imaginaires 
tacitement  cl  ou'vertemenl.  .Ainsi,  loi-sipi’ils  disent  que  la  somme  des  ra- 
cines d'une  équation  est  égale  au  deuxièiue  lei  me  piis  négativement,  celle 
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somme  est  réelle,  mais  elle  comj»rend  taeitemenl  les  racines  imaj^inaires 
(le  celte  équation.  l./)rsque  ensuite  ils  ojHTenl  sur  des  quantités  de  la 
tonne  n-±.  h v'—  i,  qu'ils  les  élèvent  à des  puissances  et  les  soumettent  à 
toutes  les  modifiealitms  arilhmétiques.  ils  travaillent  (Tune  manière  pa- 
tente sur  (les -objets  d'idéale  existence.  Ccst. à enrichir  la  Géométrie  de 
cette  dernière  sorte  de  Iravau.x,  à doter  la  science- do  l'étendue  de?  res- 
sources qu'offre  la  srienee  des  quantités  numériques,  qyc  tendent  tous 
vos  travaux;  nous  croyons,  avec  vous,  que  la  réîussito-de  cette  entreprise 
amènerait  de  grandes  simpUücations  et  d'importantes  déoouvprtes;  votre 
troisième  Section  en  offre  d'intéressanisexeraples.  Toutefois, il  reste  encore 
quelques  (loints  obscurs,  ou  qui  nous  ))araiésenl  tels;  comme  nous  jTigtwns 
toujours 'les  idées  d'autrui  en  les  comparant  aux  nôtres,  nous  croyons 
'vous  donner  les  moyens  de  faire  disparaître  les  difllculLés  qui  nous  arrètehl, 
en -vous  faisant  connaître  notre  manière  de  consiflércr  les  ndatiops  mu- 
tuelles de  simililode  et  de  dissemblances  que  ntnis  trouvons  entre  TA1- 
gébre  ét  la  Géométrie,  Dans  cetto  derniere,  eommo  vous  l’avez  fort  bien 
remarqvié,  il  existe  deux  sortes  de  propriétés  r ies  unoA^-  //jem'i/i/ff.r, “sup- 
posent la  préexislortce  d’une  ou  d«  plusieurs  unités  connues  et  délermi- 
liées  ou  déterminables;  les  autres,  ilcscrij)tives,  ^ml  indépendantes  de  toutes 
unités;  mais  nous  croyons  remarquer  aussi  deux  sortes  dejiropriétés  dis- 
tinctes en  Algèbre,  savoir  : les  propriélés  itiétriqaes  et  les  propriétés  opé- 
ratoires ou  al"orilhnii(piPs;  les  premières  ne  dépcndtmt  que  de  la  grandeur 
soumise  aux  opérations,  tandis  que  les  secondes  dépendent  dé  la  nature  de 
l'opération,  Selon  qu’elle  exigé  des  extractions  tic  racines,  des  élévations  de 
puissance,  deè  dHîérentjations,  des  intégrales,  l’usage jles  logarithmes,  etc. 

De  là  doivent  résulter  deux  sortes  d'inqioSsibilités  les  unes  métriques, 
les  àutres  glgurithmiqnés,  et  que  malheurcusernentnuus  savons  distinguer 
en  très-[ieu  de  .cas"'  Ainsi,  nops  savons  (pip  la  |>ossibilité  de'ÿ^  lient  à la' 
profiriété  métrique  do  n > ou  <î;  o,^  pf  ainsi  df%  aulreg.  imaginàîre»; 
mais  on  a longtcmivs  discuté  pour  savoir  si  k)g’ — a. était  dans  le  possible 
bu  non,  quoique  cola  ne  tienne  qu'à  une  propriété  métriijue.  Mais  lorsque 
les  cotHlitions  de  l'existence  sont  réglées  sur  )a  nature  _de  l'opération, 
c’est  alorà  que  les  ténèbres  nous  enve'lop'pent  de  touij  côtés-:  sait-on  ce  que 
signifient  les  fliclorielles,  les  différentielles,  les  logarithmes,  les  intégrales  ' 
à exjxisanls  fractionnés;  ne  sonl-ce  peul  étro  que  des quanlités  essentinl- 
lemont  imaginaires,  iiidépenilammenl^de  toute  propriété  métrique?  Du 
moins,  avant  de  prononcer,  U est  permis  do  douter;  mais  ce  doute  nous 
semblé  porter  atteinte  à votre  théorie.  En  effet- vous  faites  voir,  en  pre- 
nant pour  exemple  les  inleèseclions  de  deux  li^'es,  que  l’une  restant  fixe 
(icndniit  (fuc  l’autre  tourne  autour  d’un  de  ses  points  comme  centre  de 
rotation,  plusiem-s  (loinls  d’intersection  s'évanouissent  par  suite  du  mOn- 
vement  ; des  graiideu'rs  réelles  deviennent  imaginaires,  et  vous  dites  que  cès 
imaginaires  répondent  exactement  aux  iniaginain's  algébriques.  N'eus  vous 
üemamlerons  (Tabord  ^qiiejleespèccd'lmagiiiaires  : algébriques,  métriques 
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ou  algqrilhini«iiiP8'?  Vois  voos  déridez  pour  les  niélriques,  et  vous  avez 
raison  dans  le  cas  parliçidier  qui  ■yous  orriipr.  En  oflel,  les  intersections 
sont  déierminées  |>ur  des  abscisses  ou  ordonniW  tbujours  rarines  d’une 
mémo  équation  ; les  cwdicients  de  cette  équation  peuvent  se  construire 
dans  tous  tes  cas  j<éoinélriquenK-nt,  parce  qu'ils  ont  une  existence  réelle 
indépendante  do  letirs  raejnes  et  ronséquominenl  des  points  d’intersection 
possibles  et  non;  mais  qu'il  .s’aRissn  d'une  ^courbe  plane  et  d'une  droite 
silu'ée  dans  son  plan  ; gup|>osens  que  la  droite  s'élève  tant  soit  |ieu  hors 
du  plan,,  voilà  toutes  les  intersections  qui  deviennent  impossibles  à la  fois, 
et  alors  à •quelle  impossibilité  al;ti’d»riqua  cornspond  cette  inijiossibilité 
fiéoniétpiqup?  nous  n'iui  savons  rien,  et  ntms  recevrons  avec  lieauqoiqi 
d'empresscmenl  vos  éclaircisSeruenls  sur  ce  (tassage,  brusque  de  l'étre  au 
non-étre.  Noms  no  çonnaissuns  rien  (le  semblable  en  Anatyse;  liss  imagi- 
naires radicales  (sissent  itiwnsibboienl  du  (missUiIp  à l'iinpossUtle  en  tra- 
venuml  le  néant  et  les  imaginaires  oiiératoires'.’  Iri  eommeneont  les  mvstères  i 
c’est  au.  niinistn'  à nous  initier  ; vous  avez  entr'uuvèrt  la  porté  du  tem- 
ple, pouttètre  (lu'elle.  cédera  à vos  efforts;  le  passé  est  (l'un  bpureux 
augure  pour  l'avenir.  Nous  e;q>«'Tons  lienucoup  dé  votre  second  Mémoire, 
et  vpici  cé  qtic  nous  vous  cottseilton.»  relalivenKjnl  au  premier. 

J»  La  jtremiére  et  la  secondé  Section  renferment  des  idées  (pii,  .so  rap- 
prpctianl  beaucoup  de  cellgs  de  t'ornol,  sontàujcurd  hui  assez  répandius 
parmi  les  g/lmiéires  (lour  qu'on  (iuis.se  s(j  dLs(M*nser  d'entrer  dan.s  de 
grands  <UH-elop(>nHients;  ainsi  nous  croyous  que  ce*  deux  [wrties,  consi- 
dérabJemenl.n'xluilesel  conv(»nal)lenient  (in^sentée^,  (xiurraicnt  se  réduire- 
a quelques  pages  ((ui.  ajoutées  à la  iniLsiénie  (lariie, -.seraient  une  lionne 
et  excfl.lenle  lut  nul  lui  lion  au  .Mémoiri'  ((ue  vous  annoncez.  Nous  (ifiis'on.s 
((lie "vous  devez  aelû'vor  ce  .Mihnoireel  dilfércr  jus((ii(>-là  la  (lubllcation  de 
(olui-ci.  Les  idées  abstraites,  de  nos  joiu-s,  u'olitiennenl  accès  que  lors- 
qu'on Jes  fait  suivre  linmi'-diatemenl  (le.  fi*rtilt‘s  et  d'utiles  tqqilicatiuns; 
les  Vôtres  sont  de  ce  nombre,  nous  en  avons  deS  [ireuves  muUi|iliées. 
Nous^désiron^  (lar  ceci,  vous  donner  à notre  tour  une  (ireuve  de  la  sin- 
(xlrité  dû  nos  intentions  et  ded'intértu-  ([ub  nous  (menons  à vos  dé-couvertes 
e(  à la  réputation  qu'elles  sont  destinées' à fonder. 

. ' » Sigtié  : O.  TEBorKM.  — F. -O.  Senvois.  » . 

4.  — Bdponxr  (/f  ÎU.  Poncetet  nuT  (leux. lettres  i>rêrt‘i1rnlrs. 

• • . (Metz,  le  1 4 octobre  i8ig.') 

s « Monsieur  et  cher  compatriote,  j’af  reçu  avec  reconnaissance  la  lettre 
pleiné  d’intérêt  que  -vous  m’avez  fait  l’honneur  de  in'érrire  au  nom  de 
trois  personnes  que  j’esifme  et  que  j’aime  également;  jé  su'is  on  ne  (leni 
plus  flatté  de  l'attention  qu’elles  ont  bien  voulu  donner  à une  faible  pro- 
duction d'un  de  leurs  disciples  dans  la  srinnee  clc  l'étendue,  et 'vous  prie 
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d'étrC' au|iri's  d'ullp!^  (>  In  fui»  l'iiitcri'ircMe- <ii>  mes  inaltérables  senti-' 
monts. 

B Pour  reoonnniire,  autant  (ju’il  est  on  mol,  L)  bonté  et  rindul}:enoe  ' 
qu’eUes  mo  ll'■mt)iJ:Ilent.  je  crois  ne  pouvoir  niioiu;  faire  que, de  réponUre 
avec  june  entière  franebise  aux  ûbsorvalions  Ru  elles  oiU  daigné  mo  trans- 
mettre. en  nie  déinmillant,  s'il  sg  peut,  *(h>  tout  amour-propre  d'auteur.. 
Puissent-elles  au  moins  iwonuaitre  dans  cette  ropom*o  le  vif  besoin  que 
j'éprouve  d'obtenir  leurs  suffrages  et  leur  apiTobation  ! , 

B Je  m'occuperai  d’abord  des  réflexions  et  tlc.S  observations,  générale*», 
do  celles  qui  sont  comme  le  rc.sulbil  de  l’exiunen  de  mon  écrit,  parce  que 
ce  Sont  ceUivs-là  tpji  me  tiennent  le. plus  aucœ.ur;  je  tiichcrai  ensuite  de 
réjiliqner.  le  moins  mal  que  je  pouriMi,  aux,oltservalions  p;u-ticulieres 
qu’on  m'a  faites.  Je  m'abstiendrai,  du  na-le,  de  parler  de  (xdle,  des  opl-, 
■nions  émises  ( Itriandioti)  qui  m'ojl  tout  'i  fait  lavorablo,  parce  qu’il  est 
fort  naturel  et  fort  simple  qo'cn  ma  qualité  d’ajileur  j'en  trouve  les  con- 
sf*qnenc,es' à nmn  gré;  quant  aux  corrections  que  cetto  même  opinion 
indique,  jo  répondrai  ipie,  nnn-seùlcnlenl  je  les  apiîrouve,  mais  qn'encorè 
je  .souhaiterais  qu’on,  daignât  rayer  impitoyablement  toute  expression, 
toute  phrase  incorivcnunte,  obscure  ou  trop  ambi,lieüse.  Par  exemple,  si  > 
j’avais  donné  à entendre  qiH'tqup  part  que  jti  déduirai  des  principes  ren-  • 
fermés  dans  iiioit  écrit,  de  fertiles  et  d'utiles  applications,  de  celles  qui  ’ 
sont  d’un  intérêt  général,  j'aurais  mal  ex^iliqué  ma  [lOnséc,  ot 'j'a lirais 
contre  mon  gré.  donné  sujet  nioi-ménic  à 1 application  de  la  fable  de  lu 
Mtifitiigiir  ijiii  viifariir  tuiv  n(uiris,  Jo  déclaré  doue  que  je  no  refuse  pas 
tl’effacer,  d(*  corriger,  et  qu'on  me  rendra. nn  grand  service  en  uSapt  lar- 
gement de  celle  faculté.  < • . ■ ^ 

f J’insisie  beaucoup  là-dcssns,  jiarco.qu’il  me,  semble  qu'on  s’est  inépris 
sur  le  but  véritabje.rfe  mes  recherelieé,  er  qn'ofi  en  a.coneu  une  opinion 
lM*niicoup  trop  ayantageusr' oq  Uop  relevée,  et  àlaquellg  je  me  sens  inca* 
.p.ahlp  de' répondre. ‘Ainsi.  nion  Objet  n'a  pas  été  d’aflaq'iiej  dés  idi'es  re-’’ 
eues,  de  riéer  une  théorie  nouvelle 'pour  l'opposer  à l'aiicienne,  , je  n'oi 
pas  formé  le  vliimerique  es(>qir  de  dissiperdes  ténèbres  qui  nous  envelop-* 
pent  de  toute.*i  parts,  quand  nous  .voulons  remonter  aux  prcfniei'S  principi's  ••  • 
des  sciences.  J'ai  vmilu  simplement  metlre  en  évidence  on  fuit,  un  axiôini* 
devenu  familier  è la  plupart  de»  géomèlras  analystes,  sans  qu’ils  son  soient 
rendu  explicilemenl  iifi  compte  bien  clair  et  bien  déterminé,  puisquas'ris 
l'ont  fort  .souvent  admis,'  ils  t’ont  plus  souvent  «ncore  repous.sé,  lorkju'il 
' rondui.sait,  datis  les' appjicalions,  à des  dillirnllés,  à de»  vxm.téijuenccs  ' 
étranges  ou  piiindoxales:  , ' ' ' ' . , v ' 

» M.  Carnot,  liii-nièmc.  rejetlo  c«s  conséquences. ipioique  tacitement  IL 
s’en  soit  appuyé  pour  établir  sa  théorie  de  la  corrélation  des  figures;  c'est 
une  contradiction  continuelle,  qui  jette  du  loiiclio  dans  fi'lte  tliéorie.  et 
principalement  sur  les  ex'empleit  dont  elle  s'appuie.  Si  ju  ne  i'ai  pa.s  si- 
gnaléof  c'est  (air  respc*cH«jnr  le  grand  liumme;  j'ai  ponrliuil  remarqvié,  à 
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'•  rièstsein  (art.  6 de  mon  Mémoire),  qu’on  ne  devait  pas  ronlimdre  la  ror-  ^ 
rélatiun  do  signes  avec  ,1a  ctfrrélation  do  situation  des  figures,  sans  justi- 
ticalion  préalable;  or,  c’est  ce  que  M.  Carnot  fait  souvent  d'une  manière 
purement  implicite. 

» Après  CPS  éclaircis-semenls  sur  l’axiüme  ou  princii*  de  contimiilé  oon-  ^ , • 

sidéré, en  Géométrie,  j'ai  voulu  montrer  qu'il  n’avait  pas  mieux  sa  raison 
èn  .Analyse,  et  en  déduire  cetle  conséquence  qu'il  doit  être  admis  sans 
restriction  dans  la  (ireraière  de  ce,s  deux  sciences,  de  même  qu’il  l’a  été, 
naturellement,  et  en  quelque  sorte  forcément,-  dans  l’aulre.  Telle  est  la 
' conclusion  comme  le  l)ut  véritable  de  mon  écrit;, ce  que  j ai  ajouté  dans 
le  troisième  paragraphe  ne  concerne  proprement  que  des  applications 
générales,  et  forme  ainsi  un  complément  utile,  mais  non  indispensable,  », 
des  de\ix  premières  parties.  , , . 

.»  "Voila.  Monsieur,  ce  que  j’ai  déjà  eu  l’Iiounourdc  vous  m.inderdans  ma 
première  lettre  (novembre  idiH).  qui  renfermait  comme  l’analyse  démon 
actuel  et  d'un  autre,  qui  pourra  le  suivre  un  jour,  sur'l'applica- 
lion  de  l'Algèbre  en  général  à la  Uéométrié.  Je  vous  suppliais,  dans  cette  . 
même  lettre,  de  me  donner  votre  avis  sur ,1e  degré  d’intén't  que  pouf-,  ‘ 

■ raient  présenter  ces  idées  aux  yeux  des  géomètres;  c’est-à-dire  si  elles 
vous  paraHisjiicnt  neuves,  si  elles  valaient  la  peine  d'ètre  écrites  ; j’at- 
tendais avec  impatience  votre  répon.se‘[)Our  m’y  conformer  dans  la  rédac- 
tion de  Ce  Mémoire.  Odlo  (|ue  vuus^me  files  parvenir  (en  jaiTV'ier  1819)  • 
ti’élait  que  jirovisoire  cl  ne  dissipait  nullement  mes  incertitudes;  eepen-  • 

"duét  l’hiver  s’écoulait,  et  avec  lui,  le  court  moment  dé  loisir»  que  nous’  ' 
laisse  le  service  militaire;’ c’est  alors .t)ue  notre  apii  Brianrhon  fixa  mon 
irrésolution  en  me  conseillant  de  faire  imprimer,  à part  et  à mes  frais,  la 
partie  métaphysique  de  mon  travail,  jugeant  avec  raieon  qu’ollc  figurerait 
mal  avec  l’autre,  et  qu’elle  l’allongerait  désagréablement  aux  yeux  des  ' 
géomètres. qur^  ainsi  que  vous  le  dites  voiis-mème  dans  votre  dernière 
missive,  aiment  avant  tout  leâ  applications  solides  et  utiles.' J’ai  donc  ’'  • ■ 
rédigé  mon  'deuxième  Alémqire  et  vous  l’ai  envoyé,  afin  do  profitei  do 
foffre  Obligcanle  que  vous  m’avez  fuite  dç  le, relire  et  de  le  faire  ini- . 
primer.  . ’ ■ 1 

'*  Avec- plus  de  talent  dans  l’art  d’écrire,  j’aurais- (hi  sans  mil  doute 
ih’cxprîmar  en  moins  de  mots,  l'aurais-je  fait  avec  amant  de  clarté 
[loiir  toirt  le  monde?  Voilà  re  qui,  selon  moi,  n’esl  pas  irès-eeriain.Que  des  ’ 
savants,  qui  ont  beaucoup  rélléchi  sur  la  marche  de;Ma  Géométrie  et'  de  , 
J’j\naly.se  algébrique,  conçoivent,  du  premier  jet,  des  idiies  qui  leur  sont  • • 
déjà  devenues  familières  par  l’usage  autant  que  par  la  médiiation,cela  no 
■me  paraît  pas  du  tout  surpfenant;  mais  je’tloale  que  les  développements 
que 'j’ai  donnés  à certaines  d’entre  elles  paraissent  ^uiierllus  au'grand 
nombre_  de  ceux  qui,  u’étant  pas  aus,si  bien  initiés  par  eux-méines,  ron-  - 
naissent  pourtant  le  Discours-préliiiiinairo  et  la  première  Section  de  la  • ' 

. 6’cowèm'r  f/c ; les  princijies expost’is  dans'cél  inmiorU'l  ouvrage  , . 
j'i.  . • . ■ • 3'î  ■ • • 
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ne  sont,  pas  tous  Icllernonl  é\  iiienlS}  ii'aicnt  élù  déjà  combattus  à (li- 
vi'rst’i  reprises  par  des  jjéomélres,  d'ajlleurs  estimables  et  d'une  excèllenk* 
réputation.  Enliii,  il  ne  jiie  parait  pas  du  tout  clair  eJ  hors  de  dtoutu  que 
mes  idées  rentrent  assez,  dans  celles  de  AI.  Carnot,  pour  qu'il  paraisse 
inutile  do  les  énoncer  sous  une  nouvelle  fornR',  et.  peut-t'dre  mémCj  in*- 
convenant  do  ne  lui  en  pas  faire  un.  hommage  ostensible  et  complet. 

* Cet  illustre  géomètre  roclierche  la  mutation  des  signes  (pii -peut  sur- 
venir dans  une  formqlè  pour  la  rendre  applicable  aux  ligures  corrélatives 
de  celle  à-hupielle  elles  s’appliquent;  il  sii  .sert  pour  c(>1a/  mais  sans  l'é- 
noncer ni.l'exmnhier  explicitement,  du  principe  de  la  continuilé,  et,  ainsi 
ipie  je  l'ai  déjà  dit,  c'est  encore  avi-c  des  rc'stricticms  qu'il  en  fait  usage  im- 
plicitement, comme  d'un  axiome  évident  par  Ini-mème.  Or,  il  n'est  clair  et 
évident  que  pour  les  états  ali.soliis.oii  réels  dn  système  de  la  figure,  pour’ 
s'eux  oii  la  corrélation  (*sl  simplement  dirrric  ; aussi  l’aubuir  ne  l’a-t-i! 
admis  que  mentalement,  et' comme  malgré  lui,  dans  li-s  ras  les  plus  com- 
pliqués. ' ' 

. O l’onr  faire  voir  la  conlradicfion  ipji  résulte  de  là  dans  les  consé- 
quences de  ?es  principes,  il  siillil  de  se  rappeler  (ir'2,  Secl.  1 , n”  78.. 
•Soct.  II,  Dissertation  i>rr/imiaai(i-,  p.  xxMij  ipi’il  nomme  ligitfes  rnrirlfi- 
iirrs  relies  qui  luiissenl  de  la  figure  donner,  en  vertu  d’nnc  transformation 
iqiérée  |iar  degrés  insensibles,  et  pac  conséquent  confmne,  cé  qui  suppose 
forcément  qu'elk*  ail_  liéu  d'une  manière  absoluo  et- réelle,  possible  géo- 
inélrûpioment.  yu'arriverail-ir  néanmoins  si' quelqu’une’ des  grandeurs, 
du  -sySlème  devenait  impossible'é  Faudra-t-il  muRiplicc  son  expression 
dans  les  formules  primitives  par  les  iùgues  y/— • i,  ± i,  etc.,  comme 
l'auteur  semble  le  dire.  «i"“  0 et  .'vUt.  En  un  mol  la  corrélation  sera-t-elle 
imafftnùrr,  rimipIrTC  o\i  simplement  //w/irre/c.’  Voilà  ce  qu  oi)  ne  'saurait 
ri^oudre  anirmativeinent  à l’aide  des  iirincipes  posés;  il  est  même  évident 
ipi’oo  serait  un  droit  de  conclure,  d'après  ceS  prinçi|a's,  qu'il  faudrait 
imdli()lier  l'expression  dont  il  s'agit  par  ï ou  son.carrè  par  — i.  ce 
qu'on  lient  ikimontrer  être  ici  vraiment  faux  cf  absurde.  Il  manipie  donc 
quelque  chose  à celle  théorie,  et  elle  n'csi  pas  auM  claice  qu’on  poin-rait 
Je  désirer.  Fàifm.  notre  célébré  <âtIlour  nç  s’ocrupe,  nullement  des  modi- 
liraliims  qui  arrivent.  lion  dans  lis  propriétés  métriques,  dans  les.  for- 
mules, mais  dans  les  propriétés  ilrsrriptit<es^  l'état  des  grandeurs 
liguréi's  et  ikioriles.  Alon  Alémoiro,  au  contraire,  a pour  olrjel  d’examiner 
l'axiome  de  la  continuité  eu  lui-raème,  sans  s'occuper  des  règles  et  des 
signes  ou  opératioos  algébriques,  mais  seulement  des  grandeurs  figurêiN 
(lu  di'-crites,  en  un  mol.  des  mitions  abstndtes  et,  des  expres.sions  de  lan- 
gage qui  appnrtienuent  aux  divers  états d'iiti  système  géemétriquo  dans  ses 
transformations  diverses  fwr  dogré.s'iiisim.sildes. 

n En  voilà  assez,  je  pense,  pour  montrer  que  mes  idi'ies  ne  si»  rapfiro-'' 
.ehenl  pas,  autant  tpi’on  pournlil  le  croire,  de  felles  de  Al.  Carnot,  et  pom 
prouver  xjue.  si  elles  (Mit  scmbjé  aux  yeux  d<’  .s.1vanls  et  estimables  géo- 
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mélR'S  être  om|iri'iiito,<  d'iin  ri-riarn  air  de  famille,  elle?  »Vii  valent  pa?  , 
moins  la  {«'ine  d'être  cnom'érs  d'mie  inaiiière  formelle  et  enlieivmçiit 
explK'ile.  Je  dois,  bien  plus,  me  féliciter  d'avoir  ainsi  fendu  en  quelipie 
Horîo  me.s'idéej»  dans  1rs  leurs,  cl  d avoir  par  là  obtenu  peur  elles  à l'à-1 
aiire  une;appr^baliôn  certaine,  sinon  complète.  Le  jugement  que  oessa- 
antsami  ^vpfté 'sur  les  deux  premières  'parties  do  taon  .Mémoire,  Tne 
confirmé  tout  au  moins  dans  la  conv  iction  que  je  n'ai  pas  erré,  et  que  les 
ronsétpipncos  auxquelles  je  suis  arrivé.  I<ud  étranges  qu  elles  puissent 
paraitre  en  Uomnéttie  pitre,  ne  me  seront  pas  coatesiées.  Mais,  au  lieu  de 
conclure  avec  eux  que' ces  deux  |Mirties  tloivenl  être  rédùiles  à quelques  ' 
pages,  je  m'en  êppiiie,  au  contraire,  ponr  me  renforcer  dans  l’opinion  in- 
timé et  prolonde  cpi’elles  doivent  être  conservées  en  entier,  sauf  les  cor- 
rections qù’oh  |HjurT:i  jiiger  à projms  d'y  faire  et  que  j'ar  diijà  réclamées 
comme  une  favinir  cxoïqilKinnefle. 

t Cè  Jiilfèmetit  mé  rappelle  (vliii  dn-M.  B,idel!e  (mon  ancien  professeur  ' 
(te  inafhéinatiqdis  au  lyiTO  de  Metz  en  iHotl  et  iSi>7),-à  une  époque  déjà 
bien  reculée;  depuft  lors.j'ai  eu  le  lerajisde  réfltVlur,  de  méditer  bi  frf-’o- 
mcrHc  de  fiosiünn , dé  me  renvainqre  enljn  <ine  mes  efforts  pour  érlairer 
ia'ünétaplivgiqite  tie  la  simple  Géométrie  n’étaient  y>as  tout  a fait  imililes. 
.Olte  ééllexion,  (Jni  arrive  d'nrie  manitre  toute  nnlureUe,  me  fait  ressou-  - 
venir  à syp  Omr  que  M.  Itidellc  est  en  ce  momejit  à l’aris,  et  que  je  fui 
ilois  un"  souvenir  d’astime  et  d'amitié,  dont  jevotfs  tuio,  Miinsà'ür,  d’étre  *. 
atipré.sdè  lui  i’tfilerprt'.loà  la  fois  fidele.et  OtIirieHx. 

’•'*«  Il  ïne  rcsle  maintenant  à roivondre  à quelques  Objections  que  vous 
ra*avez  ndressées  dans  vntro  lettre;  lenr^dulton  he  me  parait  pas,  à Ivean- 
onitp  prés,  anssr  dllt’icilc-el  aussi  débcaleque  relié  «les  questions  qui  vien- 
nent de- tn’pccupi'T.  Kn  (*ffet,  je  suis  d’amird  .avec  vous  que  t'Algobro" 
n’^t  pas.piirèmiwfla  science  des  gnmdcurs  miméricpies^mais  lu  scienee 
■ des  hpi^ratfonA  algorilhmiqtii'S.  c'est  l’avis  de  Lagrange,  et  je  m'y  rangé 
forroellemept  dans  mon  .Mémoire;  je  n’ca  epnclus  pas  (wur  cela  qu’il  y ait 
en  Algèbre  de^x  inrte^  d'iniposùhilrlés,  les  unes  mélriipins,  les  autres,  td- 
ffirithiulques;  je  dis  au  coutrairo  qu'il  h’y  en  a que  d’tmé  seule. espèce, 
savoir  ; les  im|.Kvssifiliiés  métriques.  Si  Ton  demande,  pÿr-exèmple,  bi  dé- 
(■muipèsUiod  d'un  is  lynéme,  de  ÿ-hé’  je  Supjaise,  en  faetmir  dir  i’f-dt?' 
qré,  pn  trouve  qu’il  y a iuqKissibiliiA  numériipie,  ear  ceR  facteurs  sont- 
« « 

mais  il  n'y  a évkieramenl  .aucune  .impossibilité  algorithmique,  puisqu'on  ‘ 
a. rigoureusement  ■'  , . - , > • . 

- ^ , «*-t- // (rt'-4- A y'! — ()  ((/  T- é ; ' . • 

et  il  en  est  de  méiée  des  autres  impossibilités  algébriques;  ainsi  ' T 
log  (—  1)'=-  (am  4-  O-n  v^—  t 

- '*36..  • . ' 
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psl  impossible  numériquemont  l'I  possible  sous  le  point^  de  vue  algorilb- 
micpie;  r'esl  aussi  ce  ([iii  porte  à regarder jog  ( — 1). comme  un  symbole, 
ime  expression  qui  n'est  pas'lout  à fait  illnsnire,  et  de  là  résulte  \\iiitî^ 

’ noinlç  (|ue  présentent  (-n  gétiéral  "les  êtres  de  non-«aislence  à l'entende- 

'»  La  question,  si  longtemps  débattiie,  de  savoir  si  log  (—i)  était  réej,  re- 
vient  à ((emander  si  l’é(|ualion  ri-di'Ssus  renferme  ou  donne  toutes  les 
îvj/c«r.r,  toutes  les  mrinrt  de  cotte  expression.  Or,  d'Alembert  a pré- 
senté oe  doute,  qu’Éuler  a laissé  subsister  éri  sdn  entier,  savoir  : qvb' 

quand  ^ l'équation  y =î  on  avait  algébriquement  • 

. ■ 'y~±{ny  ou,  i = Log^  = Log  (±  v''«),  '*  V , . 

■ ' 

de  sorte  qu’il  semble  que  les  irrationnels  négatifs  ne  soient  pas  compris 
dans.larégle  ci -dessus,  • ' ' ■ • ■ ■ ' 

» Au  rpste,  je  n'ai  pas  la  prétention  de  'prononcer,  c'est  une  réflexion 
(Jui  me  vient  à l’occasion  (Je  1»  vétrc.  Les  faelorieUç.i,  les  d{ff<fnmiicUe.t. 
les  logarithmes,  les  i)itt‘grales  à indiçcf  fractionnaires  sont-ils  dt>s 
imaginaires  absolus,  algorithmiques  ou  métriques?  Je  éépondral  à votre 
doute  en  disant  qu’il  est  possible,  et  peut-être  permis,  de  supposer  que  le 
contraire  ait  lieu;  car, ainsi  que  je  J’ai. dit,  la  question  n'i*st  pas  plus  ab- 
surde quo  tant  d’autres,  et  la  solution  ne  dépend  que  des  prt^res  qu’on  • 
pourra  faire  faire,  par  ta  suile,  à l’algoritlmiie.  Je  dirai  pluSj  j!ai  vu 
quelque  part  que  les  CoelBcients  difléreoliels’à  indices  fractionnaires 
• répondent  à des  interpolations  véritables.  , ' • 

I)  D'ailleurs,  Monsieur,'  Je  n’ai  émis  qu’un  doute,  et  ce  doute,  qui  'ne. 
fait  rien  à la  théorie  de  mon  Mémoire,  ne  peut  pas  être  combattu  (wn 
un  autre  doute;  si  j’ai  dit  ou  supposé  que  les  impossibles  gifamétriques  * 
ré'pondent  exatn^emeut  aux  imaginaires  algébriques,  je  n’ai.' fait  qiie  me 
conformer  à l’opinion  généralement  admise,  que  toutes  les  fonctions  imagi- 
naires se  ramènent  à la  fonne  a±:h\/~i\  je  ne  crois  pas  avcç  vous  que 
cela  porte  atteinte  à tha  théorie.  * 

, » On  me  fait  à cotte  occasion  l’objection  suivante';  Hnç  droite  et  une 

rourbe  étant  dans  an  même  jtlan^  le/irs  jmints  d’intersection  seront  en 
effet  tour  à tour  réels,  imaginaires  ; mais  ‘si  f on  vient  à sa/>fmser  yi/c  la 
limite  se  détiiehc  tant  soit  /)cu  du  plan toutes  les  intersections  devien- 
, dmnt  im/mssibles ; à quelle  impossibilité  a/gébrii/ué  eurre.i/>ondra  cette  im- 
futssiliilité' géométrique  ? Iai  réponse  est  toute  simple";  je  demande,  en  ef- 
fet, si  les  deux  états  du  systèmp  .sontconqiarables,  homogènes  et  peuvent 
être  géumétri(piemenl  comparés?  Sonl-ilS  assujettis  à la  même  dépen- . • 
dance,  à la  mémo  loi,  au  mômcmode  de  généndiun?  Le  principe,  la  loi 
do  continuité'  no  sont-ils  pas  vâoJtsi,  puisqu’il  y a rit.ingemenl  d'hypotbèse.  ’ 
de  condition,  ml  plutùl  anéantissement  (les  conditions  primitivi-s?  Or. 
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dans  toute  recherdie.  les  conditions  essentielles  et  constitutives  du  sys- 
tème doivent  rester  les  mêmes;  ce^^ui  fàit  qu'il  n'y  a pas  seulement  ici 
impossibilité,  imaginarité,  mais  bien  absurdité  absolue,  c’est  qu'il  faut 
uiic  condition  distincté  |>our  qu’une  lipne  soit  sur  un  plan,  et  qu’on  la 
viole  ou  qu'on  Change  la  question,  en  la.  supposant  ensuite  dâps  l’ospare  : . 
le^  imaginaires  véritables  ne  tiennent  qu'au  simple  changement  de  gran- 
deur relative  ou  absolue  des  parties,  et  non  au  changement  des  conditions 
nu  relations  coitstitùtives. 

Si  ron  me  demande  répondant  coinmerU  l'Algèbre  répond  à l’absurdité  d'une 
«question  élm^i  prcs<>plee,’il  ^me  suflira  dt^  poser  les  éqoationii  dë  deux  lignes, 
l'qde  sur  le  pla/i  des  xÿ  et  l’autre  dans  l’ospacc;  je  trou^rcrai  une  équation 
«Mitre  le»  constantes  qui  m’indiquera  qu’il  faut  une  condition  particulière  pour 
({Ve  ^intef^tion  ail  lieu,  de  sorte  que  la  question  e^l .entièrement  illusoire, 
•si  cette. condition  VsL  4'iulee  ou  non  remplie.  Au  surplus,  je  remarque  que  la 
«liiextion  revient,  en  dernière  analyse,  û trouver  les  intersections  do  celle  des* 
doux  lignes'  qui  est  sur  le  plan  des  xy\  avec  un  certain  nombre  do  points 
egalement  situés  ^ur  ce  plan;  quosiion  non  moins  illusoire  en  apparence  que 
Celle  de  demander  l’iiilersoctibn  mutuelle  de  deux  points,  et  qui  ne  peut  avoir 
de  sens  rationnel  et  géométrique  qu’outaht  qù’on  supposerait  ces  points  reprô- 
Monter  des  courbes  fermées  inlinîmènt  petites,  par  exemple  de»  cercles,  des 
«dlipses,  etc.  / ^ v • * ’ ' ’ * • ‘ ' 

Anssi  J’Analyse  algébrique  donne-t-elle,  dans,  colto  liypâihèso,  une  réfionse 
loiite  simple  et  naturelle,  à cau«ve  que  l’idee  do  la  continuité  «H  de  rhoinugc- 
licite  subsistp  entre  le  cas  général  et  lu  cas  particulier.  En  qfü't,  ces  points,  ces 
cercles  infiniment  petits,  ont  ÙYidé.inmeut.  pour  équatiom  •< 

. — *)*'=0j  (f— «'y-+-(r-p-*')*=o; 

en  les  retrâiiclvinl  l’une  do  l’nutrb;  on  obtiendra  <l,’abord  - • 


□ (rt  • 
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equjitjon  de  la  corde  idéale  rorptduiio*  qui  n'ést  autre  chosç  que  la  pcrpeiiüi-  . 
euinire  elevèe  sur  le  milieu  de  )a  distance  dt^'deuK  points.  * ..  v 

*'Oti  obtiendra  ensnile  entre  le»  constantes,  par  l'eUminution  do  x ou  do  ^ 1 
lea  deux  équations  suhantes  : * ' . 

âua({Uellcs  ou  peut  satisCaire.  simultanément  par  réqiiution'de  couditlon  unique 

, ' - ■ (fl  ^ (fr  — A'}’ ^ O,  ■ ’ 

<{ui  exige  la.  coïncidence  des 'doux  points  proposes;  mais  elles  peuvent  encore 
être  satisfaiteis  indépendammonl  do  ï'e?galilé  à xcro  du  facteur  qui  leur  «si 
commun,  en  posant  les  équations  • • . 


h „ h*  n 


■fl  “ fl  ft  — ■ A /'*' 

T — fl  = ^ i V — « » 

•%  • *»  * . 


tosipicHes  donnent  1rs  cnoidojirters  drs-  points  d'iiiterseflion  ijnnginaires  des 
Jeux  errrlés.  , ' . • > 
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Ainsi  ranalvsf.  rèpulii^  tnicocf  par  lias  jmaf'üiairrs  à ri/npo&sibUilê  géomé- 
trique lie  la  qiiealioni  telle  qu'elle  vient  d'ètre  posée.  Op  voit  qne,  pour  le  cas 
général  des  deux  énurlies  quelewiiqiies  dans  reqiaec,  un' ol/tiendrail  des  resul- 
tats  semblables,  en  substituant^  coinnie  il  est  rationnel  de  le  faire,  des  Mirfaees 
Oitnattx  inUniment  minees  à lu  place  de  ees  deux  i;uurbes‘‘,  lu  qin^stion  cesserait 
eu  elTet,  alors,  de  devenir  enfièrêinenl  illusoire  et  absiirile,  quand  on  vieudrail' 
à iletaeher  l’uiie  îles  deux  eou|'hes  de  soti  plan,  mais  l'Inalyse  n’en  ilonnerait' 
pus  nioius  la  eondit|nn  au  nioVeu  de  li^quelle  on.  peut  rendre  la  solution  tout  ’ 
it  fait  raisonnable  ou' réelle'  : savoir  que  les  deux  cottrbes  étant  planes  doivent'  ' 
être  situées  dans  lé  même  plan.  ‘ ' 

a.  Je  n'insisterai  pas  ila,vanlas;p  éur  cétte  diflicuUé,  qui  me  sémltle  siilli-' 
^mnienl  éclairric,  et  terminepui  là  relt»  di.sottssion  ( beaucottp  trop  itm- 
guc,  Sans  (loule,  pour  le  de;;r6  d'iiftporiance  di»  Mi'éuoirosqvi  tut  »‘sl_ 
l’objet),  en  en  tirant  la  concltision  iiaturelle  ; que  je  nie  crois  aûtorjsë  à 
[lersévércr  dans  Tintention.  de  le  faire  impritner,  soit  à mes  trais,  ;soil  à ' 
ceux  d’un  libraire' qui  voudra  liieti  •s’éii  cliargef  -atix  (xiriditidtis  énoncdes 
dans  ma  prêt  i‘ilenle  lellre.  cel'  ciret  je  votts  supplierai,’  Monsieur,  si  ca 
■n'est  pas  trop  voits-eauser  d'iwi|iorlunilt's,  de  me  servir  d'intermikliairc' 
auprès  de  celui  des  libraires  de-la  capitale  avec  lequel  vous  avez  des  rela- 
tions plus  [mrticuHéres  et  pltig.immédHtlus.  En  usatit  aussi  librRpianl  de 
l’offre  obligeante  que  votts  m’ave?  jaile,  je  Vous  donuu  une  pr^tive  sincère. 

' dé  rinaltérablo  confiance  que  j’ai  dans  'os  bontés.  J’omme  je  vous  laisse  .-  ' 
toute  la  latitude  possible  jinurles  conditions  du  marché,’ qtie  je.  m’engaoe  . 
formellemeht  à remplir  telles  ^ue  vous  .les  aurbz  fixées,  .je  tio  pense  pas 
qtt’il  puis.se  y avoir  aucun  obsiaele,  ni  tiucnne  sérieuse  djtficulté;  toutefois,  ' 
si  le  contraire  avait  liey,  ou  ipto  vos  occupations  ne  vous  permissent  pas  , 

(le  vons  en  occuper,  j’enlrerais,  s’il  le  faut,  .en  ’cairrespondaoce  directe 
avec  le  libraire,  o_u  bien  M.  Brianclion,  ,t|ui  me  doit  une  lettre,  aurait  la 
complaisanre  de  m’en  donner  avis  par  occasion.'d'onblié  d’ajouter  qiie  je 
suis  définitivement  décidé' à ce  que  mon  .Mémoire  soit  Imprimé  sous  for- 
mat grand  in-8*,  toujours  avec  beau  pap.ier  et  Ix'ati  caractère  setdn  le  goût 
tnoderne.-  ■ • ’ ‘ . . 

» Je  vous  envoie  ci-joiiit,  àflinsieur,  le  Mémoire  que  je  vous  af  depuis 
longtemps  annoncé  {Vn>j>npXcs  jimjcctivi’s  tli's  srçliànsv<imi(iu^i'\\'\v  le 
soumets  comme  l’autre  à votre  critique, sévère  (H  im|iarliale,‘ ainsi  qu’à 
celle  (le  MM.  Servois  ut  Briupebon  ; j’ose  vous  supplier,  ainsi  qû'cux,  de  lui 
accorder  la  même  faveur  et  la  im’une  àtlenlion  qu’aii  précèdent,  !lu|)post;  tou-  ■ 
tefoiS  que  cjî  ne  soit  pâ,«  Icop  annpler  sur  votre  iii(liilgem;e  et  votre  bonté. 

J’ai  rédigé  ce  Mémoire  daijs  riiy(iOllû's,e  où  l aiiire  serait  ik^a  publié, mais 
non  encore  géiiéraleiticnl  connu  deS  gi'iomèlres;  j’ai  en  conséquence  ad- 
^mis  que  le  lecteur  ne  Serait  )r.is'parl'aik*meid  l'amilùirisé  tivec  L’emploi  du 
|ir!ncipc  de  cmrtinuilé,  en  sorfe  que-  jû  reviens  souvont  sur  les  mêmes 
idées,  afin  dé  lis»  éclairer  peu  à péu  -et  d ime  façon  naturelle,  ll-m'eût  été 
beaucoup  pli’is  facile  de  Irailer  les  cbii.ses  d iin  |inmt  île  vue  plus  élev'é  ej 
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l>ar  un  imtt'éilé  entiOrumunl  ilirocli  j aurais  pu  ainsi  réduii  a mou  Mé- 
nioiru  à un  |»elil  nomhrr  de  |)ages;  inais  je  mu  suis  assiiK*.  |>ar  un  pre- 
mier essai  de  nVlaclion, ‘que  j’aurais  Ixsmcoup  risqué  de  [wedre  du  cdté 
.do  la  riguetfr  el  de  la  eiarlé;  j’ai  dune  lâché  de  le  rendre  facile.  dl  intel-’’^ 
ligible  au  gr>nd  nombre  de  ceux  qui  rullivenl  la  Géoinvlria,  et  ce  sera  là 
toujours  le  but  de  mes  recJierclies  ultérieures.  Si  celte  manière  do  traiter 
'la  jseienee  offrir  moins  (i'érlali|ello  est  plus  utile,  ce  me  semble, et  prouté 
au  moins  qu'on  sait  .faire,  jusrju’à  un  certain  point,  le  sacrifice  de  l’amour- 
propre.  ' ' ^ • . ' ’ . ' 

■ » C’est  iK)ur  celte  luéme  raison  notamment  que  je  rappelle  et  démontre, 
chemin  faisant,- toutes  les  (irupusilions  auxiliaires  ou  Icmme.s  qui  nè  sont 
pas  généralemejit  connus,,  et  qui.  étant  indispensables  à ma  Ibéorio,  sont 
susceptibles  d’en  ceimoir  uiv  Cxlçnsion  facile  et  nàtiirelle.  C’est  dans 
cuJtte. situation  particulière  d'e.sprit  que  je  vous  prie.  Monsieur, d'avoir  la 
Ixinté  d’accueilDr  et  d’examiner  ce  rlouveau  J^iunoirc  ampiel  j’avais  joint 
d’abord  un  discours  préliminaire  où,  en  disant  -à.  [mmi  prés  les  mêmes 
choses,  je  rendais  liomniâge.aux  savants  qid..à  divcr.s(»sépOi|ne.s,  ont  envi- 
sagé sous  un  point  de  vue  iuiâlogue  les  propriérés  des  sections  coniques; 
j’y  rappelais  aussi  mou  Mémoire  sur  \<i  iirinripe  <lr  roHtinuitc,  mi  préve- 
. liant  que.n’est, 'èn  partie,  sur  .-ion  admission  que  s’a|ipuient  mes  reèlier-. 
elles;  je  terminais  enfin  par  aHnoneur.les  deux  .Mémoires  (jui  doixeiil  reti- 
fermer  proprement  les  a|jpficatiuns  du  précédent  ; mais  j’ai  sup^irinù" 
n'X  À<Hiiit-i>ro[K>x,  kX  m le,  livrerai  à l impressiun  que-quand  1e  sort  de.-; , 
deux  premiers  aura  éfé  fixé.  . • 

/ s Ceux-ci,.’ au  surplus,  ont  le  désavantage  Tegretlablè  de  ne  renfermer 
(|ue  des  princiiies  généraux;  le  temps  fne  manque  pour  rér|iger  de  suite 
les  deux  autres,  et-j'on  sens  toute  la  eon.sétiuenrc  et  la'  fatalité;  je  compte 
toutetpis  me  dédommager  àvanl'de  prüilenqis  prochain,  le  pins  dilficileesl 
. de  comiocncer.  Je  pense, -en  outre,  que  rien  n’empéchc  ([ii'on  ne.  publie, 
dM à préserit,  cent  quj  sont  terminés;  nue  rihquanlame de  pages  de  mé- 
taphysique ennuyeuse,  -ajoutées  aux  nombreux  volumes  qui  existent  dcj.’i 
sur  ce  sujél,  n’inlluenceront  guère, .^’o.so  l'espérer  du  moins,  la  bonne  ou 
la  mauvaise  oyiinion  qii’oii  pourra  se'foriner  iJe  mes  àtitres  léciNirclies.-'ot 
qu’on  les  oubliurâ  Si  elles  .ne  vajeul  p;is  la  peine,  en- èlVetj  d’être  conser- 
vées c'ee  qui  ng  sera- un  grand  mallipur  lii  pour  moi,  ni  pour  cou.v  qui 
‘auront  eu  la  patience  (Je. les  lire  Cl  de  les  méditer. 

Je  vietisde  ni’cxpliiiuer,.  dans  tout  ce  qui  précède,  avec  franchise  et 
'sans  crainte,  parce  que  je  connais  tonie  Tindul.gence  des  savanUs  géo-  , 
niètrgs  auxquels  j'ai  osé  m’adresser;  je  croirais  avoir  loanqiié  aux  égards. 
,ct  au  respect  qne  je  'ilois  à .leur  façon  de  voir  -et  dé  juger,  si  je  ne  liiir 
avais  pas  dévoilé  tout  lo  fond  de  ma  |H*oséo;  j'ai  cm  devoir.  iMjur  obtenir, 
ut  mériter  leurs  .siiffragee,  discuter  et  combattre  de  tous  mi's  moveiis 
l Opinien  défavorable  qu’ils-  ôiil  céilçue  des  deux  •prj'mièresjiai  ties  de  mon 
. Mémoire,  id  jionsc  avoir,  piu-  là  pnmyé  tombion  je  suis  inconsolable  de 
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n'avuir  pas  obtenu  leur  approbation  tout  entière.  R ne  me  reste  plu» 
maintenant,  pour  terminer,  comme  je  le  dois,  , celte  longue  et 'pénible 
lettre,  que  de  leur  denrtander  des  escuses  sur  les  embarras  et  les  peines  que 
■je  leur  cause  malgré  moi,  en  leur  témoignant  toute  la  reconnaissance  que 
j’éprouve  de  leurs  bontés  et  les  priant  de  me  faire  la  grâce  de  me  les 
continuer,  comme  par  le  passé.  \ 

» Daignez,  je  vous  prie.  Monsieur,  me  recoftimander  au  souvenir  de. 
notre  savant  et  respectable  conservateur  du  Musée  d'Arlille.He,  etc.  » 

.5.  — Réponst:  h la  pr^cédentf  lettre,  pur  M.  Terqtiem. 

; (Paris,  là  janvier ’iSao.)  _ 

« Mdtt  eiier,  nous  noUs  étions  flattés  longtemps  de  l’espoir  de  ^'ous  pos- 
séder à Paris;  c'e'st  ce  t|ui  m'avait  engagé  à retarder  la  réponse  à votre 
dt'rniere  lettre  : votre  présence"  aurait  sans  doute  été  très-favorable  â 
l’extVution  de  vos  projets.  ty’|V3grapJiiques.  Comme,  à ce  qu’il  paraît,. votre 
voyage  est  dilléré,  il  ne  s'ensuit  jws  que  vos  projets  doivent  en  souffrir; 
j’ai  parlé  à M.  Bacbelier,  libraire,  qui  in'a  donné  les  renseignements  |>or- . • 

lés  dans  la  Note  vi-joinfe.  Nous  sommes  convenus  de  réunir  en  un  vo- 
lume les  (l(“ux  Mémoires,  avec  te  litre  ! Niuuétlei:  pinpn'érés  des  rourbes, 
prèeéttdcs.  de  coiisidcratiniis  sur  te  princiiw  de  ta  nmtinuité  dans  la  Cea- 
•mètrie.  , , . ' 

N»  Nous  attendons  vos  obs(>rvalion8  sur  le  litre,  que  nous  croyons  pro^ 
pre  â attirer  des  chalands;  rar  c'est  à cela  qu’il  faut  viser,  lorsqu’on  s’a- 
, dresstv  au  pidilicl  C'e'st  une  maxime  de  libraire,  qu'il  n’esl  pas  pruvlenl  do 
jiégliger.  Si  vous  aviez  éneore  '(|ueUiue  chose  de  préparé,  il  serait  fwn 
(le  l'envoyer  afin  de  faire  paraître  tout  à la  fois.  Vos  Mémoires  seront  im- 
primés tels  que  voiiis  les  avez  rijdigé's,  Sivuf  quelques  légèri-s  cdrreclibqs  . 
demi  je  me  charge  ainsi  que  do  . la  rév  ismn-  de-s  épreuves.  Vous  («Viivez 
cnmpU'r  (|ue  M.  Servois  et  mai  ne  négligeerons  rien  on  ce  qui  conc('rnc  les  • 
soins  et  la  cprn'clion  lyjmgraphique.  .M.  Servdis  a lu  votre  sccoud  Mé- 
moire et  il  en  parait  Irés-ronleiit.  IK'S  oi'cupatiotis  multipliées  nean'oul  jias 
eitfore  iKrmis  de  nie  threr  à celle  lecture,  (|ùi  doil  étre  faîle-avec  aliert- 
lion;  mais,  je  swiciioime  (le  confiance  la  dé'ti.sion  servoisienne;  je  ne 
doute  pas  qu  elle  ne  soit  portée  en  connaissam'e  (le  (aiuse.  J'ai  lu  avec 
plai.sir  vos  observations  (>n  ré'.ponse  aux  uùlR's  sur  voire  prcmiier  .Mé-' 
"moire.  Nos  remarques  siiUsisteat ;.'y.  crois  toujours  (ilio  votre  Mémoire  ’ 
.gagnerait  non-seulement,  en  intérêt",  uiuis  méme  x'ii  efarté,  s'il  était,  ré- 
duit à des  (liuieusions  inoindres..au  (piarl  jiar  exemple.- Voilà  un  langage, 
qu'on  ne  lient  jias  ordiiiiHn'mènlaux  auteurs,  d'accord  ; mais'qu'on  dc'v'rail 
toujours  tenir  aux  amis  (loiil  on  ('slime  le  c.ai’acl(>re„  dont  on  admire  le" 
talent  et  (liMil  on  désire  sincérf'iiu'nl  le  succès  Votre  très-dévoué  apvi 
et  eompairioie,  m • . . ■ ' ; . 
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EXAUEN'CBITU^ÜE  l»ES  OPIMONS  ET  PT  JTUEMEXT  ÉMIS  TAR  M.  CAtCnV 
* PANS  SON  RAPPORT  STR  LE  MÉMOIRE  INSÉRÉ  AU  CAHIER.  « 

. *■  , Obsenyjtions  préutMcs.  ' ’ 

l-tî  Rapport  à TAcatleinie- dcb  Soieacw  do  Pari«,  mentionné  ri-d«*«sQs,*a  clé 
imprimé  une  première  fois  en  seplemïjrè  i8jo,  dant  les  anciennes  Jnnalci  de 
avec  des  ^nnotaùoHâ  du  rédacteur  tpii  iiVtaioiit  fpiêre  propr^*s 
^ relever  fes  «loctrinos  do  VEss/u  sûr  /es  comquei  de  Tetat-dc  discrédit  où  l’avait^ 
plonge  le  Rapporteur,  qui  jouissait  alors  d^‘  toute  rinflucnce  accordée  à sa 
brillante  retuimmeo  Arientiflque,  Neunoioins  les  nunotations  de  M.  Gergonne, 
.partaat  d’un  esprit  philosujtbique,  bien  -que  pai  t'ois  aventureux,  ne  pouvaient  , 
'être  entièrement  dt'faVombre^  qu  principe  de  contimiUé ici  c’est  ce  que  prouve 
le  passage  suivant  de  lu' note  insttree  à lujp.  *^3^  du.  t.  \\  des  Jnnales  : « H 
s faut  employer  le  priiunpe  do  M.  Poncelet;  ainsi  que  le  t<Hir  de  démonstration 
» hitrodiiit  par  Monge,  à peu  prés  comme  ou  eniplqyuil  le  calcul  dilTérenliel 
» lorsqu’on  uVp  voyait  pus  hîeii  encore  la  métaphysique,  o’est-â-dire  unique-' 

■ ment  comme  inslrpinent  d«  iltwurerle;  imiis  çc  n’en  seront  pas  moins  des 
* instruments  trés*prt*cieus,  car  le  plu»  souvent,  l*n  miUhémaliques,  découvrir 
» est*  tout;  c6  nû  sont  pas  d’ordinaire  les  démonstrations'qui  éiniuirrasseut 
*«'beéneoiip.  ■ . ^ \ . . *>  . 

Plus  tard  il  est  vrai,  en  1R  J7,  M.  f^Tgon ne/ moins  indulgent,  s'exprime  ainsi 
Viaiis.une  note  de  la  p.vi3ù  du  t.  XVIll  des  .^ritiaU’s: 

Je  peiisistc  à’ipenseV  que  M.  Poncelet  a gravement  c<»iwpromis  sos  doctrine;» 

I»  en  mêlant  au  c/as$i(^ue  que  tdut  le  monde  admet,  le  / i»uum(if/tte  que,  pour 
» ma  pa/^i  jv’  «ui*  fort  lojn  de  repoiiss<*r,  mais  sur  leqmH  ehüh  on  discute  <«forr,  . 

» et,  que  MM.  Jes  Coinuiissaires  de  PArademie  eu.x-mènies,  nu  jugement  desquels  ^ 
» M,  Poneidel  déclaré  atta^’her  I>eaucoup  de’ prix,  ont  traité  «5Jc;  sécèremeut.  • 

• M.'tiergoimé  confoml  ici,  eomiin*  s’il  eût  ignoct*  les  usages  academique»  pour- 
tant bien  cousins,  le  texUf  du  Rapport  de  M.  Cauchy  avec  le»  tjonclusions  favo- 
rables à mon  Mémoire  de  iKao, 'cohclgsions  débattues,  arrêlei's  et  signées  par 
MMé  AragO  et  Poisson,  puisnpprouvee»  par  rAcudemU;.  J’qi  donc  j>u  témoigner 
um*  l♦•^|><•ctu«lsede^erènce  pour  le  jiigemeirtdès  Commissaires,  sans  uéanmoin»  . 
adopterv  les  Opinion»  perHoniicdles  du.  Rapporteur,  contre  leMpM*ll«;s  je  viens* 

. aujourd'hui  protéger,  quoique  tardivement,  comme  jo  l'ai  déjà  fait  dans  une 
discussion  relative  aux  pertes  de  forces  vives- jtendant  /t:  c/im*  ci  théorème 
de  Carnot.  Dan»  cette  discimsion  "M.  Caiicby,  coulumiet*  d«  fait,  revendiquant  d«»» 
drixifs  de  priopüê  mai  acquis  (t.  XLIV  des  6’ow^/r.f  rrudttSy  aiim>0  1X^7)  et  U 
l>out  d.’.'trguments,  n’a  pns  CT-aint,  en  présence  immhrenx  auditoire,  de  me 
taxer  d’ingratitude,  parce  qiié  je  lui  avais  reproché  son  peu  de  sympathie  pour  * 
les  théorie»  géonmlriques  en*  général,  et  lèq  miennes  cjj  pui  licniier,  à.  peu  pré» 
rommo  l'avait  f^it  3o  ao»  tfliparavant,  le  rédacli’ur  des  anciennes  .-tnnaies  de  ' 
A//Ù/iémati</ues  f dan»  une  riiTonstanre  analogue  et  en  termes  non  moins  pe' 
niides  pour*i*amour*propre  où'le  persiflage  tenait  lieu  de  juslire  et- de  raison.  » 
Or,  je  ne  j-uis  roniienl-ir  à rester  indetiJiiment  sans  le  coup  des  publique»  et 
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absurdes  rcHTMiriiiflliuiJs  4|iié  coiiU-iuiU  la  dornière  lecture  de  M.  (laudhy,  dont 
je  n'nViiiii  {Miint  jusqu'ici  %<>ulii  va|qu;ler  le  Muneiiiff  et  que  l'Academie  dit» 
StiorireH,  a mon  {fraiid  re{<rel,  a moii  pivjiiilîre  |n’Ul-elre,  n’a  |»aii  |K‘nuis  qu*o»i 
imprimât  dans  scs  n-uJus;  mr  il  m’eût  ete  lurjle  ujor*  d'en  roiurquer. 

les  siii|jnljers  arfîiiinmits  et  b’s  illusions  venant  d’mu*  l'ausse  ifiterin'étatfon  pul$«s* 
*lans  la  lettie  d’(‘ri\oi  et  dans  <]iiel<)iieA  |)u»sîij;es  pleins  tic  dclerence,  tfii  Traitr 
<■/<•<  Proprièlfi  projfctivf^  i\nu\^  en  iXm,  j'avais  atlresRo  ini  exefiipUii'e  aûvairl 
Kapporteiir  du  Mémoire  de  iSio. 

Oiiant  a la  dist  iission  sur  les  |M’ites  »lr  forei*\  vives,  oir  peut  coiisult«*r  lé, 
voltiiue  rite  «les  Comjftrs  tfttiht^  dont  j’;ri  lait  tirer  a part,  en  la  parfic 

qui  etmeerrie  cette  diseiission  etipie  le  leeteur  trouvera  a Wi  libfuirie  même  de 
«e  Itecmûl,  alin  dt?  nioiitre.r  tjue,  des  )'epu<|ue  prerilee,  je  «e  craiciuii^  pas  dü 
viire  |>uMitjin‘menl  et  de  son  vivant  rmitièrc  vei^ite  à iiioti  ancien  ,l^ppor4tAiri 
|•.ll  reirnpnnutit  |>mir  la  secoinle  j\»is,  e|i  tete  tlij  Tmitr  Jm  J*roprltlrs  prpj&c^ 
lii't'Sf  le  Rapport  de  M.  (’aueliv , j’ayais  resptûr  tpie  les  immbrelisi*»  appUeatloiis 
t|iii  y étaient  laites  du  prineipe  de  eontimiite  ut  de  la  doctrine  des  prt^HrtioiiK,. . 
pourraient  raineher  l’opinittii  des  s;iv'antÿ  et  Vi-Me  tin  R.ijqmHeur  lubnièroo^  « dé'  , 
plus  justes  appréciations  sur  la  potitT  l'I  l’exaelitiide  maUieinatiqueâlt'^  théories 
par  lesipitdles  jt^  mettais  les  amatenrs  tle  (M'oinetrp*  pure  en  etat^  sifloU  dt> 

't  réer,  de  supph'tr  ft*  Vrritahif  f-àniv  d'invitiliitit.  ili/  moins  de  IrrAiVér»  demoU’» 
trer  ou 'généraliser'  ^aiis  rahmi  ni  etUiteiitiôix  iimivelle  de  iVspritt  une  pfulti- 
tmle  de  propositions  et  rortdiaites,  tout  elt  passant  du  Uni  a riiifliii,  du  r«x4  à 
ntint['inaire,  ou  ruciprtopiemoit.  • 

Mt>n  attonliMivanl  ete  en  inajeuie  |>ar(ic  det^ui',  el  M.  (aiucfav,  tlaiis  im  iusd’ 
[piiliuiit  et  tardif  Kaptuirt  tU*  leriiep  siii’  la  ihèoiùe  tlti  pol^oir^s  t^cipro- 

t/nes^  ayânl,  à propos  du  piinelpe  de  continuité,  4)erMSlê  tlajis  soi»  opininns. 
aiiti)>i))lo!kOj)hiqiies , tloiit  la  reproiiuelioii  lu*  pouvait  pas  ajouter  hii  tort  qué 
ui'Oceasionnaiebt  quatre  aiiiiC*es  tl'iin  s'ileiiçe  pour  moi  hii'ii  fùrhoiix;  Jâ.  pHft  . 
la  etmra|;euse  mais  tr<‘s>pénUde  resoltiliou  d^ijoiirner  justpi'a  i'eppqiie  div  ma 
ixdrulte,  le  «t»tn  de  publier,  renseiubb’  de  mes  (raVaut-  antérieur»  à ^Hirr;  trt  . 
c'est  pourquoi  je  K-imprime  ;nijourd'!iui  pour  lu  irtdsiume  et  deriiîèro dui»,  lo  . 
Rapport  dont  il  s'a[;ll,  ûvoe  de»  oliservations  ^'rilitpies  qui',  pi'cma(nre«'»  et  diin- 
■ (fi'ctuises,  btrvide.la  public:diéM  dd  Truité ^)rs J^nij»riêtrf  prujt-t^vr^, 

inrUront,  je  J'espère,  ev>  plus  parl'allt*  evUleiiCe  ipiu  dans  leo  proeedeiits  t^aliiers, 
le  carûclèrr  qur.<iistin[;ue  l’esprit  du  ealeul -algebi it(qe  cclurdp  U tîéoifiéXidê 
pure, 

An  surplus,  pour  expliquer  la  circonspection  f|  rextiH‘*me 'réservé*  hta 
conduite  s<'ientiHqiie  au  début  de  ma  carrière,  H l'aiidrait  encore  croquer  le» 
tristes  souvenirs  do  IVtat  d’nbaLsse.rneiit  et  d'intlmidulion  où  noiii'avairiii  ploii' 

’ j;es,  uii^  époques  anterieures  à iKlo,  desqoisMOin^  renutionuâirt'^i,  inofuiefl  oti 
politjquès,  qui  ont  exerx'e  plus  d'itilluêtice  qu’un  ne  le  ^iipjHise  suM'uU'nlr  des 
^ftcietices.  Mais  c’est  ce  dont  je  mé  ^ardenvj  bien  pui»  respect  |H>ur  ^ di|jnitû<Ie& 
4{i|Ci)tions  dont  nous  devoiis‘’noirs  uccti|ver  exeJusivemeut  léi;  car  la  (n^metrie 
-n’ji  rien  à voir  dan»  les  liiinnlialtons  ini|H>sé4>s  li  qnelqiies-uiis  ili*  sc»  anciens 
represi.'n.bmis,  intimes  èu  illustres,  t/u'il  me  suflise  «le  d«'‘clarer  «pu.*,  dt'pni»  l'vpo-* 
que  d’avril  if<  *o  où  je  v'enais,  nmi  saiis  mquvIfeqsH^h , présenter  ludn  premier 
Mmnoiro  a'u  ju(j«'iueiil  de  V.^vtuirinit'  rtnalv  {tes  Settners  ^ j'ai  <l*nut;uil  plus 
♦.apprécie  la  promptitude  d'un  Rapport,  dont  il  est  viai>  la  laxenr  iii'.i  «’tc  1*1- 
prtsrbiH'  en’^iH'i-,  que  je  me  Irouvaîs  inliHiiijefit.,  mieux  <4r;tilé  *ju’Al»el  de 
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Chrùtiinia  victime  <ln  Mleiice  «‘I  cIv  ruiiAili;  tieNÎ  d<‘ jubtiix*  qill  prouvi*  quv. 
luOiné  dans  lu  aaiicluuire  (lu  l'Acadcittiu  des  Siai-iiccH,  iVcbt  iii<li4|M.iiHal.liVd'uvuir 
dca  amis  el  des  proleel4'urs' iiilluunts.  ^ ...  . . • ' - . 


H APPORT  n V Aatdémie  myntr  r/r-s  , sur  un  M<‘ni«ire  relatif  aur  ' 

' />m/>riétés  jimjrrlh'rs  des  sections  cnnitjur.s  (Séaiwe  du  5 juin  1820).  . 

l.’.Arnddniip  noiis'a  charpV,  M.M.  .Ara!/».  Poisson  ol  moi;  dé  lui  reiidro 
<:on»f)te  d’On  All'-inoirc  do  >1.  ronopl«’l  sut  Ios  propTiél.V  /j/TÿVr//'iv.v'dos 
sortions  roniqnos.  I.’aiitour  iipiwtlo  ainsi  los  proin-ioi^s  rol:tli\os  aux  ror- . 
(las  ropimunos.  aux  points  do  c(^cmirs  di“s  (an;.Tnlo.<  rommuiùs,  ol  l)oax]- 
coup'd’aulros  (d*nil)laldos  (jui,  ôlanl- indtqH-mtanlos  d(>.s  diinousiims  attri- 
iiuf^es  aux  o/;ürbos  tpi(>  l'on  consiik'rc  ot  do  loiirs  paramèirc's,  suisiisPuit 
lars(}u’on  proj(dtd  cos-hmrKi's  sur  do  nouveaux  plans,  à l’aide  do  droil(*s' 
(]ui  concourent  <ors  un  point;'  c’(«(l-à-diro,  011  d’aulr(*s  termes, 

lorwiu'on  met  ci>s  odnrlHîs  en  pojspertivo,-  ce  (jui  a é^akmiojil  liixi  pour 
le.  cas  où!  le  |>oinl  do  ooncoui'd  .a'(t|oi;;nanl  à riidini.  los  projcs’tions  do- 
viennont  nrllioponaios:  Nous  allons  d'abord  inilîrjuor  U's  nioyons  que  l'aU- 
•tpur  emploie  pour  o(aUiT  his  pnqirlétV'S  dont  il  s'apil. 

I.oTS(pie  plusioun»  odurlH'Sj  V|UÎ  composent  >U1(;  seule  ('lasso  ou  famille.  ■ 
|Kjssodenl  oo  convniun  diversi’s  proprUkt’s-,  uiio  di*s  m.'tluKlos  les  plus  ex-* 
■(kkjilivps  iKuir  la  d('“monslration  do  tes  dii'iries  pr(»pnitt(*s  oonslste  h les 
'.  établir  d’aleord  |«(ur  Jis  rbutbos  l(S  plus  simpbîs  de  la  classe  dont  il  .c'st 
question." et’ à‘  k>s  étendn’  eiHiiile'  aux  autix's.  coiirlios  do  la-uiéme  rlas»s‘,.' 
|ktr  la  comparaison  de  cell(!S-(d  avetc'los  Yu'eMuiçns.  ('.elle  nu'lh<«|p  pi'til  ‘ 
mémo  servir  à la  rPclH*rél)o  (les  prtq.riétés  d’une  courbe  donntV.  Vout-on  ' 
’ connailri',  parV‘'xemple,  relio  d'une  (dlipx'V  ’oii  eommonoora  j.ar  siqqKTsor 
les  deux  axes  éî/aux;  ce  qui  n'duira  ('('Ib*  (dlipso  à une  ’rirconferenco  do 
copclo. 'Ün  roùiarqimra  que- lit  siirfaco du  co'rclo  est  ('s'aie  au  carré  du 
rayon  inulliptiè  par  lé'nmolire  (pi’t  exprimo ’U*  rapport  do  la  ciroon-  ’ 
dérence  an  diamètre;  que  doux  rayons  (jVti  .so  .cüiqa'iit  à angles  droilS-  , 
' s/ntt  piiralléb's  aiu'  tan”((nU‘S  menées  pim  'l('urs  extiémiU-s  ; qiH>  ces 
mêmes  rayons  (ximprérinenl  cmro'  eux  wie  Slirface  Constanle;  qito  lii 
sonuu(‘  dp  k'urs  carrés"  est  l’pale  h la  S(knm('  des  .carrés'  do  leurs 
propiclions  sur  un-  dianieiré  quelctimiiie  ; (pu*  les  tan.i(*t)ies  (k's  au|/k‘S 
aigus- qu’ils  forrm'nl  avec  un  même  diiHiiélrc,  étant  mulliplk'es  l’utu'  jxir 
raulre,  donnent  l'unité  isuir  pn/doit;  ('nlin,  que  la  p('r[H'ndioulilin*  élevé'o  ' 
sur  un  diametro"((St  moyenne  pro|ior(ionnello  xintre  k>i  deux  sof;m(!nLs 
iMljacents- Si  maiiilenant  on  riin?id(>re  une  ollipSc  dont  teS  d(‘ux  ax(»s  . 
s(H(*nt  înégiuix,  on  (|(Vrira  sur  le  grand  axe  de  eolto  ellipse,  pris  pour'.dia-. 
"nièlre,  une  (ùroonT('‘rei>ee.de  cercle,  dont  l'ordomu'e,  eoinpU''e  perpendi- 
ciilaireniont  an  j^anri  axi*.  aura  un  rapport  .ronslanl  a\(X',  cellé  de  fel- 
lipse.ji’èki  |w».sé,  si  I on  appeJti'  diatiW'tres  conjugiu's  de  l’filipse  ceux  doni 
1(*<  projorl'ionS  .«iir  le  grand  axe  coiiieidenl  avee  k>s  |irojécttons  do  doux 
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«liametres  du  c(>rcle  qui  se  coiqient’à  iingles  druils,  on  ('onclura  iuimiMia- 
l<•menl  îles  remari|iios  faites  à l'éganj  ihi  cercle  que  la  surface  Üe  l'ellipse 
est  légale  au  prodiiil  des  deux  demiiaves  par  ' le  nombre  qui  eiqirime  le 
raïqHirl  de  la  eirronfén'nce  au  iliameire;  que,  dans  la  même  courbe,  les 
tangentes  meniM^s  aux  extréiuitcs  de  deux  diainélres  conjuf^uês,  siml  pa- 
rallèliss  à i»s  diamètres;  ipie  deux  demi-diaiuèti'es  œiijugiiês  comprennent 
entre  eux  uin'  surface  constante;  que”  les  sommes  di*s  carrés  de  leurs, 
projections  sur  le  grand  axe  et  sur  le  petit  axe  sont  res|x:ctiveiiient  égales 
aux  carri's  di»s  deiui-axes,  et  que,  par  suite,  la  somme  des  carrés  •tk>s 
deux  dénii-diamétres  éipiiv.aut  à la  somuie  des  carrés  des  ^ux  demi-, 
axes;  entin,  que  le  rajijiorl  de  ces  deux  derniers  carrés  mesure  à te  fois 
le  produit  des  tangentes  des-auglos  aigus  fomais  aiec  le  grand  a*e  jrar 
deux  diamètres  conjugués  et  le  rHpjxirt  du  carré  d’une  ordonnée  aux 
W'gnàents  corres|iondanis  de  ce  mènie  grand. axe.  Au  rosie,  pour  obtenir 
le- cercle  auxiliaire  dont  nous  venons  d'indàjuer  l'usage,  il  sullil  de'rtier- 
cber  dans  l'e.sf)àre  un  cercle  dont  l’ellipst' donnée  soit  la  projeclion  orltio- 
gunale,  et  de  rabatlR'  ensuite  le  jdan  de  ce  cercle  sur  relui  de 'FeHijise» 
;q>ré9  avoir  fait  tourner  lu  premier  autour  du  d'iamctre  pacaDélc  au  se-  . 
coud.  Plus  gém-ralumetlt.  on  |>eu.t  conddérer  arte  ellipse,,  une  liypediolo 
ou. une  parabole  comme  la  |ierspective,  ou  ^n-ô^lion  centrale  d'un  cercle 
qiielcompic,  et  dédiiiru,  des  prujiriétés  île  ce  ^:erêlo,  celles  de  la  projec- 
tion. Tel  est.  ,cn  effet,  le  moyen  employé  par  M.  Poncelet  pdur  détermi- 
ner les  pnqiriélés  projectives  des  sections  coniipies.  Ji  appelle  rentre- de 
l>nijertion\Q  point  où  se  trouve  placé  dans  la  perspoclivp. l'œil  du  spccta- 
leiir.  Ce  point  est' le  sommet  d une  stirface  conique  dir  second  dhgré  qui  . 
a iKHir  basi'  la  rourb«>  pro|»sée.  11  eSt  bon  de  rap|H‘ler,  à ce  sujet, 'que. 
si,  l'on  coiqH'  -une  surface  conique  (piè|ronqup  par  deux -plans  panilleles. 
lest  (leux  sc'ctions  seront  toujours  .«ernWaliles  enlrg'elle.s.  Il  y.  à pLiisi  si,, 
d'un  eentro  (le  projection  prisa  volonlé.dans  l’esiiace,  on méùc des ■niTons 
veclenrs  aux  di!l'ér(*nls  points  d'fui  système  cum|(osé  de.  peints,  dd  ligniVs 
ou  de  sprfacj's  quelconques,  çt  que  Ton  fèss»!  croitr((.ou  décroître  à la 
fgis  tous  les  rayons  Vecteurs  dans  urt  rapport  .(U>nn(i,  on  obtiendra  un  se- 
.ron'd  système  de  iioints,  lignes- ou  surfaces,  semblablu  au  premier  et 
seniblablenwnt -j)lac«‘,  en  sorte  (pie  les  droites  et  lesi  plans  inem'-s  dans  les 
(leux  syslènies.  par  des  points- Correspondants,  seront  lottjours  jiarallèles. 
le  centre  cununùii,  vers  lequel  convergent  tous  les  rayons  vécleurs,  est  co' 
- qn'on  jwul  aji|»eler  le  centre  -de  simdiün/c  des  deux  syslènit's,  P(Hir  chmx 
. (-xirties,  Iragf-s  sur  un  même'  tdaii,  èe  centre  de  similitude  ne  jaml  être  que 
le  point  de  concours  des-langenles.commdncti,  extérieure?  ou  intépi(Hilv8. 
M.  Ponix'lel  ex(iqse  ses  diversi'S  pro|trié!(^s,  dont  urt  grand  nombre  déri- 
tenj  immédiatenient  de  la  d(’Tm’ilion'  métne  que  nous  venortsd'en  dunm'r. 

Ouln"  la  considération  des ■ projections  eentraUs,  M.  Pouecdcl  (miploie, 
encore,  dans  son  M(iuioire,  ice  (^u'il  ap(iellc  le  jjriflri/>c  de  la  roMinnité. 

■ l.'admis.<i()n  de  ce  principe  en  CU'uniétrio  coiisusle  à .«uj)poser  (jue.  dans  le 
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' ca»  üù  une  lipure  .i-onrpos^*  d'un  systtnne  de  Rgncs  droites  où  .courbes»  “ ' 
conserve  ronsWmmenl  certaines  |)ro|)ri^liS!i,  tandis  que  les  dinuMtsions  ait-  - 
solues  ou  relalives'do  scs  diwTSes  parties  v.vient  d’un<‘  manière  quel-  • 
conque,  entre  certaines- rimites,  ces  nuimes  propriélès  suhsislenf  néces-  ' 

' ’ sairement  Jorsqu’on  fait  sortir  les  dimensiuns  dont  il  s'aj<il  dos  limites 
entre  lesquelles  on  les  su|q>osait  d'aliOrd  renfermées;  cl  que.  si  quelques 
IKirties'do  |a  figure  disperai.sstmt  dans  la  seconde  hv(>üthési<,  celles  qiif  . ’ 
restent  jouissent  ènCoro,  les  unes  à l'égard  des  autres,  des  propriélAs 
■ qu'elles  avaient  dans  la  ligure  primitive.  Ce  princi/tf  à i>n)i>n-ow/rt 
parier,,  qu'uni  forte  imluctif>n,-à  T aille  île  Inqueile  ou 'été  ml  r/Cv  thènrèmet  , 
établis,  (Caboni  à la  faveur  de  eertaincs  restrictions,  aux  ras  oit  res  mémee 
resfrictions  n'existent  plus.  Étant  apptiqur  aux  rnurhes  du  second  dc^rê, 

, fl  a conduit  C auteur  à des  résultats  exacts.  Néanmoins,  nous  pensons 
jpt'it  oe  saurait  être  admis  généndement  et  appliqué  indistinctement  il 
toutes  sortes  de  questions  en  Géométrie,  ni  meme  en  Analyse.  En  lai  ac- 

• cordant  trop  de  confiance,  nu  pourrait  tomber  quelquefois  dans  îles  er- 
reurs manifestes.  On  .sait,  par  exemple,  que,  dans  la  détermination  des  , . 
intégrnles  définies,  et  par  .suite,  dans  Pévalaation  des  longueurs,' des  sur-  ' ■ 
faces  et  tlfs  -volumes,  on  rencontre  un  grand  nombre  de  formules  qui  ne 

,sént  vraies  qu’autant  que  tes  valeurs  des  spniritités  quelles-  renferment 
restent  comprises  eriCrc  certaines  limites.  ^ ' • • •' 

J Au  reste,  nous  disllngur-rons  soigneusement  les  considérations  de  : ■ ■ 
■'  M.  PonceleljSur  la  continuité  de-ce1lea.qui  ont  [>our  objet  les  pro]»rüStéS^ 
des  lignes  auxquelles  il  donn(!  le  nom  do  -amies  iilcales  des  sections  co- 
niques. Gomme  cos  pro()riétés  nous  [«vralssent  mériter  d'élre  remarquées» 
et  qu'elles  fournissent  à l'auteur  un  troisièSné  mojVn  de  résoudre  les  ques- 
tions relatives  aux  courbes,  du  second  degré,  nous  allons  donner  à ce  su- 
je^  quel(|ues  dévelopjH'racnts. 

Si,  après  avoir  mené,  t>ar  Itv  rentre  d une  Uyperlwle,  un  diamètre  t-A  ' , \ 
quj  fencontre  tes  deux  branoties,  on  fait  passer,  par  les  points  de  ren-  ' , •' 

'contre  des  tangente»  à Plryperbole  él  |>ar  le  centre,  iino  paralUile’à  ces 
tangenU'S;  puis  que  l'oiv  cherclx’  à détermin<*r,  par  l’Analyse,  les  coordon-  » 

• nées  des'poinls  où.  cette  |)arallèle  rencontre  la  rourl>c  et  ' les  .di'slanc-e»  ' • 

respectrvos  île  ces  points  ap  centre,  on  trouvera,  pour  Tune  et  l'autre 
distances,  eh.  faisant  abstraction  du  signe,  une  expression  imaginaire  de 

la  forme  . 1;  et  par  consriquent,  pour  In  distance  entre  Ips- ijeux  • 

points;  Une  quire  expri'ssion  iU‘  la  forme  a.n^—\Ajé  coefficient  de  V—  1 , 
dans  «Hte  dern'iére,  ou  la  longueur  a /f,  qui  est  une  quantité  réelle,  peut' 
se  construire  géométriquement  ; et,  comme  la  considération  de  celle  Ion-  ' • 

gucur  peut  être  utileglàns  la  recberclie  des  propriétés  de  Kbyperbole,  on  ■ , 
lui  a donné  uri  nom,  eA  di.sanl'  que  f.Ji  représente  lo  diafnètn>  conjugué 

• au  diamètre  âA.  On  sailqu'élanl  donné  le  diamèin*  iB,  avei’.  sa  direc- 
tion, .«n/jieul  facilement  en  déduire*  le  diamètre  o-f;  en  coupant  lesasym- 
ph3tes  par  une  sécante  parallèle. à la  Hirnclion  donnée.'  ta  ligne  monép^dp 

' ^ ■ r-r--  = ‘ ' . . . • 
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rentre  au  milieu  Uc  la  st’f.inte  àiuliqiiera  la  ilir(>rliun  du  iliam^re  lA',  et 
,Je  rapport  de  celte  derni«>rt?  lijtne  à la  iiK)it1é  île  la  sécante  fiera  précifiiv 

A • . ' • 

irient  égal  au  rajTpnrt -jr-  ‘ 

Supjwsons  niainlenunt  que  l’ou  cherrlK-,  par  l'AiudjR*,  les  points  d’in- 
tersection. non  plus  il’un  diiijjièlre,  mais  d’une  droite  quelconque  avw 
une  courlie  du  second  degré,  et  la  distance  de  ces  deux  points,  ou.  en  ' 
d’avil'res  ternuis.  la  corde  qui  )»>s  unil  ; lorsqui’  la  drwte  ne  rencontrera 
-.[dus  la  (uiutIm'.  la  dislancé  ilonnée  (lar  l'.Analy.se  deviendra  .imaginaire,  et 
sera  de  la  forme  uf  i y tandis  que  le  point  milieu  de  h corde  conser- 
' vera  îles  coordonnées  nV'Iles.  Il-devient  alors  utile  de  substituer  à la  corde 
imaginaire,  qui  n'existe  pas,  une  corde  lictive  ué',  comptée  sur  la  droite 
proposée,  cl  dont  le  milieu  coïncide  avec  le  point  dont  nous  vénpnsde  parler. 

. C’est.à  relie  corde  lietivo  qu'on  pourrait  aiipliqiier  la  dénomination  de’ 
corde  idéale,  par  laquelle  M.  Poncelet  désigne  Ianl6t.la  droite  indétinie  , 
que  l’On  considéré,  et  tantôt  la  corde  ipiaginaireinten  eptée  par  la  courlje,' 
puisqu’il  appelle  ccutre  de  la  .corde  idéide  le  point  réel  que  l'Analyse  in- 
dique (amime  étant  le  milieu  de  la  corde  imaginaire.  Ia‘  sens  dans  lequel 
i'auteur  enqdoic  le  mol  idéale  se  Irouverail  am.sj  mtxlifié  de- telle  manière 
que  les  longueurs  idéales  resteraient  (fes-  longueurs  réelles  et.'  consirue-' 
libU-s  ep  (iéornélrie.  Ainsi,  par  exemple,  dans  une  hyperbole,  dont  Ip  grand 
axe  rrnooiilrc  la  coiirbe,  la  longueur  idéaJp  du.diamelre,  perpendiculaire 
au  grand  axe.  .sérap  le  (s'Iit  axe  Uii-méme.  S»,  en.adu|>lant  cotte  .knanière 
»te  s’exprimer,  on  conslfibl,  pour  une  «X’.t ion  eotüque  quelconque,  toutes 
*le.s  cordes. idéales  parallèles  à une  direiUion, donnée;  les  exteémitéfi  de 
toutes  ees  éxjrdf's  se  Iroiiverofit  sur  une  nouvollé  section 'COTiique,  que 
•Ipuleur  apjx'lle  s\q)|i1émeulaire  da  la  piHmiiènj.  celalivempntà  la  direction  ^ 
dont  il  s'agit.  ; c , . . - _ 

t’.éla  |iosé,  il  est  f;u'ile-de  voir  xpie  tleux  sitetions  fouiqUes  gupplémen- 
Utires  l uné  de  l‘aulri\  relalivemejH  a um-  din'clion  dimnée,  sont  néces- 
sairemept  ou  deu,\  paraboles  ou-  unc'TliyiH'rbolc  .et  nne  cllipscv-Uans  le 
|ireinier  c<»s,  l<‘s deux  |«mlK)les  ont  le  même  [larametre,  avec  une  tan- 
genle  colniiUHie,  parallèle  à la  dim-lù»  donnw,  et  un  d'iamélre  coimiiim' ..  . 
pa.ssani  par  le  point  de  contact.  Dans  le  second  cas,  les  deux  courfies- 
petivenl  aisiMiieiit  .se  dédgire  l'inie  de  l'autre,  d'apré.s  la  'eastulition  à la- 
quelle elles  st*  irouveiil  assujetties  d'aVoir  en  eptumun  deux  diaiHèlres  emi- 
jugués,  dont  run  ast  paralltde  à la  droite  donnée,  tandis  que  l’autre  ren- 
conlro  à là  fois  les  deux’  courbes  qui  se  loucbwil  ainsi'iwr  ses  exirémités. 
Dans  le  même  cas,  toutes  les  fois  que  l'eHipse  s«  réduit  à un  corde,  l’hy- 
perbole devient  écpiilatere,  •*<  a pourg'xe  Iransverse  le  diamètre  du  cer- 
eh*.  Enliii.  l'on  prouve  aiséna-nt  qw,  si  deüv  courlavs  sont  sdpjiléirienlaires 
l’unè  de  l'autre,  reialiveineni  à une  dinicliop  donnée,  indiquée  (>ar  une 
cerUiiiM-  droite,  lcur>  |)rpj(HÜonssur  bn  plan  (laralléle  à celte  droite  joui- 
ront de  Ja  mémi-  propriété.  ^ - 
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En  vertu  de  w qui  pmedo.  si  l'en  donne  une  seelion  coniqtie  quel-'' 
l'onqiK!^  inoe  un  eentre  et  ui)  plan  de  projevlion,  U deviemlra  facile  de  •• 
déteniiinHr,  polir  la  sèiTion  eomipip  projetée  ; i°  l'anssle  furtné  par  flou x. 
iliamétres  eonjujjiués,  dont  l’un  serait  parallèle  au.  pbo  ik'  la  seeiiun'co- 
nique  4jrop«s<'‘e  ; - i“  le  r.ip(»«rt' de  ces  jnéines  dçimiHres.  En  ellel,  si T’fin 
ron^'üit  dr'abuni  ipie  la  soitiion  cofiique  projetée  soit  une  hyperbole,  un' 
plan  qneleunque,  parallèle  au  plan  de  pcojiiCtjoiK  eini)K>ra  le  eiine  qui  a 
pour  lisse  )a  courbe  proposée,  et  (lour  sototnel  le  centre  do  projee.lion 
.suivant  des  hyperboles  iemlilalile.s  et  comprises  enire  des  asoruptoles  jm- 
rallqles.  Par  suilf',  sL  le  plan  eoiqiant  |uiss<!  par  le  sonmiel  du  cône,  la 
section  se  trouvera,  rcdiiite  à deux  arêtes  ]wralléli'S  au\ asymptotes  dont 
il  «'agit.  Qimtne  d'ailleurs,  le  même  plan  coupera  évideiiuniuU  la  courU* 
rloanée  .sUivanl,  une  certaha-  corde  terniin(V.à  ce>  deux  «rétes,  il  en.ré-  ' 
■sulUv;  1°  que  l'urc.tla  cIici'cIk''  sera  équi\;dent  à celui  fpio  forme  la  (.unie 
m qui'iSiron  a\nc  la  droite  <pii  jt^iul  son  milieu  et  le  .'ommet  (hi-cdue; 

■a”  qjie  hs  rapiKirt  rlierclié  sera  Cülrri  qui  existe  entre  ta  lonnuctir  de  cette 
droite  et  celle  de  la  derui-i’orde.  Lorsque  La  courlie  priijetéc  .sera  iititi  el-= 
lipSe^tle  plan  mené  fstr  Je  spmqiel  du  cakie  p.lrallélement  au  pbh  de  priP 
■ jeciion  ne  rem  ontrera  plus  la  wurbiv  proposéit»;  iiuiis  .sa  traœsur.  le.  pttm 
lie  célte  (îermerii  sera  toujours  une  dioite'réplle,  à laquidle  eprres(iondra 
une'  certaine  wnle  idéale  de  la  cyiu  bij  donnée.  Dans:  la^mémo  hypr^the-^fq 
ofçajipliquera  les  raisonnemenLs  quo  nous  avons  enipljiyés  ci-dossus,  iuh) 
plusù  la  rourfio  prpposi'lt,  ni.iis  à la  sét  lion  emiiiiue  sti|iplénicnlaiie  de  . 

• courlie, 'relaiRenienl  à la  corde  idivile  iloul  lunis  venons  <le  parier, - 
‘el'l’dn-en  üpnclura  ; i"  imp  l'angle  cherché  est  éifuivalcnl  li  celui  que 

1 forqjn  Ja  .(xirde  idéale  ayec,  la  droite  ipii  joint  le  i\iilieu  de  cetle  corde  et 
'lerentyii  deptojeetuni;  que  lo  nippon  eJu-rpta*  eswéelui  qm  existe  entre 
h»  Iqijgueurdft'eetie  droite  et  la  dèmÎTeordc.  l.orsque  la  ciHirliejitojeléB  se  ^ 
riVduità  un  cereje,  tous  ses  diamCln’s  conjugués  sout  égaux  else  ciunioiit 
à-au^çs  droits.  Pur  cniisi’quent,  dans  œ «as  partjculier.  la  droite  inenéo 
du  centre  de  projection  jui  üiijieu  de  la  corde  idéale  de  la  cotirhe  dopnée  . 
flqii  éirç  pcrpèndjculaire  .syr  cetle, corde  et  égale,  à .sa  moitié, 

^ IsT  qnesüen  que  nous  ,x'enons  de  résoudre  n'a  (<as  été  Irailée  directo- 
qient  par  M.  Pum'ek’t;  mais  la  çohilioh  que^  nous. avons  déduite  des  (uin-  - 
çipi'*!  qu’il  P éColiiis  fournît  le  moyen  f^c  siiiipüji'cr  <-l  ik;  ppfu-rn(i\f  r,  lùnt 
à la.  lois,  ct'lle.s  dé  jilusieurs  autres  problèmes  dont  nous  jiarlerons  ci- ' 

* (joniddémns  à.  prési’ql  detit^  Sections;  coniquet;  tracéc-s  sur  uu  iiicmt' 
pktii.  Il  peut  arriver  ou  jtiu  illeïisso  (MUipcnl, en  quatre,  points,  ou  qu  elles  ■ 
se  c(ktpt>tit  en:  deiix  poiips.  mi /jn'ellc.s  no  .se  coupent  pas.  l’on  clierche'.  ■ 
par  ' i’.Vnalÿge.'  les  aliscisses  plqs  points  d'inletseclion,  on  Irouvera,  ijuc 
ces  aliseiases  «1111.  les.  radnes  d'upo  équation  du  qiialriénle  degré  à copffi-  ■ 
efenw  jrééls,^er,que.eelle./iucjue  équalhm  a quatre  racines  réilles  daq.s  hi 
•(U’emliir  oaSj  diuix  rgeinés  réelles  el  deux  racines  ihiaginaires  conjuguées 

■ ■ ■ .-  V'  ■ t ■ ' 
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ilaiis  11)  sfconil,  enliii  i|iialro  racines  imaginaires  rorijiiimées  deux  à deux 
<hins  le  troisième.  De  |iliis.  comme,  en  cumbinanl  les  è<]uations  des  deux 
coiirl)es.  on  peut  en  dtHltiire  une  troisième  éi|uatinn  du  second  dejçré,  jjui 
ne  renferme  l urdonnée  (pi  au  premier  dej;rè  seulement,  il  en  résulte  que 
l'Analyse  indique  seulement  quatre  points  d'intersection,  et  que,  (sMir.clia- 
cun  de  ces  |minls,  on  peut  exprimer  l'ordonniV  en  fonctions  rationnelle 
et  n’-elle  de  l'abscisse,  l’ar  suite,  si  l'on  trouve,  pour  un  |»Qinl  d'intersec- 
tion, une  abscis'Si'  nVIlo,  l'ordonni-o  lo  sera  également;  et  si  l'Analyse 
fournit,  pour  deux  de  ces  points,  deux  absci.^ses  imaginaires  conjqgu('*cs,  les 
ordonniSes  corresi  ondantes  seront  elles-mêmes  imaginaires  et  conjuguées, 
r.onsidérons,  en  partie  ulicr,  deux  (loints  de  cette  derniere  espèce.  Comme, 
pour  tran.sformer  les  coordonnùes  de  l’une  en  cellts  de  l'autre,  il  sutlu'a  de 
remplacer  t1-  — i par  — . il  est  clair  (]uo  toutes  ll’S  équations  et 

quantiU^  diverses  qui,  étant  rationnelles  par  rapport  à ees  ordonnées,  ne 
devront  [las  être  altéré<>s  par  leur  échange  mutuel,  seront  néces.sairement 
des  écpiations  nVlIcs  et  d(“S  (piantiti'S  ix’‘elles.  Par  exemple,  l'équiuion  de 
lu  droite  tpii  passe  par  les  dnix  jioinls  sera  réelle,  ainsi  que  le  carré  de 
leur  distance  mutuelle,  ou.  .en  d'autres  termes,  do  la  conle  qui  les  unit, 
et  il  en'  sera  de  méane  des  coordonnées  du  miliou  de  cette  conie.  Toute- 
foi.s,  (Hnnme,  par  bypollié.se,  les  deux  jioinls  ne  sont  pas  réels,  lo  carré 
de  la  eonio  en  (piestion  ne  ixmrra  être  qu’une  quantité  négative,  dont  la 
racine,  abstractiorr  faite  du  signe,  sera  une  expression  Imaginaire  de  la 
fornro  if 

l’our  riélenniner  le  coeflicient  riiel  af,  dans  eetle  expression,  il  siilTira 
évideoimenl-de  chercher  Ja  eonio  idéale  (pi  on  obtient  én  considiVanl  fa 
droite  nhdie  (pii  passe  par  h>s  deux  points  imaginaires  eomnie  sécante 
id(’>aie  dé  l'une  ou  de  l'autre  d(,*s  deux  eourlies  pro|>osées.  Par  conséquent, 
la  longueur  aC  sera  eelh-  d’une  corde  idéale  rév'llemcnt  eomfriune  à ees 
<leux  eourlies.  Cela  po.s('',  si  l'on  isasse  suréessiyemcnl  en  pevqe  les  trois 
hypothèses  que  l'on  peut  faire  sur  le  nombre  des  points  réels  eominuns 
aux  deux  courfa's  pro[KiS(’'('s,  .on  troiiwra  que  ces  deux  cotmlies  ont,  en 
général,  ou  sfx  cordés  romumnes,  passint  par  quatre  {Hjinis  réels.-rm 
deux  conl(*s  e(jpimun('-(.  dont  iino.hhxdp.  ou  deux  cordes  irléalés  com- 
munes. Toutefois,  pour  deux  hyiierholes  spinblafilcs,  ou  du  moins  rom- 
. prises  entre  des  asymplofes  parallèles,  ainsi  que  pour  dés  ellipses  sem- 
IHafiles  el  semblablement  placées,  ui\e  seule  corde  commune  naturelle  ou 
idéale  sub.sistc.  tandis  qu'une  inttre  s’éloigne  à l'infini.  C’ésléequi  a lieu, 
en  particulier,  pour  ÿciix  circonférences  de  eerele.  l)é  plus,  il  peut,  arri- 
ver que  deux  cordes  rommimes  viennent  à se  .confondre,  ot  alors,  si  ces 
cordes  ne  sont  pas  idéales,  le.s^  deux  eourlies  se  loucheront  évidemment 
. en  deux  points  rtVIs.  .Ajoutons  que,  .si  l'on  projette  deux!  sections  coni- 
. (|ucs,  situées  dans  un  im'me  plan  sur  un  m^uveau  plan,  parallèle  7i  luie 
corde  idéale  qui  leur  soit  commune,  la  projection  de  celte  corde  ser.i 
elle^ném«  une  corde  idéale  commune  aux  projections  des  deux  sections 
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coniques.  Par  suite,  .si  le.s  dctix  coutIh's  pro|H»sées  étaient ’disscmblalilt's 
entre  elle.s,  auquel  eus  elles  avaient  néees-sairément  pfusieurs  cordes 
réelles  ou  idéales  communes;  p(«ir  remln»  leurs  projections  semblables  pt 
semlilableinent  placées,  il  faudni  l'aire  en  sorte  qu’une  dés  cordes  coni- 
nuines  s’éloigne  à l'inlini.’On  remplira  colle  condition  en  plaçait  lie  centre 
'de  projection  partout  où  l’on  voudra,  pourvu  qu’ensuile  on  prenrfe  le  plan 
de  projection  parallèle  à celui  ipii  pa.ssera  par'  ce  centre  et , par  l’une  dés 
cordes  communes  aux  detix  c.ourltcs  doHiiées.  ”■  ''*• 

c Dans  ce  qui  précÀale,  nous  avons  déduit  de  l’Anâlysr!  la  notion  dès  eonies 
kléalés  des  sections  coniques  ; mais  on  paut  arriver  au  même  but  par  des 
•consitléralions  péoinétriques. 

Par  exemple.  lorsqu’une  ellipse  ou  une  bv  perbole  se  trouve  coupée  e|i 
deux  points  réels"  par  une.s»‘canle  quelconque,  le  milieu  de  la  corde  uiler- 
ceptiV  coïnciik-  avéc  lo  point  oii  la  sécanltcesl  rencontrée  [air  le  diamètre 
conjugué  à sa  dfri*ction,  et  la  corde  elle-même  est  équivalente  au  double 
profhtit  do  rapiMjrt  entre  le  diamètre  parallèle  ef  lé  diHuiètrt*  conjugué, 
par  une  raoyemto  proportionnelle  entre  les  distances  du.  point  que  Ton 
considère  lUix  extrémités  du  diamètre  cvmjliî'ué.  Si-,  l'on'  détermine:  d’.a- 
■’prés  les  mêmes  conditions,  |a  corde  cl  .son  milieu,  dans  lè'  cas^où  la  .sé- 
cante deviejit  idéale,,  on  obtiendra' ce  <pie  nlms  avons  noitmfiè  la'co'rde 
iiléale  relative  à.  relte  srk-auté..  '■  , 

' Considérons  imeon:  doux  cerctes  non  eoncentriques  et  siliu’-s  (|aos  un 
mlnne  plan.  Si/V*"'  ees  cercles,  on  fait  }>as,si<r  deux  spljèrcs  ipii"si'  cou... 
penl,  le  plan  d’intersr-clioti  des  deux  sjilières  reuconlfcra  le  jilan'des 
deux  cerples  suivijnt'  une  ceclaine  droite;  et  cette’ droite,  si  les  deux 
cercles. , se  cou|M>nt,  passera  jiar  les  deiixjioinis  qur  leur  sont  cofnniun,s. 
Si,  ad  cônfraite,.  Ici  deux  ccj-de)»  no-  se  coiqvcnl  pas,  cetto droite  sera’ 
pVéoist'i’neht  la  si'canté  ideal'e.  dont  la  diroction  coïncide  avTc  éplle.de  la 
çnrde  idé’ale  commune,  jwint  d'intarsrctiTui  de  relie  sécante  iuei>lii 
dcoitè  (les  centres  sera  le  milieu  de  la  mémo  corde.  La  construclion  |«-é- 
cédetiu»,  en’clonnaùt  un  moyen  larde  de'-li.xel-  la  dirl'clion.  do  la  corde 
idé.ale  commniie  Vdeiiv  cerflcs.  sert'en  m'éme  temps  à faire  coiinalire  scs 
principales  pro|rriéti‘ér.  Pat  exemple,  si  d’un  point  pris  sur  cette  sécante 
ou  mène  une  suite -de,  tan<.mnles  ’air\  deux  sphères,  elles  seront  évidein-, 
ment"  ésales''an,x  lani;enles  menées  par  ce  même  jioint  à leur  cercle  d’i'iv- 
terseclion  : il  en  résujle  iipniéiHalcmcnl  qvm  les  ipialre  laiipenles  menées 
à deux  cercles  p:rr  un  point  pris  sur  la  directiun  de  la  corde  i-dmnume 
sont  (vpali's  entré  elles.  Ct'tte  propriété  était  fWJà  connue  des  péomèlres. 
On  avait  remarqué  la  jlroito  ù laquelle,. elle  apparfienl  ; cl  AI.  tiaultirr. 
auteur  d’un  .Ménioire  inséré  dams  le  XVP  Cahier  du  Journal  tir  l'Ernlr- 
Polrtecluii(/iw,A  parliculiemnerrt  Considén-é  les  droites  xle  cette  espi'fé, 
auxquelles  il  a donné  le  nom  (Vnvr.v  r(tflir/m.r.  : . 

Àpri>s  avoir  entrvlonu  r.\r<Mlémie  îles  iiiélliiàles  employées  par  .M.  Pon- 
,(-el(;t.  nous  allons  présimter  une  fndicalion  sommaire  dès  iqiplicalion.s' 


aillai  (lue  Ifiirs  ()ropri(''l«'ÿ  '"(?'nrtnlw.  litUluilis  de  ronsidt'ru lions»  , . 
U j.'1'oiiR'iriqucs.  L'aulPilr  y^rcmHrmu'  ('■jîaloment  que  le  |>oinl  do 
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qu'ij  (Al  a ■failes.  Son  Mêmorrc»  est  divisi*  en  trois  paragraphes  : le  premier.^ 
est  relatif  aux  eordes  ifltmles  (fi?  sections. êoniqucs,  et,  reiifcnne  leur  déf.. 
finition  ains 
piit'ement 

concours, lies  tangentes  mcniV's -ii  nhe ,s(îtlioiI  conique,  |»ar  les  extrémités, 
d’une  même  confe,  ou  ce  qu’oif  appelle  communément  le  /xJ/c  de  cettt» 
corde,  Dst.un  point  ri'fl-,  lors'ménio  (jne  les  tangentes  deviennent  iraagU  • 
najcüS.  Il  montre  la  relation  qui.  exisli»  conslainment  eulro  cé  ,|k’)1c  et  lij  • 
piilieu  dé’là  Vorde,  et  son' serf  {Miur'conslridpc  le  pùlc  idéal  corruspon.- , . 
dant  il  une  lyirde  idéaloübnrii'se.  - ■ _ ' . 

Diins  .le  sPer»m1.  para,grapiie,  M.  Poneelel  s’occupe  des  cordes  idéales^ 
çonsnlérées  d?ns  le  c..is  jiarlitndier  de  la  circonférence  du  cercle,  pt  dé-é^ 

••  -iiwmtro  plusieurs  pro'posi lions  relatives,  soit  aux  éordi's  réelles  ou  idéak's,-  , 
soif  aux  pùUis  de  ces  luémesConles,  soif  aux  centres  ije  similitude  cl.  aux 
cordes  oommunCs  de  deux  ou  plusieurs  cercles  .situés  sur  tm  meme  plan. 

On  pmurr;nl  (Jéduire,  îm  grtoul  fionibri- île  ces  propositions  des  propriétés 
que  liossedetil  slen^  •points  cltoi.sis’  sur  une  droite  et  sur  son  |irolorigc- 
• ment;  ale  .manière  qim  It'qrs  distances  aux  cxfrémit'és  (|e  la  droite  soU'h’t  , .• 
entre  elles  dans  le  niéme  rapjiOril  l’oruj.  tes  propriétés,  fuiie  des  plus 
, •'reinarqualtles  .consistqlçn 'ce  que  la  .tià'Cmféreirçe  dé-crito  sur  la  droite  ' 
' colrmiü  diauR*tn»cou.|ie  ortliogonalemcnf  loûfcs  qclles'quî  passent  par  les 
■ deux  points  en  ijiieslioB.’On  doit  'di.'tiogûe'rs  dajts-  le  rnéme  panigAuphe^ 

..  i—i.:  4_i. . .'i.f  ...vw..  .1..  - .1 ; f... 1 A.. .1^  i •’ 


qncsolntion  très-élégalrte  du.prbliléuté  thins  lequel  6n  dernamie  de  tracer  ‘ 

un  ccfclè'tangent'ù 'trois  aiUrus./'.  ‘ y ' ' 

/•  ‘ . Dansjetroisièinê paragraphe, 'l'milpur étalilitJe.s  princiiieidc  projeVtio'n,' ■ • 

, (X'iUrale  0)1  jiersiiecliym  à l'iude  dèsimcls  on  pi'ul  élenifre  les  lÜéorpTDes  .•  . 

. •'vérifiés pour  le, cas  dif-cercju'it-xkî.s  «'étions  coniqueâ  quUteinquos,  Rar  ' 

^ ■ .excnipljv'vonlanl  tlémonfrer  q)lo,le!*'propr«'té»  prç|pc^vK'!)du  svjaéine  flç*' 

' ' doux  reréles.î  siloés  dans  on  ihémçplan,  sulisiistent  qmur  le  pyijtème  de 

..  ■ deiiv  seejions  coniques,  il  n seuleim'iri  à faicé  voir  q^q' lepiVmiet;  svslem’e»  . 

■ ‘ jx'nt'élrp  l‘oiisid(’'n',.èn  gépéra),  CQ|imi(v  la  prtijeetiun.du  «'Conil.  11  re--  . 

. ‘ élierclic,'-à  ce  sujet,  toq.s  les  pojnis  de  Tcsjiace  siiscéptiblpS  Uif  |ii'ojeter 

(leûx  sections  .coniques,. suivant  dwix  . cercles,  et' jirouve- ipie  tous' res  • ‘’i 
. : ■ .pointé  apjiérllenncnl  à des  rirniuférenrp's  déoriips.  aVec  ,<les  ruyons  [H'rl 

; peraJiçiilaires  sur  les  mllieu.x  dos  cordes  idéales  cwumiunes 'aux  deux,' 

' Courbes  données,  et  resperfiviinieirt  égaux  .aux  moitiés  ilc.rc.s  côrdes'.  Au  ' 

• • . reste,  on  est  conduit  direclcuienl  au  méuie  résultat' par  la  •solution  plji 

'■»f-  prôblèine  que  nous  avons  traité  plus  haul.,On  ,]>o)iw-ail  m.ên)e,.eq  sâp- 
. ^ > é P'i.ytûd’ SOf  Wltf  splulion,  déli'rmfner  tous  les  points  (le  lespace  susix'p- 

'■j  ' 'tibles  do  projeter  deux  courbes  que.ieiraquq!).  du  seixmii  deirtjé,  suivant  . 
.<^)iv  autres  courbes  du' mémo  deajré,  mats  seniblable.s  entre,  elles,  poùf 
■ ...  le.'RitiHles  le  diamètre.  paràlW'le  an  plan  des  dqqx-prcinièrés  çonrb'cs,  fut-''  . ' 

• iflérail,  ayec  son  coijpi.gné..  uiv  angU'  donné,  et  sp[ail  à t'e’niémq  cnnju^ié^  ■'  ; 

I ■ xiaivs  un  nqqiort  donix’-i:  <tn  lixmv'erait  que  ces  poirdsv.sont  sifués  sur  .des  • 
.aî'..  ■ - • ;•■-,'• 


1/'’  . 
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IV)LÊ^UO^E  1:T  l'U  V'îMF.M'S  DÎVJ!;RS:  ■ ' . . 

•rirconftTWicis'Hc  cprrips  (It^Tilcs  f>;ir  (l<s  r;f)ons  vccJcurs  q\ii,  alnmli»-  , 
saiiL  inix  milieux  do.'»  ri:iliircUts_ou  ,idôiili's<'«tmminf'ÿ  ayi;  deux  'r  ' 

. j’uiirlK.‘S  projiosée:»,  formoftl  iu  PP  c('!^  M'^iuos  x'ordPs  duiirti’,  (■! 

"'.à  loUrs  moitiés  dans  le  nipiujTl.  donné. -IMusieiir?  «ulrts  (piesllinm  du' 

même  eenre,  It-ailéos  |>ar  IHiuleor,  dans  ce  troisième’  parH^îraplie;  .«e  Vv'-  i • 

' sidvent  d'apn'"!  l(>s  mémos  principes.  . _ ; , . 

l)'!i[)rtk<  le  compte  que  nous  xftiotis  flo'relidre  du-  Mémoire  de  -M.'  rd'o-  ' 
celet,  on  voit  i|u'il  .suppose  <lans  soit  t^uieur  Ain  esprit  rrimiliarist' avr-rjes . 
coiice|>iions . (le  la  Géohiétrio’et  féc-oitd  en  tv.s.soiirjKS, ’cLtn.s  la  reclioAduS  . ' ' 

' (les  [iropr-iétés  des  cOurbcs/ain.si  (^lo  (fans- la  solution  (tes  prohlémi'S'  qtti  ■*. 
s.'v  rapportimt.  ’ , ' _ , 

Nous  (lensons,  ■ eq  consikiUCnçe,  que  C(;_Mémoinéost  (li"Tu»(le  l’iippro-»  ” . • ; 

Iration'de  rAcadi'iiue  ; et  nous  proposeriims<fc  l’in.S('‘rt>r.(Ian.s  lo  /JccAc^/ * • ' . • ' 

• lift  iS/fttriits  iUnmgtT\,  si  l'auleur  ne  le  de.-lityiit  à Taire  partie ll'un  oU-“  ' 

vragp  qu'il  se  propose  de  publier 'sur. cetl(!*maUer(».  -4.  ' 

• ' , Signés  : l’oissoN  ; C.Utnï,  ■?v//y«rrr/Ar.  .-  _ 

• • • - • • ...  ' . . ' r ■'  * * A.  • 

, • Rcttitirques  crititjnet  et  réflrMotfs.dtvarfeVti  ftrtifun  du  précédent  , • , 

. . “ * ' * * '•  i ‘ • a'  • 

• ..  Vaiiitormiit  io  M*\jcriK  à coFl»*  (jcoiTirlvff*  jirtiiilivc,  »oi*tHsant  iiU’UTphy.siqOc;  , * 

ijyi  Yï'umuW  û Di.scrirlos,’ h I)i?sar(jiM%  :T  (itiQS  nio-  ' ^ 

• (fHruc  ti,  p<*scavN*5  ÏHi-!fitMiK',^oei  iyïiiU  au  pi'fe  pn  iciuj  ftVqir  ‘ 

usy{»c  iK»r  ci  llv  qik*  lo  Uap[<t>rt»  im!»'rAt‘;^- 

^ üi  ihic , ijraun  c;/!Hi!qU'iLr  ii4e,^a|fj>ivti|iil  si  poil 'ai  lV|»oijiu*  th»*  ri  ^ 

»•  iim^no  à crlR*  o’ù,  jicjulont  <ic«  si  U>i)i;tirH  el  pour  moi.  sl  j>eiiibri‘A  " \ • 

• •aïiiuV'4,  il  NttiiU  outre  nuuiis  doux  autres  (;j*:tT)41k  >r4.‘{iv>iro4'iiiir  Irfs 

, • ffe  uwyrhifef  knrmonufue<;  et  la  tlu-orio  i\»s'polaircs  réètpr€^uett  dfHil  j’tii  sotiyofilj*-  ♦ . 
souieulffouNdri',  dcja.parlé  daiui  oo  second  VolmucKlvs  ^ 

J^e 'roi^Wif(ftu,V  limt  d’alM/rtl,  <p*iM  lt»s  promièi-t's  paifoa  (frt.'prtTéilotut  IVuppoVt,  ** 
i^oiiks^ulenU'Ot  o/)tdîVin«rit  oi' (jv«  je  Mt'ns  avai^cer  relaliyemeiil  a rinKiiflîhiuiro^  • •, 

de  rfoii  .réviaetefir  au  point*  dt*.  \u*>  |*eoiirctriquo,  miis  monln,*nl  aussi  qui^  ‘ 

• *Mê  iiiJiirerej^l  tl  do<4iareilU>s  etii<ii%  lu*  n^'inldail  urtllorm*üt  con.najfup  ‘ '•»  *■  V 

• rti!  af<dr  citnipt-is  et  j;oâ!4‘  R'H  di>ers  .\ilioWs  pjihlios  par  nvoi  de  i^SiJ  à jKic)j  ^ ^ 

• ^«litx-lx-'MiUcierïiiwt*  itfunnh's  irui^/témaiiqtit'S  ;'VR*  Carder  do  ré  volume^  ; eVi^t  [»ur  . 

c-w$  moiiCs,  ^'tus  vïjmu-,  et  dV»*' t*e  qiW  j'iijtioi'o,  quTl  a éle  amené  à mi*  traiter  ^ ■ j\ 

’ /aiisNi  qu’d  l'a  4ail  ihiHs  le  l.oj(lo  tîü  son  Kapporl.  .Vaurairf  doue  ' *.  \* 

lièjV b|ippiitnô, il  riiupieMio.fi  ;dn»ie»is  des  pn^jiv.do  ^*01  érril  peu  dii»irô  de  ia  *■..  • 

• haute  >6iil>inulée  tcil'n(ilitpl<^  üe  l’aiitedr,  si  je  ii'îivais  ci'oint  qu'une  telle  sup-  , ,/r'  • " 

■ pri^^iion  lu^  déviitt 'p<Hir  qnMqut*s  h'vtêur*^  un  motif  de  doutes  de  reprorhes  ^ 

. * * mémé,  nu  siijut  îles  ypinivHî?»  fmlH’IiHnttrs  qu«  je  viens  d'emoltro,  en  paraiNsaiit  * • 

• .'/le -jH-eudre /uij  m*  do  leîi  j^UNtiÜer  oxjdiijli'menl.  A plus  forte  raison,  no*^*  *•#*' 

sfturaify-jq  {î«rtk*r  le  Mile^ye  sur  cr  que  îo  Jl.ijqiortcur  ajlinno  irlaliwmojit  à 

dafisTiimil  .Moiiioire  (|o  j*appelMs  la{  ()ipqiioînent  ; do  /«  ron/i - . 

nuiti’,  partir  (|uc  jtî  sems**i<utondai.s,  p<»ur  la  iirièrete’tUi  discours,  les  mots  : %ii>  •.  * . 

**  ptriftnnencc  Ht'}  r*f^tnitt^^virfii(jues  iT  descrfptivd  drf  figiu'çi,  lît>iH  M..(’anc!iv,,!’é  . • 

hn  le  viiiï,  ê,o  ueiaii  qu’mu'  fui !<•  suscrptiblé  <M  rumlujro  a'  . ■ ‘ 

. . • ■ . ■ . !'  ■ • ' ■ **  *■*  . 
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504  ’ VII'  ET  nER\lER  CAHIER.  ^ CORRESPONDANCE , 

rrrrurs  inonifesirs,  clc.;  mais  ce  jngomt'ii^  sidère  nVsl  np|>uyé  d'aucun 
exemple,  d’aucHno  prcuye  qiiolcuiiquo;  ce  nW  Ih  qu’une  assertion  v.ipiic,  par 
eonf^éqirenl  irréfutable  1o(;iquemeiil,  et  qui  preriaitisa  source  dans  des  opinions 
priTt*iu;ues  sur  la  t'ontinuitr  t/tgt'f>rii/uf.  * 

Avec  un  peu  plus  d'expcruMice  des  adjures  académiquW  et  d'après  les  Taiiies 
tentalin's  <|ue  j'avais  fuites  pour  t>bt(>nlr  une  ainlience-du  savant  Rapporteur, 

' (liusi  que  |Kir  tes  motÿ  bieiiveUlants,  niais  discrets,'  échapfU'S  à rues  anciens 
et  illustres  m'aitres,  Ampère,  Arapo,  bncroix,  Poinsol  et  rmsson,' peu  soitrù.‘u\ 
d*inU.'rverriu  dans  la  discussion,  j'aurais  dit  cuniprendro  que  l'opinion  de 
M.  Cauchy  n'etait  pas  favorhide  h, la  tendance  de  idées  plnIo40plii(|Ut^.  Re- 
dm|lniif,  aver  'rnison„  qiH>  dou/.e  années  \le  travaux  et  do  méditations  persévé- 
rantes ne  deviiiss«*nt  pour  moi  un  de  dikx'ptinn  et  |Huit-^tre  miune  de 

riilîrnîê  oïlx^  yeux  de  tues  supérieurs,  de  nws  cainaradêfe  *1  du  public  pé<»mètre,- 

• A6&«*7.  indiflerent  cl  peu  iiidiüçeni  en  penèrol,  parvins,  b>rs  d'une  dernière 
dérharche,  h atteindre  mon  indexi^le  jii^e  à son  dumicilé,  rue  Serpente, 
1)^-7,  au  niomenl  où  il  le  quittait  pour  ' se  rendre  à Salnt-Siilpice;  mais 
duraril  co  rapide  et  trop  court  trajet,  jp  iii'apervus  promptement  quii'je  u'o- 
s'DÎs  aucon  druii  acquis  à st»»  imuia(^ments,  à son  estime  sçientiliquc,  et  qu'il, 
pu*  serait  mémo  impossible  d**  in’eii  faire  r«»mprendre.  Aussi  me  bornaj*je,  en 

ÿliumlife  et  tltnnlo  solliciteur,  à *le  prévenir  respe<‘lueii«cment  que  les' objections 
et  les  ditllçulteH  qu'il  ero)uit  apercevoir  «lans  l’adoption  du  principe  de  ronti- 
mritc  en  (uMmfétrié,' tenaient  e^»enti(;lleinent  à l'insiiflisantè  attention  jusque- 
là  accordée  h la  loi^les  signes  de  position,  loi  dont  jo  m'étaU  prco<  rnp4*  dès  iHid, 
en  Russie,  nuits  siirloql  dopui^  mon  retour  en  France  et  dont  |a  dis- 

* cu&^ipii  nialluMniatique  aurait  prccerfé  ma  commimicatioii  ii  l’Académie,  si  d'esii- 

Hiat)les savants p.  i3o  étsiiiv.)  ne  m'en  avaient  détourne.  Mais^  sans  me  |>er- 
nirttrc  d'ini  dire,  davantage,  il  me  c|Aiîtltf  brusqucmeiif  en,  me , renvoyant  h In 
futon*  pubK'calion  de  tu*s  I.i\ons  à l'^ccde  l’idytechiiViue  diVIa  qoes«lion  devait, 
selon  lui,  iH?cr  cbiivéuablemçnt  approfondie.  * - -v  * * 

Ces  I.e<;ons  parurent,  en  ellM,  l'onhce  «uivaiile  (i^O^  bous  le  titre  d#t  rô^r.« 
(l**®  partie,  en  un  , volume  iii-S®  de  5t<i  pa|ji*s);  01*,  Je  fus  grnnde- 
/ picnt  désappoiiilé  de  n'y  rencontrer.  quO.des^héorèrties  et  prftbb'iiiies  de  s»  «rAéic 
<T/^’Arw/«c,  exposés  sous  une  forme  de  rigiiepr  tout  au  muitls  nppar/*ntu>  c’ost- 
h-dire  à la  manière  d’Ëuelide,  de  l.i*(;endrc,  etc.;  synthèse  où  se  troiiwiit  'orcii' 
mulees  les  nombreuses  difliruUés  nu  objectidlis*  ntixqnelb*(>  Avait  donné  liéu 
' jusqu'alors  l'application  du  calcul  numérique  à certaines' forihiiles  de  L'tna- 
lyse  algébrique  qu'il  prétendait  soustraire  ü tout  reproche,. n toiile  pi*litiut« 
basée  sur  ce  que  j'avais  nommé  prinvipe,de  contitmitr.  Quant.it  ce  pFinélpe  et 
à la  loi  des  signes  de  position  considért's  en  euX'iT\èip(*s,  en  (M'pniétrie  ou  eit 
\nalysc,  on  en  chercherait  en  vain  des  traces  explicites  daiis^ée  volumQ.  de  rS**!. 
Fourlanl  l'auteur  y admet,  avec  certnipes  restrktiops  II  est  vrai,  même  pour 
les  fonctions  simples,  rexisleiice  de  la  loi  de  contit)uitd  dont  I.ngcange  ot  Ant* 
p«‘re  éTÎtaient,  d'une  niniiière  plus  apparente  que  mdle,  femploi  dans  leurs 
leçons  d'Analyso  ulgéhriqiie  (1H07  à 1IV09);  leçons  nuxqnetles,  f>our  ce  piniif, 
j'al  toujours  préréré  celles  d«î  notre  ancien  et  ven’éfabloprofi»sseuT  Lacroix,  ot  de 
son  spirituel  successeur  à l'Écolo  Poly1ochntt|oi*,  qui  auraient^ sans  nul 

doute,  repousse  celte  dctlnition  hybrûle  maîÿ^liirl  commode  point  de  vue.  algé- 
brique (Cm/n  tf,4nair*e^  p.  3.^  et  suiv\]^:  mU, fonction  gceilr  c7  sinip/r  tfui  dc*nent 
^ütfinic  entre  doux  limites  dtinnres  est  ttne\ fonction  diicontinnr.  De.'wirto  que, 
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Dôtaiument;  la  tangente  et  la  nérante  trigoii^ictt'iqUi's  d’un  afc  de  cercle 
Comprr»  entre  zéro  et  itn  arc  su|Hiriuur  ii  deux  quadrants  étant *consitlértVs 
comme  discontinues  par  \l.  (>auchy,  il  devait  en  être  ainsi,  à tortiofl,  des  arcsi 
des  aipt‘s,  etc.,  compris  enli*e  deux  poiiUs  np|uirtenant  à d«»s  branches  oppo- 
sées de  l'hvperlKtle,  tden  que  contigus  à une  meme  asymptote  : nranmoiiiSf  un 
point  de  vue  géométrique,  res  Uranclu  ^ sont  tiécessairemenl  soumises  à u/r 
‘ même  motlb  do  génération  continue. 

• Ot^e  défiïjitlôii,  jetée  nu  début  d’un  Traité  d'Analyie^  n/^'cêWy«c,  est  q coup 
sur,  je  le  rt*f>ète, ’un  moVeii  commode  d’en  cludej*  les  diflicuUes,  mais  mm  de 
les  résoudre  et  de  les  aborder  avec  franchise.  De  plus,  une  pamllc  lœtiiK'ro 
de  pror»*der,  qui  rappidU?  sans  avantage  celle  des  Anciens,  accorde  une  trop 
grande  prépondérance  aux  faits  particujicra  sur*  les  faits  généfaux  ; elle  rompt 
la  liaison  des  théories  et  dt^  iilees,  pour  ^ substittier  une  série  d’énoiicés,  de 
retyllt**  pour  ainsi  dire,  dont  la  science  des  nombril  dis<^*ts,  Jusqu’ici  encore 
soustraite  à tonte  loi  de  conHiiullo  malgré  les  travaux  de  Dirichlet,  Ofl’re  «n 
tçèirt‘cman|unblu  exemple.  I'!vidjeinment,  on  ne  pourrufV  sjinposot;  pour  nio<lèle 
* une  teHe  niaiiiérc  sans,  ou^lief  le  but  véritaJ)fe  des  Mathématiques,  et’ sans 
courir  la  chance  de^  nous  ramener  a bi  scolastique  du  moyen  âge,  dont  l’esprit 
étroit  et  dillicdllueiix  ne  .s’wl,  comme  j*en  ai'  tlejà  fait  la  TemarqtK*,  qne 
trop  propagé  dans  l’euseignemenl  de  nos'-lycéés  et  collèges,  a ilaterde  Têpoquo 
où  régnait  Texamiiiateuf  baron  Jluyjnatid , puissant*personnagc  â ta' >ille  et^u 
U cour,  grand  faiseur  d’objecfîons  et  de  subtiles  questions  dont  il  était  nriveii- 
' leur  satisfait;  du  reste ' commeiitaU'ur  obscur  et  uinpoiilè  de  HezoQl,  le  plus 
.kicidc,*  avec  l..acroiXi  de,  nos  auteurs  de  Traités  de  Mathématiqués  étlMnentainxi, 
pai^o  qii’ils  ne  repoussaient  pas  l’axiomo'tle  la  çolitiniuté,  et  s^dt^eha«eIlt  plus  a 
r l’espiit  di*»  métbodes  qu’à  lu  solution  impromptue  cU*  ptHits  problèmes  qui 
eussent  embariasso  le  modeste  Lagrange,  et  sont  propres  senfemeiit  à avertir 
les  profesHmrs  et  « préparer  les  examens  de  J’annoe  suivante. 

J.<es  proccdoM  de  démonstration  et  d’oxftoskion  épineux  et  décousus,  dtml  je 
, .viens  du  t>arler,  étaient,  sans  nul  doute,  l’origiim  et  la  base  du  jugémeiU  si 
.•h^gèrenient  prononcé  contre  te  principe  de  continuité  .par  M,  fjauchy,  qui,  ù 
mciii  sena,  aiiblfait  (rup  que  la.  cotitiniiité  en  élle-mémc  un  fait,'  un 
axiome  indémontqé,' iiitleinoiitrable  algébriquement,  et  qu’elle  doit  se  inani- 
, fuste^  mm  pas  seulement 'd.*in^  les  fonctions  simples  et  primitix^,  mais  dans 
toutes  leurs  derivet,*s  di*s  diwrs  ordres,  comme  le  témoignent  les  Iwllcs  sériés 
de  Taylor,  de  Maclauriii  d’autres  développements  illimités  : employés,  en  - 
ellvf'  dans  des  conditioiuî  do  calcul  et  d’apprMcimation  purement  mimériquet«  ^ 
pai’^conséquént  restricti\es  et  étrangères  à la  Géométrie  ou  à TAnalyse  en  gé- 
> nwalv  t*es  dévcluppeitteiiU  sans  //miVci  ni  restes  dontp/rmentaires,  seraient  sus*, 
tvplibles  decuo<iuir(^  à des  conséquences  absurdes  ou  contiadicluires  [voir  lu 
contenu  du  n®  III  qui  suit).  •fiaô’''  ' 

Or;  cos  circonstances  singuliùrft,  qui  exercent  aujourd’hui  encore  Ta  saga- 
cité' des  calculateursV  be  me  préoccupaient  nulleinent  dans  un  Mémoire  do/ 
pure  Céïinioirle,  èxclusiycmrnt  destiné  â ruliide  des  propriétés  projectives  des 
ear  elles  iie  jirouvenf  rien  contre  le  principe  de  continuité,  comme  on 
l’a  établi  dans  lelU*'  Oaiiier  de  ée  volume;  ce  principe  ne  cessant  de  subsister 
qtie  lorsqii'iry  a antagonisme  ciitrv  les  signes  des  relations  métriques  priiniti- 
vemeni  soumises  à iKts  conditions  Inco^iputiblos  et  ctrangèn*s  à la  situation  rel.i* 
livo  ifès  ^liviM-h  ell^monts  lixes  on  mobiles  d’une  ligure  geoineti  Ique.  1,’esl  bien  ; 

* • * ...  • • ' 
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jo  Hf  me  ln)mj»e,.fin  (ail  irrecu>ublc  qîiü  le  eelébre.  Kajvp<>rl«uir  de  l*Aca- 
^ (ieiiiio  royaK*  des  Seiriic«<»*  uîv  pousait  rûmia|trf*,.fautc  trune  |>n*aUbU‘  el  siifli- 
saiite  élude  di*  la  matière  } la  fornu'  .al];elirii{iie,  l’expression  generale  des  ré- 
sultats ne  pouvant  changer  d'âne  manière  uhsohio  avec  les  hypothès(>s  primilnes 
qiM*  dans  c«^  cas  d’anUgonisme,  dont  je  pourrais  citer  des  exeiiipii's,  mèmu 
dans  h's' machitjes,.  indépenduminent  du  ceux  qui  sont  ofTerts  par  les  funnules 
tle  ruUractioii  des  sjduTüides,  etc.,  où  \m  l'orcfu'et  les  distances  jMUtveiit  suis  rc 
des  l(ds  itidepeudanU.’»  par  rapport  aiix  sij;nc!*  de  position,  ut  que  l^jeune- 
Dirichiet,  l’iîluslre  ami  dt^s' Oellu  et  des  Horchaèdl,  des  Jacohi,  des  Steijier, 
des  Liouville  et  le  mièyi  propre,  u runuuie  au  principe  de  cojttinüiiô-  par  un 
houreUx  artitice  de  calcul  appliqué  ii  rintt<^*ruUgii  des  fonctions  diflérenliolles 
•<fcpcnd:inttf  d<*  o*  qii’tui  noiniuo  1«»  p*ittntiel.  « 

t'es  ol>s4‘rvatiuiis  generaU's  me  scmhietit,  quant  à présent,  devoir  sullire  pour 

• montrer  que  1<%  scrnpulos,  les  oldeclions  trand>a;ites  de  >f.  ^.auchy,  reli1tiv<*s  nu 
principe  du  continuité,  étaient  s;uis  fpiidenieiit  logique;  et,c(^  qui  le  prouve, 
c’est  qm»  Jaeobi  et  d'aufres  illustres  (îêt)mètn*s  elrorigers,  en  cJUttit  lu  Traite 
dc$  Propriétés  projeetwef^  ne  sont  mdle«n^'pt  acrètus  à ces  maleiicduti-cux 
Scrupules,  D'aJIleurs  la  Partie  (in  Cours  d‘ Jnahse,  si  volumineuse  à cause 
(leà  mnid>ruMX  dételoppcmcjils^*  sur  le  ç;dcul  des  1'prnu‘s  imaginaires,  esj  resieé 
lUMis-sftite  4inniédiato,^et  il'  m’a  fallu  franrhir  l’intervallo  du  tSi'i  à oVé 
parut  le  tômé.l*^*'  dtis  fJç^om  sur  les  appliçations  thr  calcul  infit{itéèim(U  à lu 

‘ Oroméfrie  (ImpVimcHe  Koyale},  pour  voii*  rontment  M,  Coueliv  abordait,  dans 
’ hi  théorie»  des  çmirbes  al{'ebriqiies,  le  passage  délicat  du  fini  à rHiiiitiiSinj.  dan& 

• -tims  les  temjTs’n  oflèrt  de  si  glandes  dilïlruhés  inix  c*sjirlls  plinosophlquuS>  iii-- 

capaKies  (b*  d(*{ÿui«er  la  vérité  par 'des  ôrliÜct*  dç  calculs  ou  de  l^ngàge'euri- 
vcnthniiuds  et  soplmliquos.  * .i  . . * 

Or,  Jo  le  déclare  salis  détour,  jç  n’y  ai  rien  trouvé‘copcorji«iil  la  loi  des  signes  • 
de  position,  rejrjvoyée  «ans  tloiito  aux  Grattés  He  tléornétrie'  tmalt  tii[u^  été^^ 
wetttaires  sur  la  continuité  des- cmniies,  admise  à.  prlort  et  «ans  rèst'rve 

jioiir  le  premier  ordre  d’ini!  ni  ment  petits  oCi  d^înlipimeiij  grands,  maissoigmoiMv 
■ ment  evilw  dans  les  autres  ordres, .grâce  a un  rpode  de  dcmon^trîilioii  d’une 
apparente  rigueur,  emprunlé*on  philosopho  tboiyonne  {Jumilrs^  U IX, 

(|ui  ,blûpiant  liarüiment  les  docfrini'ï  de  l^eibniu  ef  de  IVowtcm,  n’admettait 
|Mjur  légitimt^  quo  celles  des  tférifêc<  dé  Lagrange,  crifiquées,  jiotkwins  raison, 

. par  Wroiiskt  uu  point  dé  vue  de  r.\lgorithmie  et  de  Vinfini.  ^ 

> Delà  aussi,  d*^  la  part  du  Uapporteur  acadéhïivien,  ct«  leprqchesnadi'ussés  au 
prineipe  de  confinHité,  «i  embarrassant  pour/'eux  qui  niit  uim  aveugle  çonfiaiH'c 
dans  les  résultats  du  calcul  algébrique,  dont  l'apparonte  rigueur  f^il  jllusi<vii 
’ù  beaucoup  de  jeunes  néophytes,  qui  confondent  les  formules,  les  équations  de 

• la  Geomélifu  de  Desem  te»  avw  cellèa  de  l'Arithmelique  proprement  vîlte;  (iéo*  ^ 
m«‘trie  qu’on  debarrasse  ainsi  de  toutes  les  ditricultcs  inheruutes  li,  l’Analyae  en 
général,  aux  signes  algorithmiques  di*s  foncions  el  à la  pftsitii>n  .rHative  vfes  . 

^grandeur»;  je  v»nix  dire  aux  signes  alfwenls  au  nuido  dVSislencuq^rüpre  de  ces 
'grandeurs.  (Vest  à tel  )Miint,  que  ceÿ  im|>itnyoldi'9  et ’ch‘*<lides  tinuvmis  de  la 
^ conlinuitu  géométrique  en  sont  venus  u allinnér  iietten\tfûi,.nièmu  dans  lus  conr- 
.Ik^s. simplement  algébriques,  rexistènee,  effeclive  de  piyînts  à’turé^  frn.oync>,  du- 
, points  srtillantSf  etc.,  dont  M.  Cauchy,  d’ûilh'Mrs  assi'C  mai  .îdlèrmi  dans  «a  voie 
comnieî’en  ut  dejii  apporte  dus  preanîs,  eHqi'runte'saJJS  exaituui  Jaiflisant  lit  d»»c- 
.hiii»‘.»n  on  Mém^iire  de  *Muv'î»*nl/’.a  l' \r»(leniîe  ib*s  * bibuiW*s  par»  !M-.  Jloi  be.  • 
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, Au  (urplifi^  Mi-n  que  lie  «elU»  eireurs  »e  soieat  prnpij^ii'^iHis 

ïveofiïnïânrtableâ  tt  wrUiin»  litreA,  jo  îv»istrr  ipi  Vlfti-  ’ 

y^arfalUf  rbauclrt'  dt  M.  (’auchy,  dalw  de  iSj6  et  (juî  pl^ouvo  tout  nu  molifi 
i|uô  iâéea  #ur  la  coTJtinoiU»  des  ronctiori»  et  des  équation^'  ntgr-briquea 
h'*étai^Dt  ]#a8  dès  lors  parfaïU  TUOLit  arrêtées  daur  ^ii  esppft,*  «t  qu^l  fSüT  d#^- 
4 oendïSi  j«»qn^<Cl  {Calctii  ?^fr^n2/)fll  i8:;o(r aiciti  M/fén*nfi'et\  pour  les  vofr 
' «P  ‘wpproïdwr  de  a*Kul«t',  de  l agr^-inge,  d’ATOpéte,  df».  ' 

l^acroU  Pt-  de  Pftinsot,  r<  lalite»  aux  differenliellès,  aux  dV-rivues,  aux  Hinîii^ 
'Çt  aiif  iqûnîmenl  pelilH  pri*s«rtts  jmr  b*  programme  do.iK/3f  m«i»  dont  l‘ex- 
3’mic  rigtuMrr  apparente,  «e  trouve  oomplêtèe  par  le  ridcul  des  ima- 
ginaire, déduit  de  XîOiivcntions  à priori  "Irès-peu  propi^s  a infirmer  le  pn'tt^  * 
Vy^  At  çontiiiuiu,  que»  pourtant^  le  Kapportèur  du  iUrmoire  fhr  Jet  poloirei  • 
réc$pr(iqnrs  niait  encore  si  ob‘»finémeiit  danp  'ce^e  mèrpe  amioe  i8a8.  • - 


. Après  ces  réflexion»  generales*  sur  la  manière  vugue  cl  imparfaite  ttonlJeV»- 
•xtHit  Rapporteur  de'  mou  Mémoire  dé  iH-îo  entendait  le  principe  de  contiiuqlfî,' ’ 
JO  puis,  ftans*ontrér  d.ms  dt^s  détails  inùtii«s  aux  Iqctèurs  in^ruîts  dos  pro^ffés  , , 
. réennta  de  l'Analyse  »p|>liqiiôe  à ia  Gé,omotrio,  me  permettre  dMnaister  quelque- 
peu  sur  la  luauière  tout  algeln*knie  dont  il  a plu  à ^t.‘^'auchv  de  i;-aduire,.a  soTl 
propre  point  de  vue,  nieS  idées  relatives  aux  cordes  itleales  tJii  imogiiiairet^eom- 
tnuries  à iln  «ystèiçe  Je  nmiques  sni>  nri  plan,  et  aux  priru‘i|>cs  de  projeCtifin 
centrale  qui  les  concernent.  Les  |>ersenpes  qui  ont  bién  voulu  lire  aveç  quel- 
qüe  alteiitiun  le  !*'■  volume  de  cc,s  ,-/^;^/vcq//o«<,.cctmprenUn>|ii  coml»i(*n  H id’a 
«•l<*  peniliL*  (le  voir  tnlerpreler  »‘t  traiter  avec. un  del  >.ins  l'a(;ün  et  si  puii  d*in- 
tidligeiic^’  phiî<iî»(*plil(p|e,  .des  notions  de  («eomelrie' générale  jusqfie-Hh,  i\  est  , 
vrai,  étraTqpn'«‘s  an  Calcul  algébrique,  Ircrp!  souvent,  je  le  répète,  ntm fondu  ave, c 
r.\rithnietit|ue.  ' * 

Par  exemple,  M.  t^icliy,  ch  s*appcsaiilissaiit  pour  le  démontrer  tr  sa  ‘maniè;^ 
sur  les  propriétés  eleiiu'iitaiix’>s  d’un  _sysV'*mc  de  TcrcU^s  dans  un  plan  ou  de 
sphères  dans  l’espacé,  ne  s'est  pas  apcri;ii,  n’a  pps  compris  rpie,  d’après  les  prirt- 
ripes  siibsé(|uents  de  mon  Mén)«*»c,  ces  propriétés,  toutes  projectUrs  et 
hnc4urcs,  s’étciitbiient  à de^  systèmes  de , cpnitpies  et  île  surfac<»s  du  R4‘COQd 
df^ré  quelconques',  avant  en. commun  mie  sécante  ou  un  pbm  de  s«?clion.  il  c^t  • 

. vrai  que  j’avais  fatsse  aux  lecteurs  intolligenls  Ig^oin  de  cette  application,  facile 
quand  on  prend  gAt^lé  1e«  cercles  ol  Kis  sphères  dont  il  s’agit  ont  toujpu>s 
des  5cc^io//T  ifnaginairri  çiimmwues  à i’inlini.  , * ^ 

Alalheureusemént,  des  éonsidérations  de  celte  ‘ nalùrc  ^daituit  coninio  non 
avenues  pour  Rapporteur,  auquel  ilvùt  été  nu  contr.xire  beaucoup  plus  ^ise 
afe  mcltré  ert  évidence  son  lidoiiliSlnMe  supèri<u*ile  algehnque,  on  essayant 
de  démonirer  par  l'Analyse  de  îlcscartes,*  à hiqiielle  je  substituais ‘h?  rqiaiinr 
fiemenl  g<!omririqiie,  .l’exhitenre  et  h’ mode  tlc.coTislrm  tion  des  cordes  ideaica 
Tommiin(*s  au 'Système  de  deux  coniques  (pteU*oHquo<  sur  un  plan,  aiusi  que  . 

Li  possibilité-  de  projeter  cch  coiirU'S  suivant  des  ctnck's,  uux([iicls  le  Raj>- 
PQrleur  subslktiC  di's  eoniq«i*s  semblables  et  • semldubleinetit  placées  sur  un 
séfond  plan  , à dêlermiiiep  ddus  f’«5pacé  ; maix  je  ferai  remarquer  que  , eu  pi'o-* 

. blùmc,  bien  qu’en  apparence  plus  ifenoial,  Cst,  par  le  fait,  uioiiis  rlclie  en 
conséquences -ulilçs,  puisque  les  pi  opi  ielcs Vchvlivcs  aux  cercles  cl  aux  st^bères, 
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ulatiC  plus  i‘iéiTU‘ntaire6,  plii&  uLurdubles  h runher&aliti*  des  esprits  et  étant 
niiftsi  mieux  roninu's,  une  telle  ytuieralisalion  allait  pmisement  au  rebours 
du  but  qiio  jo  voulais  atteindre. 

Comment  d’ailleirrs  M.  Cau.clTy,  qui  ne  crai(;nait  pas  de  montrer  sa  superio- 
rite  en  ra.it  de  (îeometiie,  ne.sVst-il  pas  aper^-ii  que  ses  didnoitslrations  à pos* 
Urriorî,  ses  prétendues  {];oneralisations  des  théorèmes  établis  duns  mon  Mempipc 
tle  étaient  deiuie<^  de  tout  mérite  oritriiial  après  la  découverte  des  relations 
intimes  qui  lient  b's  cordes  communes  au  système  de  deux  coniques,  aux  centres 
et  iiux  pians  auxiliaires  de  projection?  Selait-il  donc  ligure  que  cqs  relations 
InsM'iit  le  résultat  d'une  simple  intuition  ou  improvisation  geupietrique,  et 
qu’elles  nViisseiit  donne  aucun  niai  k acquérir,  même  par  U voie  de  l'Analystt 
al^brique  (voir  t.  <h*s  Jpplicatiom , p.  99,  iiH,  .^08  à /|og)?  ^’est-. 
il  pas  déx!Gurageant  au  dernier  point,  de  voir  de  nos  jours  que  les  decouvertes 
geotn('trii|iies  les  plus,  délicates  sous  le  rapport  de  Ta  philosophie  delà  Sidence, 
S4)ieiit  ainsi  travesties,  rabaissées  par  des  esprits  légers,  satisfaits,  tout  au  moins 
îiiattentlfs,  el  qui.  ii’onl  pas  peu  contribue  à jeter  dans  l'enstugnement  1*,» 
desoj-dre  et  l’indi.sriplino  dont  j’ai  déjà  parle?  N’eiU-il  pa.s  été  beaucoup  plus 
digne  de.,  la  réputation  de  M<  Cauehy,  d'appliquer  directement, 'sans  pri’ven- 
Jîons  ni  idée?  préronçiies,.  son  prddigieiit  talent  ’d'algehtiste  à la  reciivrche 
directe  du  lieu  des  sommets  coniiuuris  aux  cônes  projetants  dont  if  a été  parlé? 

(>  probiénie,  en  eird,  vainement  Umle  par  d'antres  avant  on  .depuis  i8i3,  et 
qii’û  ctnie  époque  j'îü  abordé  directétîienl  par  les  voies  do  TAnalyse  algébrique, 
ih'pend,  comme  on  l'a  vu,  d’une  équation  dq  la®  degre,  dt*coniposable  impW- 
cito.nmnt  en  six  autres  du  mais  dont  les  coeflicicnls  ou  constantes  d<qM»n- 
dent  à leur  tour  d'une  c-(|uatiun\ln  ti®  degré,  rèdiicÜble  an  3®,  ce  problème 
méritait  bien,  je  crois,  l’intérêt  qt  l’altenlioii  tlu  Rap]>orl(mr. 

IViit-ètire  qu'une  pareillb  tonUtive  eût  ii>iidu  ce  suVanl.pUis  cîrçoii.spwt, 
moins  deduiipieux  envers l'aittcur  du  Mémoire  dont  la  ('oimni&'sion  academique 
ra>ail  fait  Rapporteur,  sinon  jugé  exclusif.  Peut-être  .lussi  qii'eh  y 'infléchis- 
sant davantage,  il  sc  fôt  aperçu  que  la  théorie  des  coiiiqiu*s  Hupplemeiitairi'S,. 
offrant  lu  construction  geométriqiu?  immédiate  <b‘s  six  conh*»  idéales  cominuiH's 
en  gtuiérnl  h deux  coniques  donnéex,  pouvait  servir  de  point  de  départ  à de 
plus  vastes  dmdrines  concernant,  sinon  la  représentation,  du  iqoins  l’inter- 
pretation  siinjile  cl  naturelle' des  expressions  imaginairt*s.  C’est  ce  qui  arrive, 
en  effet,  dans  la  recWr.cfie  d«!*s  propriétés  de  certaines  inlégraU*s  luriodiques  - 
que  h*8  .geomèfres  algehrisle,s  oiU,  en  dernier  lieu,  abordées  par  dos  ruélho-  ' . 
«1rs  assez  |m>u  salisfaisantes  au  point  de  vnq  .giHiirtetritpie,  iniii%  que  M.  Maxiini* 

Men  Marie,  connu  par'cJe'snvaiHes  et  originales  publications,  a remplacées  |»a.r 
irautrrs  plus  lumineuses,  dans  ui>  rèinarqirahlc  Alrfnoirt*  sur  lu  théorie  Jes 
fonctions  de  V{in<ihtes  tmapijiaim^  soumis  en  iSâ.^  au  juj;er»enl  «le  l’Acade- 
inii*.  Mémoire  f|iJO  M.  Diurhy  aurait  plus  fuvor:lbleqient  encore  apprécié  comme 
Rapporteur,  s’il  avait  gardé  un  meilleur  souvenir  de  mes«*crits  de  i8;o  èt 
t>r,  j’insiste  «pudqiie  bien  a regret,  M.  r.9iichy  «qait  |U»ii  apte  h comprendre  et 
goûter  les  doctrines  de  lu  (icomelrie,  ce  dont  op  se  convaincra  en  lisant  le  Me- 
moire  sirr  la  s‘>ntf\,èse  idgchriiiur  (t.  \VI  do  iioî^  Comptes  rendus^  p,  867  à 881, 

98*;  a 97(1,  io3q  il  ««ireel  aèadémiràiMi  re|>éôdutt  un  peu  l4}rd^ément'(i8^3) 
h7S-mé|hodes  de  son  .ami  pt  aflidé  scientifique  M.  ('tvigoniiw,  (pil  consislenl  a 
liiiiter.  sans  calcul  ni  enmiii.itions  laborieuses,  rertuuios  queslione  «le  Géométrie 
#«b  iii«‘ntaire,  relatives  aux  ronlaet»  «les  cercles,  des  sphères,  etc. 
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Quo4*on  coiiAultt*  eiicon*  Ifü  (li%er«  Arlirit*»  nu  non  muiiu  clotithn*!»« 

érrtU*«  à'ruccaüton  (1*1111  R:)p|iorl  üur  do»  HiM'hcrcM'H  f;t‘nmrlriqiics  du  M.  Ainyol, 

(tt  (|ui  a doum*  liuu  à d<*  lnii(*iie^  di^riinsioiis  cl  ri'chimaliuns  insc'rcrH  <fuiu  lo 
mAmc  volume  dfs  Ctmiptes  rrmlm  th  C Académie  des  Scienca  8a8  h 833, 
g38  à 3 9'»'),  I t<r*>  a 1 1 i'i\  dev<>mi«‘s  la  lu  niolil'  stiniulniit  des 

excursions  (ie  M.  (àiiichy  daim  lo  dnmaiiio  ilo  la  (W'ometrie  |u»ro,  cl  re.rles  ou 
ne  |M)urra  diaronvornr  avec  moi,  à part  loiiie  pro\otiHoii  niorali*  et  s<  ieiitili({iu% 
.que  Af.  (aiucht,  «li  fnit>saiit  ('oimin*  ralnila(<‘ur,  *>i  Jr^tT  ol  Mi|n*rlicicl  duim  hcs 
jngcinenU,  oiajiqiinit  ahsoitiiiicnt  du  mum  idiilpsophiquo  el  (;eomiiriquo,  m^ces' 
i»alN*  pntir«(;i*riuraliH4T  Ioh  inrtiiodcs  ol  rr.ltirliir  l»*s  bornos  elaldios  par 
illUtiti'i*»  priblrrussours. 

Maintenant,  on  doit  conipnuidre  rommont  pou  (p)dt(',  oncofo  nioiriH  oiicoii* 
rage  au  dodan»  rommo  an  doliors  d«*  l'Aradoniio  do^  S«  ieiicoH,  daim  uia  Jonift- 
rairo  ontr(q)ri8e  d<î  publication  du  I r/dlé  t/es  Proptirfes  projectice^^  j'ai  drt, 
faute  de  ressources  pertiiiiairoi»  ol  d*odil(>iirs  Immu'voIos,  rcc6iirir  à ilno  souscription 
publique,'  iiiimodialoineiit  couvorto  il  osl  vrai,  grâce  mi  bionvoillanl  üittyèl 
(io^ïos  nmis,  y*'  nio5  camarades  cl  do  mes  rliofs,  ])at-nii'losqiu*U  la  reconnais* 
sance  me  fait  un  dc*voir  do  oib^r  avant  tous,  le  Uigno  <ol  illustre  gonbrbl  du 
genfo  Ibimlrand,  membre  du  jury  dVxnmon  do  l’École  d’application  de  Mot*. 

^)n  conçoit  onoorî»  cominenl,  apres  riiriproHsiou  ontiêre  de  o(»  voliimimuiv 
(mvrag<‘,  en  j'ai  dû  atloudre  «ver  rosignulion  lo  jiqjoinont  academique 

wir  les  Uioorios  gcneraloîi  du  centre  de  moyenne  /tttrniMnque  el  «les  poUtires  rêA 
ciprotfuef  que  j’ai  si  souviuit  inonHonmVs,  parce  «pie,  n'avanl  olhcmu  qiio  dos 
Rapports  aussi  tiirdifs  qiu*  [k‘(i  oiicouragoants  et  pou  liilolligrbb's  au  point  «lo  vue 
/ géométrique,  ils  sont  ‘dovcmis  pour  mol  U sourc\*  «le  nombreuses  et  penildes 
' iféccplbms  flcloiililiqnt's,  au  nombre  desquo.Mos  on  nie  permettra  do  rapp«*b'>* 
ici  riiijuslt*  oubli  des  siicccssourH  et  vulgarls:rtours  uMvqiuOs  j’avais  donmî  «le 
plait*|»oiM*roux  O\cniplos  «laiis  le  Tdattê  des  P,roprtctê(  projectives^  mais  »urt«iut 
rboslîlitê  iTagraiite  «Un  rodartoiirs  du  oollaboralrurs  dos  Anruttes  de  M«inl-' 
pidlier  et  du  Bulletin  des  Sciences  mathémttliqnef  1818),  doû^  je  n’ai 

pu  combattre  et  vaincre  le  mauvais  vouloir  qu’à  force  de  rcclamutiuiis,  «Je  s<yt- 
, licitations  pèbsévérantes,  qui  ne  teundgnént  pas  on  faveur  «le  rimparlislitc  di^  . 

certains  échos  do  la  presse  M'Ientifiqin*.  » 

• . Eiiliii,  on  coiiçoit  mieux  «fUcurc  comninut,  pnil’omlonionf  liuinilie  ol  contrarié  . 
dé  tanl  de  relaédset  «le  d(;iiîsüc  jiutlco,  j<»  me  suis  d«'ci(lp,  iiorrsans  un  n*gr<*t 
patriolicpic  amer,  û n*courir  k l’inqiurtial  Jvttrnal  Je  VatÂèmani^ies,A\*iÜ*Vu* 
s tout  rétçmiiimit  blors  Rtvliii,  par  l’itnnoralilo  H savunl  0*’  Crellci^qui 

. scrucillft  les  Mémoires  doiu  il  vi<>n(  «IVlré  pnrb*,  non  il  os\  vrai  sans  qiiulqiiO» 
ltn)i«ios  re4«^ves  «lioU»o»  par  la  rrainld^  .'bqilairo  au'\  n*dact«*urs  alois  t«»«t-  • 
puissants,  des  Kveueils  sckiitUiquo»  français  i|tio  je -viens  de  citer.  ’ ' 
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, ANàI.ÏT1(J|I|;  1>E  diverses  mites  ou  SOIVE.MHS  A.MfilllEUItS 

> ' ■ A AVEC  OUELQL’HS  UÉVELCIl’UKMEM'S  l'I.lS  lltCEM'S. 

Snr  ht  rnntinuilé  ilr.i  cnarlirs  "poiiirlrii/iirs  cl  transrcmhmtcs. 

Envisagée  dans  In  sens  le  plus  général,  la  cnnimuilè,  dent  aujourd'hui 
. • encore  on  ose  à peine  invoipier  le  principe,  est  un  fait  nialliémati(]ue  qui 
ne  saurait  .se  démontrer  à priori,  ni  en  Analyse  algébrique,  ni  en  (iéomé- 
_■  trie,  ni  même  dans  la  .Méeani(|ue  rationnelle  et  alisiraite  où,  cependant, 
elle  semble  de  toute  évidence  à l'égard  du  mouvement,  puisque  le  mo- 
bile, quel  qu'il  soit,  no  saurait  s’anéantir  à aiicnn  instant.  Pans  la  généra- 
tion des  courbes  et  des  surfiices  notamment,  elle  se  manifeste  iiar  l’accord 
e\ait  des  faits  avec  les  résultats  déduits  de  son  admission  à priori  et  de 
l’applicvation  du.calcnl  ou  du  yaisonnenienl  aux  relations  algébriqweii  et 
géométriques  qui  détiiiissent  l’étal,  la  constitution  et  le  Jiiodadti  généra-' 
lion  des  grandeurs  ([ue  l'on  considère.  ^ , 

Jùd  déjà  émis,  dans  diverses  notes  . ou  pas.«ages  du  texte  (111''  et  IV' 
Cahiers),  (piclques  idées  relatives  à la  rontininlé  des  couriies  ou  des  sur- 
' faces,  idées  qui  rcmontenl  à l'époque  de  mon  séjour  ti  l'ftcolo  Polytech- 
nique ; je  ne  .siurais  y revenir  ici,  mais  je  ne  puis  me  ihspcHsér  do  rap-*  y 
(K'ier  que,  longtemps  avant  la  pré.sonlalion  à l'Institut,  en.rSjOj’  (kyl’/xjio// 
sur  1rs  Prrt/inrtrx  pmjrclix'es  th  s scrlkuts  ronitjius,  j’avais  écrit  diverses  * 
■.  Notes  au  sujet  de  la  continuité  des  combes^  ce»  Notes,  <1  ailleurs  fort 
'■  incorrectes,  .sont  trop  étendues  pour  tronVor  place  ilans  ce  volume,  outre 
qho. plusieurs  sont  perdues  ou  .éehappéeçi  jKirliellemelil  ’do'  ma  mémoiro,;  » 
je  me  bornerai  donc  à eo  pnlsenlcé  ici  un  résumé  siirciBCl.  ï'v  ailmoUais 
• à priori,  d’après  une  multitude  d'e.xcmples  pluS-ou  moin$  connus,  In  con- 
(inufié  des  courbes  dites  Mgrluitfufs.,  pourvu,  cijmme  je  l'ai  dfiù-c\|iliqué 
en  divers  endroits,  que  l'on  donoe  à Icqc  déJiAjtioii,^v«Vé/ftcriji 
à leur  düs’eription  par  points  ou  enveluppè.ménls  Imigenliols,  la  généralité 
et  le  sens  géouiéirique  qui  convient,  dans  chaque  ras,  d'aprè.^  lo  princqie 
’*  mÿinC  do'conliiluiié.  Or  cela  est  surtout  indiêpcniîable  [Knip  ce  qui  con- 
. cejTie  les  all'ections  mulliiilisj  que  cos  combes  ou  les  sutfaves -présentent 
■■  , aux  points  divers  dc.leur'crnirs  liniilè  oü  infini'. 

' ' ■ Ituis  imo  Note  tonte  sjiécialè  de  iSitt,  Telativé  aux  -courbes  en  gé- 

iii’'r.al,  cansidérani  la  conlinùitéi  liês  bgiie.»  exprimées  qrar  -de  simples 
équalion.s-algébriqÿes,  ‘eoinme  entièrement  hors  4e  ■causi'v  je  f.nsais  des' 
vu;u\  jnmr.quo l'étude  a'priori  eh  fût  flévrloiqiéc  da.vitritaje  p,o'  célle  intui- 
lipii  géouiéirique  dont  .l’École  de  Alt) h gé  a ülîert,.^de  si’Higimx  exemples. 
Qiumt  aux  courls's  •dUes'tg/i«.tr/at'/////'.v,'’j(;_.cKais  d’tyct'.'î.  cxciàplcs  où  la' 
cijnlinuilé' sèm.ble  ce.sscr- d'avOir  lien  en  llOF  pjHlits  qiflur- lcè'qij<ls  leur. 

^ *1*-. 
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('fiurs  éprouve  uii  i liarijonuMit  bmsipie  loul  au  moins  appîticnl  ; mais  ceS, 
ras  SC  rapporlijit  péiiéralrmrnl  à des  li;:nrs  (léfinieà  (sir  ilçs  équations 
pureiiu'ul  atialyliipios  ou  lilléralrs,  parmi  Irsquellcs  sd  (lisliiigucul,  en 
nombre  mVessairPuieiit  illimité,  celles  ipii  ri-nfcrmenl  des  funclions  loga-  , 
rilbnuques  ou  exponenüelles  et  certaines  inléprales  «Icfimes,  que  l’on 
considère,  à tort,  comme  autant  de  fornuib'sefseuliellemepl  arithméliquas  ■ 
et  (]ui  sont  troji  soinenl  ilépourvues  du  caractère  iriiomoiiéucité  iiisé|si7 
rable  du  point  de  vue  péométriqui'. 

Au  préalable,  je  dois  rappider  que,  dans  la  Note  dont  il  s'apit,  je  repar-'" 
fiais  comme  clios(,>  évidente  en  soi  : 1“  i|ue  les  courlres  décrites  par  des 
procédés  purement  géométriques  ou  mécaniques,  lifssent-elles  mêmes  à 
évolutions  multiples  et  compri.ses  sous  la  dénomination  de  coiirlres  Irans- 
cendantes,  telles  que  les  spirales,  h's  cycloïdes,  sinusoïdes,  épieycloïde.s 
ou  roulettes  et  développantes  diverses;  ces  courbes,  qui  sp  rupj>orlenl 
toutes  aux  fniiriiotis  simplement  rimilairrf,  doivent  être  consitrérées'  •• 
,.cotnnic  üsstijetlics  à un  double  mode, dé  généntïion,cünlituip,  ilirnte  ojj' 
imrhf,  ou  rtUm^iii/ie,  c'est-à-dire  dans  des  sens  conltaires, 

poalifs  ePnégatifs,  mais  non  pas  exdushement  ilans  un  seul  de  ers  sens, 
comme  cela  se  faisait  d'habitude,  saiiS  dOute  pour  la  facililo  des  discu.s- 
sions;  a“  (]ue  c’est  aussi  à tort  ipic,  par  une  abslractioii  non  permise,  on 
sépare  souvent  les  diverses  branebos  d'une  même  courbe  susceptibles  en 
a|>parn)èc  de  do.soriplions  distinctes,  mais,  par  le  fait,  inséparables  et 
intimejuent  liées  entre  eljes  d’ajirés  le  principe  de  conlimiilé,  de  perma- 
nence.des  rèlalions  métriques  et  descriptites  des  ligures;  car  ces  rola- 
ünns  admctleut  aussi  bien  .les’ points  imaginaires  ipie  les  poinLs  à l'infini  , 
■yont.Tèmarqttons-le  bien,  les  distances  mutuelles  peuvent  demeurer  limi- 
ices  on  tinic!*,<)l  dev’cujr,,  dans  certains  cais,  négligeables  ou  comme  imlle.s, , 
par  rapport  à celles  qui. sont  e>scnliellemunt  infinies;  3“  que  lisi  çj,'bUioiisV.  , 
inêtriipies,  tps  l'sjuations  qid  délini.ssenl  algébrhjuoment,  de  ^uireilles  lignes'  • 
'-réurbes,  doiveirt.  ii'inqiortetesças',  être;  homogetjes  dans  leurs  termes  (Jiy  ■ 

• vTîTS, soif  munériquitnenf,  soit  géonuHriqueineut.’uiest-à-dire  qim  cys  éqiiar 
tioKsJ  purement  iilléndes,  doit  ont' être  telles.  qiTen  'ditisiinl  cbaciine  dos, 
■.^grandeurs  simples  ipir  j*  e.n.lwnt  luir  l'uiutf  cOnpaeie  de  soy.  «spcce; 
indiirércntitii'tiC  coiisidérét'. comme  positive  .ou  m'-galitc,  sek),n  le  sans  - . 
progressif  ou  rétrogr.ide  qu'il  plaît  de  leur  supposer  à priui-i,  les  di\ers(*S' 
unités  convréjes,  mises  .‘ainsi  <‘'i  évidofice,  (U.^qiacaissent  .iijilNrelleméqt  ‘ 
nimme  facteurs  communs  h '.tous -loi  termes  (ic  l'épiation;  4°  enfin  opié, 
dans  le  cail.ou  nne  li-lle  iimh'';  fiH-elle  la  uiôinc  .Jioijr  tojis  lés  termes  de_ 
l’éipiatiôn,.  ne  pourrait  riis'paraitr.e  à la  Ibis  comme  fuclnur  commltn,.  H ' ■ 
sei-.iit  IndiijpensablÇ'flé  ryvlaissef  Sti'bsislcf  dAino' manière  iq'qia'renlc  ' 
expliciitr,  afin  deconàTv'er.'à  eetto  niéinc  éipiatjon.lç  caractère  d'lii)mo-" 
‘généiré  gcoméTriquü'snns  Tequel  iUcstaiîfViciTe  depe  pas  Tonilrer.  dafis  dc5  ■ 
contradictions  et  di's  qlisourilés  inextricables.  En  pai  lirillifir,  là  .(giestion 
de.  savoir  Si-  lé^\q;oitrlKÏs,e\ponémtîrUi^  pt  jiigiiriTliiiiüpics.flaitl  ieS  wt.ua- 
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lien?  les  (lias  simples,  d’ailleurs  iileiilii[ucs  et  delà  forme/— e',  j-— , lo^_r, 
suiit  on  non  assujelties  dansMoule  Jinir  étendup  à la  loi  de  eputinuîté, 
celle  question  revienl  évidemment  à.  éludU'r  la  niarohe  mémo  de  la  foiic- 
liou  «f*,  quand  J"  y Croît  ()iir  dejïrês  insensibles.  ^ • 

Or,  on  sajl  Imites  les  diflieultés  et  les  divergences  d'opinion  que  cette 
■discussion  a fait  naître  parmi  U»s  anciens  gétimélrcs  algcliristes  ; Leibnitz, 
d'Alembert,  Euler,  Jean  Bernoulli,  etc.  Ce  sont  ces  dillicullés,  aujourdliui 
non  entièrement  résolues  sous  le  rapport  géométriijue,  que  j* ai  blclié  d’ap-, 
profondir,  sinon  d'écl'qirCir  parbuU'ment  en  i8i8,  dans  une  Note  qui  roule 
(iresque  e-rclusivcmenl  Sur  l’opinion  consistant  à regarder  les  logarithmes 
des  nombres  négatifs  comme  les  mêmes  que  ceux  des- nombres  positifs  ; 
cette  opinion,  on  le  sait,  a été  combattue  par  Léonard  Euler,  qui  re-T 
[loussail  l'argutrent  de  d’Alembert  fondé  sur  la  prétendue  exactitude  des 
identités  ou  transformées  algébriques  . ^ 

cd,  2log(— n)  — «tegl-Vo},  log;(-i  rt)  t=log(  + (i),  , 

à la  dernière  desquelles  Euler  a substitué,  pour  les  THimbres  négatifs, 
cetlqaolre  prus  générale  et  plus  rigoureuse, 

■ ' , log{— o)  Logrt,d-(ïm-t- i)r  . ..  . •' 

' tandis  i(ùc,  (loiir  la  série  des  nombres  positifs,  on  aurait  simplement  ’ • 

; . ■ iog  (-+- ü)  = Loger  4-,2"i JT  y/ï^,  . 

Logo  désignant  un  ifombre  Uibulairc-,  |wr  conséquent  réol-et  absolu. . 

Euler,  esprit  essentiellement  juste,  ^n.'adjneltait  probableuicûfpas  la 
considération  des  valeurs  multiples  de /_  eorrespoiidairt  à des  yaleürs  nu-, 

• mériquns  fractionnaire^  de  ir  dans  réi)ualion'/ ^ e',  du  moins,  s’eU  esf-il'. 

■ tn.dans  sa  réjilique  à d’Alcmbefl,  comme  11  s'est  égslemoiit  tu' à lY'gard»- 
de  l'objccliôn- do  Berniiulli , relative  à Tairo  do  l'iiyperbole  équilàtéro; 
chose  regrettable  pu  poinl'de  vue  dû  la  tjéonjétrio^anplyliquc,  ainsi  qiTon 
le  verra  ci-après.  i * 

En  (lart'tfiilierj  si  l'oq^.subsntirail.(/ans  l’éqiiaiion  deS  valenrs  de 

•la  fbime-^  i m et  n étant  des  nymbreS  entiers 'quck;Cuiqucs,  celle  cqua- 

lion.doniierait  algohriqiiejtienl  j : . * ' ' 


' ' ' ' d' "—'U'" sent  /«=;C"',:' ” . . ■■ 

et  ConduiraiU  Coinmc'oo  sait,  à */;  valeurs  liistincles  de  S j dont  les-ileux’ 
preniiélx's  ’ . • ' ■ . , , 


K sicTr-  ,1,^  ' 
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sont  seules  réeljes,  mois  de  signe»  rontraires;  les  a {»  — i)  autres  étant 
toutes  ima.ïtüaircs.et  égales  au  produit  de  ’yt'"  les  racines  de  l'unité,  ' ' 
fôiurti  par  la  formule  connue  ...  kj 


cosp  - 4-  siu /J  - V — ' . 

« ' n . 


•.  f 


qtii,  érnanét‘sdpsllioomiu'sdeCôtes^ileMoivre,'‘elc.,  donnent  la  division  en 
purlies  égales  de  la  rirronférence\lu  cercle;  la  lettre  p ilovant  prenfiro 
toutes  les  valeurs  enheres  eoinprises  enlro />  =,o  et /J 
. Les  géomètres,  algébristes  admettront  encore  plus  dillioileinonl  peut- 
être',  uno  autre  cottsiilération  avancée,  non  sans 'queliyie  rtisorve,  dan;»  hi  , 
Note  j^écitée*de  jjtiS,  en  vuedétablir  lu  continuité  de:«  fonctions  expo- 
ticntielles  ci,  stiviur  : que  Si  l'on  suppose  l'unité  i de  ta  valeur  fle  x divi- 
sée .en  un  noinbrp  inlîui  de  parties  égales,  chacune  d'elles  pourra  ètr» 

' reprilsentéepar  unefractidn  de  la  forme  ^ oft  b?-dénoininaleur  ïv  = œ 
est  la  limite  infinie  de  nombres  entiers  po.sitiffft  dCsorth  qup  la  valeur  t 


numérique  de  j!  serait  ainsi  e^>rimw  p;ir  la  quantité  fractionnaire  on 


fTl  • * 

— • C’est  co  qui  arriverait,  [lar  exemple,  dani  le  sysléine  de  nuinéralioii 

où  l’on  voudràil  rapporlivr  tous  les  nombres  à la  fraction  décijnhie  infini-  ■' 
ment  petite  de  l’unké';  eii  se  rapprochant  ainsi  d^;^^’idée  qui  a jlonné  nais- 
sance é la  doctrine  dgS  ImUvîsihlcx  de  C/ip«l/rrJ  (iH3.5),  dis-  Micrndcl 
.d’autres  géomètres  initiateurs,  auxquels  il” ne  fabt  pas  trop  reproeberv 
certaines  absurdités  rpii  ne  sont  que  (les  vices  de  tangag».  ’ ' , 

...^'L'exponentielle,  c'  jwuvanVainsi'  être, représentée  en  général-  par  l’ex-'. 

• * ’•  l/l  • * ' ’ - • • . • 


pression  é^",  cela  fait  retoftilîor  directement  .sqp.lès  solutions  précédentes 
|ipur  eXpr'ttncr  les' valeurs -nlimériques  drveràes  de seulement, _ ici,  le 
’ ijOmbcé  P éWnt  intnii,  .ses  racines  et  les»  onbamées  eorroilporidantes  à-  .r 


sont  Cn  réalité  inassigiumies,'à  VexcepUèn'dê  eellcs’qui  ré]iundcpl  à /)  = <>,  . 

■' -/y  = «,..p|cswà-dire  aux  valonb-s  - ' ■ • 

* - • - . -.  • ■ 

■ ’ . ' 1 , ' JIL- 


I 


Or  eëla  assignerait  directement  à rexponciüierio.r  — c'  en,  ce  qui  revient 
■■-au  même,  à la.logarilltmique  .t  = log_c,  uné  infinité  de  brandies  imagi-  ." 
naires  ronjugiH.M'4  à,im  compte  de  brancfips  réelles  o|>posécs,  as)inp(ote$ 
par  rapport  à l’axe  <l(>s.j-,  et  eoo.slituant'à  l’rnlinîj  du  rôté  négatif  de  (Vt 
axe,  un  point  de  rebrmisseinéiit -duquel  il  si'rvirait  de  bmgentej  ce  cpii'*,' 

. ■ rétablit  Jâ  êbiilinuité;dans  rélemiiiê  entièré' do  la  courlie,  •'  - 

'Ce.sraisonnenflmLs,  tout  au  moins  spécieux,  supposant  que  l'unité  de  rm;-  ^ 

• sure  do'X  ^oil  un'nombrc  itb.solu  ou  >((.n  rct,  ainsi  que  la’coii»lanle"(’  éll’or- 
doiinfe  .V, -cela  éU!  h K»  ciinséquoni-jiî  yiiit  (-a rncténv géométrique  relative^  . 
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. ■'  ■ . mo/it  A'ki  ox|)or\«nlif'It<“^  «'I  )o,::anUifitu|iiws.  En  ouinv  ' • 

‘ ’ * li;  ïTmhIp'Uo  <l«‘UU'n"lf«tion'i  cr-dc.'i^iis  pniii'  éliiblir  rti»  iV'flOa-*’  ' 

• tum  J .1  >it  f''  ne  Miurajl  pli'WiCinenVJalii-r.iirc  l'rspii^  sous  lu  roppurt  cki 
■ ■ ./ <ua'i,i4ûoüft  biiiÛii'Hialiiiue,  i|Uljif)f)io  notre"  séVcie  l»ij;rati"(!  [IjTdiix  ««/• 

.*  If  j itlçvt  rti  s /iinrtiimw  a'  <!iiitioD.  1 8oG  ),  (Lots  Son  (;.\posé  a1;;êbii(|iib  jles 
lonarillimes  «te.-*  n’otnlfjfB_^  l('s  eorsiften'.i'i).  35)  cümnie<liirival'it.  de  1;|  nt-l  .■ 
ili/i'  ittjînilihiii-^c  ces  jirimln-eSi  et  evmirnrt'antv  par  l;V  nièpie,  \iSic  inj!r. 

. m/r  f/e  iOi4-orc;  w/cZ/no  z7i^<r//rïi7r«-.ï  réellerici'ii  iiOaf!i>îairt*s.;  • • •. . 

iivîn' p.ulerav  pîjs  Ue"s  autres  tentatdxis  i(ue  j'aWaik'S  Srant  ou  deiniis  ’■ 

• ' l'4$]i6»)U(j»U*  i8t8,"'|)onl‘-jnstiftttr  lii  con'tinujl^  de  li{,'ln;rftrijllraUpiü,  sfijl  en  ' 

, 'reoourant  aii  pysteiire  awylytuim*  de  [irràeclion^iie.la'eourbf  a JipineV'  ‘ 
imn|ue’,  ptoieftien'jlanj, laquelle,  selon  Vâneii’nnO.hypttlIiesP. -k's  points  à • 

; • I l’hilnii  seraient  *roiirt^4‘nl/si'.lt(irMt*s  fKtints'il’nrnU  Jirtiu/ii'e],  Faeair;). 

' . (lenient  iiuülixjinpit*  t'éncôre  nüiihs  yarlCTiir-je  ■d’essarÿil'ufrnctjldiiX'de  dé-  ‘ • 

* •' inon.slrîttionk  aliféilriqiju*  cHi"  tiTjoiiojnéli  iquej^f.ftrtid^sVsuiMles  liévclop-  ' 

. |‘eineiil»  eii.s'érie  df.iiu-c,  ed.s.»-.  etè!,‘dénHmslni(Tons  idiulo'^ups  à cellds 
, ..  qaij 'ônUift'  <l»»imt'‘es  par  J.e^'tNlre'el  dims'U  iqgeltcs  l'ii-sage  du  biadiiiodo' 

>;■'  Ne\»Jcin,vl''ul-aiMii'pius  iiMli«iifjisaWe,  peul  tftilqriscrliintroductioii  del’am- 
*.  l>i^uïj<^  r!r;  liar  ces  diversi'.-  lvntali vus  îd^«H)ri((ues,  quoiipio  rulionn«IK« 

"■  . Vt  éttflilieî^  (,!aiis..riiypotliés«)  de' Jit- proj;r(»>sH»ii '(ascendante  ou  dosettn*  " 

' 'Ipnte)  des  diüinlireat.  <liscrels  san8‘ siçru-S  de  ptsilion,  ne  m’ont  conduit 

• il  Huoiiie  cuiuiéyueiioe,drsiincte  ilp  cMIés  qui  se  .cimc.luent  du  iikhIü  ana- 


• • «TaiiUie /ela  ><“  (aifeli  tidomélrre  i lit' tailiier/ U.  h(Mi  ol  niiv.i.,  , . • • 

. .•  .Ci*ci-cohiliiitvit-  iaii'viuddvaiija’if-ù  jdf>i<le£  pvutic  les  tiommes,  daty?  ]’ér  ' . 

. ■ .olielje  réuj'iprjde.'TMie  mirié  êsaleau-nl  al)ct;téi;  du  signe  de  positifln  7-  ; d«  * ■ 
' . sorte  (juA'oe.jsiint  de  v-tb'  j.'éwin’''i<'i'f«t<e,  en  .supfK'sihl  <iiie._T  -*1  .i-  -rutwni'  ' ij 
^ ■'  de  v6rilalde.s1ütigitcin's  i-HpiafSleo^  à.leur ’iinité  de  UK'sute  p’rejjto’ /;'posi'- 

^ ■ ttvo.nn  nétalied. seloii  la  n’'jîihn  c«'i  ôn  la  è/iiwiilére.^  ori  rJetTÜl  ?ciilpjacer  ' ' 

• > l’iMpàdlit'U  drdimui'c^r— pHreeltiî.atqit:  •.•■’l’*'  . •’ 


4 q«'  si'pffje  cjeji  (l’îdisnrd(‘*i|oami  on  s«p|iose  à la  (ois  .ç^eJ  i n/Si8tit<.'  et 
(.(•(hiqs'rtp  ainsi  nppUcilermait  te  dotiblo  .Sigilr  rio-.t  et  le  îdgne  Irtiijours  • 

■ ' ■ "poSild  pi  niuiiéi^qiie  de -J- P ■■  ''  ' 
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CfllaMilant  (l’ailleurs  admis. | ül  ifui'I  que-snil  le  pHcli-oo  d'iiK 

_ lÉrpr(;ta<i(>n  rni'on  ad(»|ite,  il  rc'siiTa  toujours  à rèsoudrfc  les  (lUliniÜé.s  ■ V' 

.•  rntu'rook'.s  aux  videurs .rrnctidnilaîrw  tlo  - et  ;iitx  ,lii/jh(>s  roiiM'ôiu'nres 

^ i|Xn  eu  derlvwu,  pour  ki'trac^ jirlr  pointe  de  iJi  l(t-jarillm'u(piê,  dès.quH  Ion  .,• 
'admel'ik'  Itdft's  valetirs  et ■ les  Jon^f jours  nkdlos'op  mia.aimriitis (5otros|oiv-'  *• 
jfantes  rtc  l orîiomi/'o  .t  tie.  la  c«io  rii'>_/»r  nes-dilCruhi^  tli,qairaisseul, 
«■otliiiw  (Hi  I a vu,  dans  I lfy(Hrtlfès(!  dela  l'oitiiiuHK'  rf,(Hine  s<s:omle  tiran- 

elu'  reeUCj  .nicfordéc  J J'infmi  aVec  li  luyiiitere,  rii(-r.or.lemeiil  Inipo^iblç  . ' 
d;m.s  ksras  (IkiricTiRindic  üiii.jué;  lôtunè  quand  dn  y ailjoiôi  téuus“.-ôs  • 
iiranrl)(sSiuiujiiunie.s  <m  numhrc  iijtiiii.  ' 

Vesidl  (làs  rpp-èllaMo  lEtiilIeurs  que  nos-sayants  itlvéûjsfdÿ'.'oddqjif  n*  ■ . I 

tme  espiw  .(lu  Inssitucio  CL  (I  «ntrruneiuiinV' sritMitlIwpio»,  alqu^'A  faido  . !•' 

(1-iilie  f-rmvéttli(in  -f;truûrnl(;  çt  l;niitc,  alninitepuéMàn  laiHijyiemi  nt  >n's)im'-  ' 

, tiique  (Irt  parionw  (jnosHuus'-steis.He4uéi(’iUe  « (|u'd»lsi  mii.tviuifuau  ' 

•»  lini.  ct.qu’fl  hsl  dnïicilj*  flansolh-têlk^s  .ciruonstimCiv  du  KosliiT  la -ini  ■ • 
(le  cominuitt-^  »'.{l.\.,ftoix,yV(/r((/  dï^jt;rfntk:l  fi  'int,'^i{j,  in-4  '.  .1;  1 , •••• 

a-  p.  i35.).  l.auroix,-riuiÜ.Hkjiaikien  énidil  ef  pbilosfrpliu,' h tort  d’avsniïur  ' 
que  I.a  di.scussion  rulHii\(*'anv  io;<arilkmus  ncsjuifs  est,  p.tr uHe-inùilu'.  sjuis'  ■ . 
..Iraporlancè ; car  les  diilirulK's  qui  ^vteuncyit  0^  dian“i;m.urt  dc-si.sde -(Je  ' 
j^ferlaines- fouclions  :al}<ùlrriqu(\s,  sp  ceproduisi*id  }>Vii^qitc<  à ejiaque  pas,  • ' 
dans  lès  applications  du  l akpl  aux  .ïjuadraïutes,  .yu  inléi.^alus  tkdi-' 
nies,  ete.î'lès  valeiir.s-jkrltijWtiûli'swus  le  sik'ne  / étant  ?us.’u«plil,lrs  de  '•  ' 
pa.sser  par  Vinlini,  ciî  çiian.eeaiil  ou  non- de  si-tie  nlKékri(pit‘,,-U.lit  cunnp»  ■ , 

n:iui  arrive  (k<  passer  |iar>er(%d,in8^f(js\W(liliurte  «italdqiius.,.i:‘^^  en- 

(^ul,  ce  dont  dji  |s  ut  se  éon^aHim!..niéjTic  sur.lys  vxi;iiipl(is  ryiparius  ’ 

^ par  notre .ancieif  »\l  .vVuu-ralile  ppiilÈsâinirj-j'n.uiii  ànOc  endroit  de  soit  pré^ 
cicuv,  çrpraixl,.(>iivrft!ro:(  f.  J.  p.  çâii  ef  sQiv.  ),  oo,'  ,ifH;ulapt''en  pré-sence  ■ . . 

-de  relîusdilllrulk^  au'liéii'dd  t'jujrflierit  fiis  résoq.rti'i'.',  il  aluulür,  tle  aiieére. 

Ii|.«se  .sans  dôutu  Ml,  p.  Kii  . qw^/sc  ranswT  a.l:dpii)w,h.d'Eulur  . 

- sur  k'.s-lujïariUuné.s:  dr;s •quantités  iuvnitlvi.\s^  cohtrb  Je.în  lk>rjK)iitlk’.qûi  ' 

étoio  pçuitaul .aussi-un  y, ipipjnétrtr  aVébrisie,  ot  ■alluiBupi'  I cMmiple  ' 

rte,  la  quailr/'ilrù  U des  é.spaCi'p  rtsÿnqitoii.qut's  «k- rtij  )i«r}Hile  .équikitèrx-,  . 
d(Kd,-.Maut1ritti  le'tTinarquér,  l'éqh-a<>on  iil;;él)riqHH  (ry-^s  a\.es\.  Tépila-:-  l', 
.blemeni 'tiomiMnè  rim.s  h;  .«eus'précédommPiUdnüiqué.  ■ ;;  ' 

•.•Or  celle  conf'ttyy.n- W-rt'aupini  plus  surprendutit  qiic-ùnTofx.'nV'con-'  ' 
fesfC  pas,  au  fon'd-'^  ■rt'nrle..mahiéri<.ulj.so|uu;  la  foMimulé  d(v(ii  voiirV 
e.\'ppn.untipBnrt:l1iisyi-l(ji*-ilo  cmifsatife .'mixte  .«jj’ntk  dus -orflpmiées  et-de.s-'’  . 
■éléincttisM-alrés,  çdpipcts  oritrellrfliiq  jmsivjr.et  Kinfini  rnS-aliTypie  iivAnè'  ' 
il_^ti(nq)(.'drHip,  à pkdpos  /le  c/Hte  épijM'«se*di.sfus.'U)u,’^H'’d  pourrait  bien  v • 
avoir. tk’u  do 't•«npi^iéreroteHj  d/Y7rr.^■.uk^V;/■>■c»  nàtMrr'/k'i-'(/\(  nriiniifr.t. 

/c.r.  lu/s  ./rt  ifè’^((fij's.  Mais  Iqic.rotx'  ne  nUlk'rnenl  à'  r , 

CPlie  i(]i:^,  et-llnit  jijir  .^e  Kinqer,  non  teutùlois  .4ms  quek|ui>  Jn'sdlatn)n,,';i 
l'opteion  ;lo  L£)lüiitz  ei  'd  itider  rontre'Jeaq'lteruiivlli,ef  d’Ak*mberlj;sùnâ  . ' 
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If*  |>r(H€xXc  que  la  lliéerie  iil.aéljriqûe  d'Euleriivail  ilojiuis  longlenqjs  reçu 
y insrnlinirnt  lirs  luiiitvstrs  /è.v  pUi.i  /lUitn^iit'n,  nonohsliint  k^s  objections 
■hooleNAos  (iè  pari  et  rl’aulre/ rnàis  non  enlieirment  résolues;  ce  qui  kv 
)>oUe  à concliire . • , . • ■ • • • i • . 

» Qué  la  nrartlie  (lu  calcul jie  lui  perniéi.  pas  toujours  dVlvpcimer  loutre 
» les  eirconslances  qui  Se  rencôirtrent  dans  les  construéiiniis  géoiué- 
n*tri(|ues. . . ; a>  calcul,  ttjüutc-l-il,  redcveiianl  eonfoBine  au  cours  dés 
)i  ligues  lorsque  ce  7«/ ïfc/tf'ô  V'/r<y//«  CFI  est  é<‘arté. . . 

. Tmit(Ti|is.  k*s  hésitaliéns  et  le  jiigisuout  déiruitif  dp  baeVoix,  qui  ont  dû 
se  propager  dans  -les  Ecoles,  Sont;  mal  fondés  en  principe,  et  tienttent, 
jeserai  lo'dire.  utiiquenient  à des  difFicultéa  relatlves.jus  iigne-s  di-  j/nû-, 

' /^)/F^lple  j'axTtiS,, comme  le  proteve  le  contenu  du  Hl' Cahier' de  ce  vuJuiue,  ' 
'cberciié  à résoudre  selon' mre  faibk'S  moyens,  cl  en 'm’efforçant  d'é- 
rlairer  la  théorie  dans,  ses  ajiplicirtions  Ips  plus  simples  à des  questions  de-  * 
Çéouiqtrie  élémentaire. 

. Pfeur  s çû  convaincre,  il  suffit  de,  Se  repovier  a robjccUon  sj«ô«ÿèsé  et 
.■•tout  algéhriqne  de  l'eiidniil  déjà  cité,  de  l'ouvrage  de  LafWj'ix  (t.^ 

. p.  iGi,  n''  405),  Qù  CO  colelire  profes-u'ur  [mim*  et  discute  Wiirfmnle^ 
quadraturu  des  liv|  erbokis  de  divers  degrés  |iîois  ou  Impairs,  rafrésm 
lées  par  l’équalitJJL  <•  \ \ 

’ 

et  dont  Tes  aires,  'à  paélir  de  .r,i=.o,-  ont  pouf  expression  comimuie.  ' • . 

car  les  objccfions-seulevé.cs.par  le  même  savant-  sOniqdulél  algcbriqtu's 
que  jKoin^nqùes,  et  ne  lUmnent,  pas  im  cqmpte,  suffisant  de' là  loi  reJar' 
tiv0‘8ux  sigoes.-de  position,  qui  s'acrorde  |iarfaLt,eménL  avec  les  règles 
''ortlinaifea  de  l'intégral ioii.  pliant  à l'qbjBcjion  rejalivo  au.  ciiâqiarlieulier 
de  n = i,  où-la  CAmrbe'.se  réduit  à l'by|>crt)vle  équjl.ilère  dù  second  degré 
entre  des,  ii\e»  rectangulaires  asymptoles,  cet  le  objection  fondée' sut  ce.  ' 
que  là  funeluin  ci.des.su8,  qui  ■représente  oli  . général  les  aires  byperlio* 
liqiiPS,  n'est  point  de  ‘la  mèmn  forme  que  la  foiicl-ioiç  logti~-+-  x)  rejiré- 
sentative  dp-ceUe  hyperbblo  p'our  laquelle  a tx  i , celU*  objection  n'est  d.aii- 
cuBo'  valpiir;  Car,  «m  développant  'en  série  ritilégrale  gçnérale  ri-dessiçs, 
.d’après,  la  formule  dvi  binôme,  puis  faréa.nt  n dans  le  résultat,  cette  ‘ 
intégrale  cesse  d'èlrc'indétorinfnée,  et  l’on-ol>tient  pour  J'ospa-e.sSion  de 
l'aire  hyqierboliqiic  cérreopondanle  la  série  indédiiio  ' c ' - 

' ‘ ■ ■ • . ' '-r*  'i'.  ■ . ’ ' ' . • d 
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convergenlo  iwur  x < i,  et  qui  représenté  précisément  la  valeur  réelle 
et  positiw  de  log{r4-a-).  • ' 

D’ailleurs  Lacroix,  qui  redoute  de  se  prononcer  pour  tous  les  cas  où 
les  fonctions  acquièrent  explicitement  des  valeurs  infinies,  ne  prend  pas 
garde  que,  dans  ses  calculs  anelj’tiques,  en  passant  brusquement  d'une 
valeur  positive  à une  valeur  négative  do  x,  il  franchit  implicitement  et 
sans  hésitation  les  intervalles  où  les  coordonnées  x et  y,  les  éléments 
d’-aires  asymptotiques  rdx,  ainsi  que  les  coefficients  différentiels  réci- 
proques qui  mesurent  les  inclinaisons  des  tangentes  do  la  courbe 

par’  ra^jport  aqx  axes  coordonnés,  deviennent  eux-mémes  nuis 'ou  inihis 
pouricertaines  valeurs  de  l’abscisse  x.  • 

Que  conclure  de  tout  ceci?  C'est  que  le  calcul  'algébrique,  en  ce  qui 
concerne  la  discussion  de  certaines  propriétés  dos  lignes  courbes,  rela- 
tives aux  aires  ou  quadratures,  etc.,  n’a  poiijt  encore,  malgré  les  travaux 
des  plus  grands  géomètres  algébristes,  acquis  le  degré  de  clarté  et  de  rec- 
titude désirable  pour  les  a|iplications  aux  sciences  qui  reposent  sur  la 
Géométrie:  fàit  généralement  reconnu  par  les  esprits  élevés  et  sérieux. 
Tout  en  applaudissant  donc  aux  efforts  multipKés  et  souvent  heureux  des 
.modernes,  relativement  à la  Üiéorio  des  nombres,  à la  Tésolutien  des 
équations  numériques,  aux  règles  du  calcul  et  du  itéveloppcmcnt  en  séries 
des  fonctions  de  quantités  réelles,  imaginaires,  etc.,  je  ne  puis  néanmoins 
m’empècHer  tle  remarquer  que  ces  diverses  théories  ou  méthodes,  demeu- 
rées si  imparfaites  entre  les  mains  de  nos  prédécesseurs,  laissent  encore 
beaucoup  à désirer  du  côté  de  la  rigueur,-  de  la  généralité  et,  par 
suite,  de  la  clarté.  , 

D’accord  avec  Lacroix  (Cnlcttl  différentiel  et  intégral,  t.  IL  p.  16a), 
que  « rien  n’est  plus  facile  que  d’abuser  do  la  métaphysique  en  mathé- 
» matiques  ('),  et  de  perdre  ainsi  en  vaines  subtilités  un  temps  et  des 
« moyens  qu’on  peut  employer  à perfectionner,  les  méthodes  et  à aug- 
■»  menter  l’édilice  analytique,  » je  ne  puis  cependant  approuver  éntière- 
meht,  si  ce  n’est  comme  simple  exercice  et  en  dehors  des  classes,  cette 
profusion  souvent  stérile  el  nuisible  air  succès  de  la  partie  intellectuelle 


(*)*  Je  ne  crois  pAs  me  tromper  en  supposent  que  fjoeroix  svaH^iM  en  vue 
quelques-uns  dos  successeurs  do  d’Alembert,  (^rnol  même,  ynais  surtout* 
Wronski  et  son  précurseur  Siiremain-Misseri,  qui,  dans  sa  Théorie  purement 
aigéhrique  des  quantités  imaffinaires  (ajn  1801;,  fondée  en  partie  sur  le 
calcul  dqiilcux  des  radicaux  ot  des  séries,  çomhat  la  démonstration  géométrique 
de  Jean  ^rnoulli,  sans  la  comprendre,  sans  tenir  compte  des  sifines  de  posi- 
tion, c’ést-à-dirc  par  des  raisonnements  inexacts  el  confus,  en  un  mot,  sans 
prendre  garde  que,  pour.  convaincrc'lVsprit  des  homm^'s  en  général,  el  à fortiori 
celni  des  géomètres,  il  RiuC  des  sfUrmations  logicpies,  et  non  hesitnttous 
ou  des  doutes.  * , 
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des  éludes,  do  théorèmes  ou  de  problèmes,  où  parfois  on  se  sert  de  con- 
sidérations inutilement  transcendantes  pour  arriver  à ce  qui,  en  soi,  est 
simple  et  élémentaire;  mais  c'est  un  point  sur  lequel  j'ai  suffisamment 
insisté  ailleurs. 

Quoi  qu'il  en  puisse  être  de  l'opinion  de  Lacroix,  il  n'en  est  pas  moins  * 
fâcheux  que  U;8  géomètres  algébristes  les  plus  distingués  de  notre  époque, 
dédaigneux  d'approfondir  et  de  dis.siper  par  eux-mémes  les  doùtes  qui 
retardent  encore  les  progrès  de  la  science,  en  abandonnent  la  lèche  déli- 
cate aux  esprits  qu'ils  nomment  secondaires  ; à peu  près  comme  s'il  s'a- 
gissait du  mouvement  perpétuel;  de  la  trisection  de  l'angle  ou  de  la  qua- 
drature du  cercle,  lesriuels,  en.  fin  de  compte,  consistent  en  de  simples 
préjugés  ou  malentendus  émanant  d'individus  imparfaitement  insl^its,  et 
qui,  apercevant  dans  la  nature  et  même  en  Géométrie  des  phénomènes  de 
mouvement  et  d’existence  physique  incontestables;  ne  saisissent  pas  bien 
la  différence  qui  existe  entre  la  réalité  indiscutable' de  ces  phénomènes, 
dont  ils  ont  la  vive  intuition,  et  les  résultats  du  calcul  et  des  théories  des 
mathématiciens  dont  les  reclrictions,  les  dénégations  tiennent  à une  autre 
manière  d'envisager  les  etmsos  au  point  de  vue  des  principes  ou  de  l'ap- 
préciation numérique  des  grandeurs. 

Pour  eux,  par  exemple,  rexistcnce  comme  longueur  absolue  de  la  dia- 
gonale du  carré,  de  la  circonféreneo  du  cercle,  de  la  tierce  partie  d’un 
arc  ou  d’un  angle,  etc.,  est  absolument  hors  de  doute,  et  toute  idée  d’ap- 
proximation-finie  ou  môme  indéfinie  leur  répugne  fondèranient  ; ce  qui 
est  aussi  le  fait,  môme  des  mathématiciens,  à rencontre  des  incommen- 
surables y/â,  e = 1,71828. . qui  n’existent  pas  comme  nombres  absolus 
ou  discrets,  mais  simplcnlcnt  comme  limites  et  symboles  d’intuition,  dont 
on  peut  approcher  à volonté  et  numériquement,  de  manière  à satisfaire  à 
tous  les  besoins  des  sciences  et  des  arts.  • 

En  réalité,  Lacroix,  esprit  éminemment  juste  et  éclairé,  aurait  dù,  moins 
que  tout  autre  pciit  ètre,  blâmer  les  elfurts  qui  restent  à faire  pour  éluci- 
der certains  points  de  doctrine,  résoudre  certaines  difficultés  qui. obscur- 
cissent encore  le  ‘domaine  de  la  philosophie  dans  quelques  branclies  des 
mathématiques,  dont  elles  limitent  par  là  même  le  sens  et  réiendue,  en 
s’opposant  à l’édification,  au  progrès  ultérieur  des  sr-ionccs  en  général. 

Tel  est  notamment  ce  qui  tient,  non  pas  à b métaphysique  vagiie^  téné- 
breuse et  alambiquée  des  rhéteurs  de  profession,  qui  traitent  de  l'infini 
en  dehors  dp  la  Géométrie,  mais  bien  à l'interprétation  et  à l’usage  des 
infiniment  grands,  dos  infiniment  petits  relatifs  ou  subordonnés,  dont,  tout 
le  monde  lo  sent,  la  hiérarchie,  absolument  analogue  quoique  inverse  à 
celle  des  différentielles  de  divers  ordres,  demanderait  à être  expoàée 
d’une  manière  spécblc  cl  approfondie,  mais  qu’il  ne  faut  pas  confondre 
avec  les  limites  lebselues  de  toute  grandeur,  représentées  par,  les  sym- 
boles o et  00  . En  un  mot,  je  ne  crains  nullement  d’insister,  il  n’y  a rien 
d’absûrde  à se  préoccuper  de  la  manière  dont,  en  Analyse  algébrique,  on 
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peut  sans  ollbrls  pénibles,  sans-ces  détours,  res  procédés  multiples  et 
incohérents  aujourd'hui  en  usage,  franchir  les  mêmes  intervalles  qui,  en 
Géoinélrie,  (•orrespohttetil  à la  coïncidence  dcceriaiiis  points,  nu  |>arallé- 
lisme  et  à la  perpendicularité  de  certaines  lignes  droites  ou  courbes,  etc.  ; 
vi*  qui,,exigeaüt  qu’on  s'appuie  franchément,  explicilemenl  sur  le  principe 
lie  continuité  et  la  loi  des  signes  de  position,  nécxissite  une  longue  étude  et 
(les  excrcicp.s  préolaldes  relatifs  à leur  application  à des  questions  variées. 
En  effet.  le.s  ditlicultés  relatives  à rinterprétatimi  des  forniuli's  et  dw  équa- 
tions algébrique.s  sont  tout  à fait  dû  même  onlre  que  celles  qu’on  ren- 
contre. dans  la  discussion  di*s  lieux  géométriques,  dont,  contre  la  propre 
opinion  de  I.a/frangp, ■ on  a tort  dé  les  isoler,  sinon  jiar  le  fait,  dû  moins 
en  appart'iice  et  ostensililenlent.  .tiusi,  de  toutes  les  maniénn»,  on  est 
portduit  an.x  raérlies  conclusions  relativement  aux  rapports  et  à la  corres- 
[londance  intmie  cpii  e.xisleni  entre  les  vérités,  les  déiiuctiuns  de  l'.Vnalyse 
algéhriqne  et  leS  faits,  les  conséquences  de  la  (it*oniütric. 

o.xempltfs  rt‘U(ii»  a l.i  prifUMnliic  «Usconlimiilc 
cuiifU's  h»{piritlnnujiies,  qui  v'u*(iuc'nl  dt»  nous  occujirr,  ot  d<» 

fitutoà  U*«  riKiH>t‘h  qui  t‘ii  doi  ivé*i\f,  on  <mi  tM^uconp  d’nutros 

qui  n’out  ['wh  U im'»nn*  çaisuii  'r«Hre»  i-t  provifinnnit  toiiios  «le  In  manière  im* 
{Kirl'aitp  tloMt  on  diftciil**  t^ualioria  roHriM-s  nlfrobriques  ou  Iranticcn- 
dantoü.  Âiii»*i,  entre  autres,  t>n  du*  «omine  Exemple  d«‘  üit^onlinuité  In  rourlte 
lepreMmU-^*  pnr  IVqualion  Iraiisceudante  irôs-siinpU*,  . * , 


^ = J arr  ^taiij{  — 


qui  aurait  à l’origine  un  imint  de  rehrouAsemçnt  anguleux;  mais  ce  point  sc 
ohAn'go  en  un  point  double  ordinaire  à deux  liranches  conUniios,  quand  on 
suit  iitlentivemerit  Ib  mouvement  du  point'  générateur  et  des  signes  dans  les 
sens  apposes,  progressif  et  rétr?>grade,  de  l’arc  qud  détermine  la  tangente»  ici 
mal  à propos  censoc  donnée  à pripri.  ' ^ 

Toutes  ces  équations  et  une  infinité  courbes  à prétendus  points 

d’arrêt,  sont  non  moins  faciles  :i  interpréter,  et  il  serait  bien'inutile  de  s’y  ar- 
rêter. Mais  il  y aurait  au  contraire  un  bien  grand  intérêt  à discuter  oelles  de 
beaucoup' d’autres  courbes  meenniquos  encobe  inconnues,  et  qu’on  peut  con- 
cevoir engendrées  d’une  manière  'continue  par  l’chvcloppement,  le  développe- 
ment, le  roulement  ou  le  déroulement  de  figures  elIcs-mèmes  continues  dans 
un  plan  ou*dnns  l’espace;  cc  qui  conduit  à des  résultats  l;>l7.arrés,  inattendus 
et  dinicilement  atteints  ou  expliqués  par  l’Analyse  algébrique. 

On  eonsiiîteru  utilement  à ce  sujet  un ‘intéressant  Mémoire  de  feu  Coriolis, 
inséré  h la  p.  j dti  t.  1'^  du  Journal  Mathématique  de  M.  Liouville,  et  où  se 
trouve  aussi  indiqué  le  moyen  de  décrire  sur  un  cylindre  ou  d’autres  appareils, 
et  par  des  procèdes  purement  mécaniques,  |es  eourlies  que  représentent  en 
""général  les  équations  dlffcronticlles 

’dr  ,,  , • 'l-r  r K n , 

,7;=.»/W  O"  ■ 

OÙ  les  fonctions  indiquéeX  par  les  lettres  y*  et  y sont  essentiellement  continues 
par  Kypothêse.  ' 

3,.  . ■ 
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On  pourrait  encore  citer  comme  ciempica  de  discontinuité  au  moins  apfM'  . * 

rente,  les  portions  de  lignes  qa’on  obUent  dans  certaina^  cas  par  la-  projec- 
tion,  sur  un  plan  ou  un  axe  flxe,  d’une  ctnuho  rerfteante  et'  continue  dans 
l’eapffce  ou  §iir  un  plan;  car  il  on  rc'sullc  des  points  d’arrêt  extérieurs,  et  c’est 
'ce  qui  a lieu  en  particulier  pour  la, projection  d^  IVilipse  ou  du  cercle  sur 
une  droite  fixe;  projection  dans  laquelle  Je  mouvement  orbitaire  continu  du 
point  (jénérAteur  sur  la  courbe,  sc  change  en  tm  mouvement  oscillatoire  (do  va> 
ct-vient)  analogue  à ccUli  du  pendule  ordinaire  où  le  mouvement  s’éteint  et 
reprend  aux  points  d'arrèl  mémos,  en  sens  contraires,  tbujour^  par  degrés  in- 
sensibles, c'est-.à-dirc  continu».  Or,  oii  arrive  à des  résultats  plus  oh  .moins 
analogues  dan^  des  circonstances  où  le  mouvement  sfopéré  sur  d'autres  courbes  ‘ 
que  le  éercTe  et  rdlipse,  par  exemple  sur  l'hyperbole,  et  il  faut  se  gardée  do 
confondre  ce  genre  de  points  d’arrôt,  qui  tiennent  à dos  questions  dé  cinéma- 
tique, dépendantes  d’une  magiére  tout  au  moins  implicite  du  temps,  avi‘c  ceux 
que  Vôn  prétend  exister  dans  certaines  coUrbes  algebriqm^,  représentées  par 
des  équations  belles  que  ^ ^ y'  i .r*| . • . , plutét  arithmétiques  que 

géométriqm^,  et  qui  n’çnt  pu  naître  que  dons. des  esprits  caloulateurs  préve- 
nus contre  toute  adipission  du  princi|K>  de  conlinuite,  même  dans  l’Analyso 
des  coordonnéi^  linéaires  de  Desourtes,  que  l’ôn  parait  méconnaître  ou  oublier 
en  eda,  car  elle  ne  saurait  offrir  de  tiJles  contradictions  et  absurdités. 

D’autre  part,  nous  avons,  à diverses  reprises,  montré  par  des  (Txeniples  sim- 
ples et  élémentaires,  notammcQt  celui  qui.concOrne  le  milieu  des  cordes  du* 
cercle,  issues  dSin  point  -iloiine,  que,  à l’inverse,  I»  génération  des  lignes,  et 
partant  ces  lignes  elles-métnes,  pouvaient ’|iaraitrc  discontinues  au  point  de 
vue  du  tracé  géométrique,'  quoiqu’il  en  soit  autrement  datls  le  fond  et  lorsqu’on 
s'élève  à des  conceptions,  à des  définitions  plus  generales.  Toute  la  question 
est  évidemment  que  la  portion  ou  reutiicAi  des  courbe»  considérées  soient  in- 
dividiiellcment^  continues,  et  susceplihles  d’étre  indefininient  prolongées  par 
des  système^  de  constructions  ou  d'eqnatiops  aiialytiqhes,  cHesTmèmes  soumises 
â'ia  loi  dçs  sjgnos  du  position  et  «le  continuilé;  ce  qui  condint.  nù’turtdlemént 
à admettre  que  l’intersection  tnutuelle  de  telles  lignes  et  des  surfaces.  q\ii  en 
dérivent  Soient,  à leur  togr,  continues  dans  le  sens  le  plus  general,  qui  ne 
comporte  aucune  restriction  à l’égard  des  grandeur»  positives  ou  négatives,  ima- 
ginaires, nutles  ou  infinies. 

Dans  les  Cahiers  III  et  IV  q\ii  concernent  spécialement  la  loi  des  signes  de 
position  et  le  principe  de  continuité,  pressa;  par  le  temps  ét  les  devoirs  du  ser- 
vice, je  n'ai  pus  siiflisjimmont  insiste  sur  quelques  dediictions  vssc‘nfielies  do  ce 
principe,  entre  autres  sur  la  facilité  avec  laquelle  il  peut  servir  à démontrer 
des  vérités,  des  principeii  même  doql  ja<  decouverte  a exige travaux  les  plus 
\appcofoodis  des  geùmétres  algcbrisles.  Ainsi,  de  ce  que  toute  courbe  continue  . 
possède  en  général,  on  cbucun  des  points  de  son  >>uurs  iirdcfîni,  une  droite 
tangente,  une  circonférence  de  ceyele  et  des  Coniques  osciilatriées  d'un  ordi*c 
aupérieur  au  deuxième,  on  en  conclut  immédiatement  çt  rigoureusement,  si 
Ton  considéré  d'une  part  le  syxlémc  des  tranSvemales  ou  sécantes  extérieures 
ki  la  courbe  et  parallclos  à -su  tangente  au  point  examiile,  d'une  autrp  la 
conique  supplémentairé  do  l’une  quelconque  des  osculatrices  construites  eu 
ac  point  ^ous  les  mémos  diamètres  conjugues:  que  les  •intersectians  ima-, 

ginaires  des  transversales  parallèles  dont  il  s’agit  sont  précisément  de  ta 
nature  dos  intorsecliona  pareilles  du  système  simple  de  la  secante  ideale  du 
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oeh:le;  que  po»  ( ti^n»  «ont  rêpr^ntaNes  par  le*f  niéniea  8>tnbo!ea 

ajgébriques,  et.yfcnWmc/i/  par  lea  inleraoctioua  réelle»  de  l’h^j^rtwie  aupplp- 
méntaire'ctrrtypondantv  qui  no  construisent  ou  ne  detormiirent  nulloment 
( llî?  Cahier,  p.  196,  ^o*i,  33.},  3'jo  et  ftiiiv.)  lèi  exproftsions  imaginaire» 
^-4-fV**'*»  P — ÎV  “*.»  romme  on  a prétendu  mo  le  fairp  dire;  3®  enfin,  que, 
ai  l'on  .eqniHdère  le  sysu'^nio  entier  de»  ititersectiona  de  Vune  quelconque  de» 
Irariavcrialés  parallèli^.avec  la  cmirbc  proposée,  Il  est  pergiis  de  conclure  qu9 
t'eue!»  de  ce»*  iiitëraectîoirs  qni,  opn'^s  s'étre  réunies  qraf  roupie^  cessent  d'être 
pofsihlea  géométriquement,  sont  comme  le»  racines  imaginaires  mêmes  dd 
equvtiom  algepriquips  ou  transcendantes,  constaminont  coojtigHct¥»  entre  elles, 
ou  aocoiiplct*»  deux  j^r  deux,  qtudU*  que  soit  la  nature  continue  de  1« -courbe 
et  de  l'-équatioii.  qui  la  représente.  • . 

De  là  d'ailleiu's,  en  sVlovant  à la  considération  d<«.réncontres  mutuelles  des 
ligues  ou  dei»  surfact's  continnes,  cm  arrive,  so^is  trop  do  difiicultess  à la  défi- 
nition des  plans  et  ^urfuccs^e  miction  idcaie  commirnc  au  sysU'me  des  lignes 
et  Surfaces  considtirèes,  à peu  prt*s  comme  On  l'a  montre  dtini  le  V*  ôhier,  à 
l’égard  de  deux  coniqucs’.quelroriqiics.  situées  en  iln  im^mc  plan. 

.Si,  à t*es  considérations  générale^,  et  h celles  qui  terminent  Le  IVf  Cahier  de 
te  volume,  relativement  au  nombre  des  intersections  céelb^,  Imaginaires,  été., 
d'une  couH>o  ou  surfaco  ctmtinue  d’onlra  qimlcofique  p»r  une  transversale 
apbitrafre,  on  j*dqt  «ette  autre  coi»ëiderAtî«n  générale  non. moins  rigotii^use 
et  importante,  que  le  nombre  dont  iL  vient  d'étre  parlé  étant  comenablemtmi 
tl«teainihe,  mêiitej>our‘ cotte  position  unique  (ou  une  série  de  positioffÿ  pcHaicês 
de  la  iransvcrsale\  suOit  pour  rpiirnir  une  .limite  supérieure  du  degré  de  la* 
oqurhe  oU  surface  exapiin<'o;  si  l’on  ajoùle,  enCu^  lea  divenH's  autres  consé- 
N{wenci:«  qui  décoiileut  inévitablement  de  radoptiôn  du  principe  de  coiitiQuité,. 
ét  qui  se’ trouvent  expost^j»  dans  les  diverses  parties  /le  cel  ouvrage  servant 
comme  dn  preambu^e  an  Traité  àrsJ*ropnétf  5 ygojectiits  dts  figures*  OU  ne 
, petit  l»e  refuser  à reconnaître  qu'il  iiVst  nullement  nécessaire,  comme  l’ont  fait 
\ewton,  ('.Otens  Waclaurid  <*l  leurs  sucressé»ra,  de  recourir  air  système  doGeo- 
métrio  analytique,  hnnginé'  |>ar  Dcscarles  et  à la  théorie  des  équations,  pour 
. découvrir,  al  jdémoiitrcr  les  propriétés  des  courbes  géométriques, -rn^ie  pour 
. construire  les  coniques  oscufatriccs  eu  un  point  donné  d’unc^  telle  courbe, 
pourvu  toutefois  que  les  J^nterseétioiiS  imaginaires,  des  transversales  rectiligne^ 
soient  definies,  remfilaréea  par  de;»  circonférepoos  dé  cercles,  des  coniques  ou 
toutés  autres  courbes  géométriquvi  qui  los  coûtiODiteof,  comme  on  en'  a.  des 
exempIeVdaps  Tes  V«  Cahiers  du  ce  volume.  . • ' 

Stirile  des  lignes  cottrbes  et  scs  apfjlicatiorts  diverses  stux  questhfts 

, * d*A(ialyse  et  de  Géométrie.  ‘ 

■ • *'*  - 

.Les  Ancieas  et,  par  là  comme  toujours  j’Dpten(fs  parto"  «les  Grecs  qui 
pràee  à leurs  tnstincis  délicats  et  leur  sens  exquis  ont  perfeclionué  ^ un 
sî  haut  degré  les  lettres,  les  sciences  et  tes  arts,  leâ  Anciens  n’ont  nulle-, 
mçnt  dédaigné,  comme  on  le  sait,^e  mettre  en  usage  le  tracé  des  courbes 
par  de*s  procédés  grapliiques;Cl.  mécaniques  qui  impliquent  là  continuité. 
IH)ur  résoudre,  mémo  mécaniquement,  l)cancoup  de  questions  apparicnam 
à lin  ordre"  trunstfiiduni  ou  simptement  supérieiii'  au  secmni  degrî:  Les 
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modernes,  eh  les  imitant,  ont  imprimé  aux  aria  et  à l'industrie  une  impul- 
sion qui,  espérons-le,  ne  se  ralentira  jamais.  Malhenrensement,  depuis  qiitsl* 
ques  années,  les  matliématiciens,  comme  je  Pai  dit  dans  le  premier  volume 
de  cet  ouvrante,  tendent,  sous  l’influence  de  fâcheux  exemples,  à se  diviser 
en  deux  classes  fort  distinctes,  étran^hïres  et  poui*  ainsi  dire  hostiles  l'une 
à l'autre,  les  algébristes  calculateurs  et  les  géomètres  a|)plicaleurs;  classes 
que  la  primitive  École. Normale  et  l’Élçole  Polytechnique  étaient  deslinées 
à rapprocher,  à unir  entre  elles,  sous  les  auspices  de  nos  plus  illustres 
maîtres,  Monge,  Lagrange,, Laplace,  etc.  Pour  peu  que  cette  (jéplorable 
scission  se  propage  cl  s’accroisse  en  France,  tandis  qu'elle  s'efface  ailleurs 
dans' l’enseignement  public,  on  verra,  sans  'aucun  doute,  y décrdîlro  en 
mémo  temps  les  sciences,  les  arts  et  l’industrie  qui  reposent  à la  fois  sUr 
la  Géométrie  et  le  Calcul. 

Une  sé[>aralion  complète  ne  serait  nullement  à craindre,'  et  il  serait 
inutile  de  s’enquérir  de  ce  qui  se  pa.sse  à l’étranger,  si  dans  nos  Écolas 
on  avait  mieux  retenu  les  immortelles  leçons  des  grands  géomètres  que 
je' viens  de  citer  et  qui  ont.  tous,  'Lagrange  notamment  ('),  recom- 
manilé  l'emploi  de  procériés  graphiques  d'interpolation  cl  de  substitution, 
au  moyen  des  courbes  d'erreur»,  de  tiltonnements  ou  de  fausses  (lositions; 
procédés  qui,  tous  év idemment,  dérivent  de  la  loi,  du  principe  de  c#nti~ 
tiiiité,  admis  ici,  non  plus  tacitement  ainsi  qu’il  arrive'dans  l'Analyse  alg<'>'- 
brique,  mais  ouvertement  et  franchement  comme  base  de  solution  et  même 
do  démonstration  en  beaucoup  de  cas  où  toute  autre  marche  serait,  sim  n ^ 
impossible,  du  moins  trop  longue  ou  trop  pénible  à cause  des  raisonne- 
ments ou  des  calculs  quelle  exigcfait.  • 

A.  la  vérité,  la  Géométrie  descriptive  et  les  arts ‘graphiques  en  général 
se  servent  d’instruments  et  de  proctidés  d’une  exactitude  puri'nfenl  reta- 
live;  mais  on  doit  considérer  que,  en  appropriant  la  grandeur  de  l’éclielte 
du.  dessin  et  la  précision  dtsi  instruments  au  but  à remplir,  ré  dont  In 
Géométrie, • la  Physique  et  l’Astronomie  même  nous  offrent  aiijourdliui 
de  si  admirables  e.,xemples,  on  peut  atteindre  à des  résultats  qui  ne  le 
cèdent  en  rien;  pour  ainsi  dire,  auA  Tables  iuiméri<|ues  et  aux  méthodes 
iTapproximation,  en  elles-mêmes’ indéiinies,  du  calcul  arillimélique;  mé- 
thodes, oolnme  ou  s<«il,  d'un  usage  souvent  laborieux,  et  d'une  exaclibKle 
égalcinent  limité)^  en  dehors  de  quelques  cas  exceptionnels,  qui  sont  à Ja 
fois  le  Ir'tomphe  de  la  Géométrie  et  de  l’Analyse  algébrique. 

l'égard  de  i'utilité  dont  peuveui  être  le  tracé  géoipélri(jue  des  courbes  _ 
ej  le  .sentiment  instinctif  de  la  conliauité  pour  la  démoiislration  et  la  dé- 
,g_  ■■  . ^ ^ ^ ^ 

(.*)  l it*  et  VIII*’  Chifiioïs  ,lii  Jotii'ititl  de  /’/veo/#  Poh  lecfini/jur,  4**  et  5*  levons 
h rtcole  Xorm.'de,  p.  ’ijVâ  lei,'o’ns  Jopt  un' serait  loM  de 'ihnl.signep  IVii- 
«•ignemrnl,  sons  .le  prétexte ‘s|«'*cieiix  rpi'il 'iCadreswdl  à un  nnditoire  t êealu  ' 
rumnedre  et  peu  éclnirr\  r.tr  il  eoinpl.'til  dés  profe.ssenrs  du  pins  ll.■*1l^  mérité, 
tels  que  Iji'crqK;  etr.  ' • ■ ' - 
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couverte  ds  certaines  vérités  physiques,  je  pourrais  ici  rappeler  la  célèbre 
et  sublitne  découverte  du  mouvement  elliptique  des  planètes  f>ar  Kepler, 
qui,  après  tant  do  siècles  écoulés,  eut  l'heureuse,  la  profonde  et  per- 
isistante  pensée,  que  le  cours  de  rOs  astres  flevail  être  soumis  à des  lois 
(Çf'ioniélriqiics,  étcniolles  comme  JHeu  et  tunivers,  et  qui,  dusciple  fervent 
do  Copernic  et  rie  Tyrto-ltrahé.  ne  crai^it  jw.s‘  do  pmir.sui\Te  pendant 
pins  de  trente  annw.s  la  piénible  Ifniie  de  tracer  de  fximt  en  |H)inl,  au 
moyen  dr»s  Tables  d’ottservalion  de  ce  dernier  astronome,  son  m.aitn?  et  - 
initiateur,  |e  cours  enlier  de  pUiaiours  orbites  planétaires,  notamment  do 
celle  de  Mars,  si  favorable  à cause  de  sa  grande  excentricité. 

• • Je  pourrais  encore  citer  d’autres  belles  découvertes,  d’une  moindre 
iin|)ortan('e  .sanS  dquto,  mais  qui  tendent  traites  à prouver  l iminense 
avantage  inlnuent  au  bacé  géométrique  des  eourbes;  soit  (pièces  courbes 
aient  été  relevéas  par  une  constriiclion  directe  au  moyen  de  points  isolés, 
soit  (pi’elles  aif'iil  été'  oblimifes  jiar  le  tracé  d un  style  di'ipendant  d‘un  do  • 
ces  appareils  à indiialions  coplinues,  dont  Watt  et  Eytelwoin  ont  offert 
les  premiers  exemples,  et  qui  se  .sont  si  généralement  réfwndus  à partir  do 
l'éjxifpie  do  i8ï7,  où  common<;a  aits.si  à se  nipamire  i'idéodeso  servir  du 
tracé  continu  des  courbes  imur  ia  vériScaiftn  et  la  démonstration  des  véri- 
iics  premières  de  la  Mécanique  physique  et  industrielle,  iilér»  qui  n'a’ce'sso 
de  se  propager,  de  se^ténérali.ser  do  plus  en  plus  dans  ses  applications 
diverses  aux  sieiices  cl  flux  arts.  ’ 

11  n’existe,  à notrr*- époque  si  Je  ne  me  trompe,  aucun  appareil 

tnieeur  fondé  :^jr  up  principe  ahalogue  par  «uneloppiintent  dus  langent«, 
et  l’on  en  comprend  aisément  ia  motif;  mais  exislftl-il  un  [loroil  outil,  il 
resterait  toujours  à déierniineri  par  d(»s  procédés  grapliiqiies  simples  et 
rapides,  le  jioinf  dé contact  qmiud  la- tangente  est  donnée,  tout  comme. 

|)Our  le  traceur  à stylo  ou  à jKiinte,  il  est  souvent  indis|>ensal)le  de  con- 
struire la  tangente  on  un  point  également  donné  è priori,  t>s  problenii'S 
cvacteincni  inverses  présentent  une  égalo  difficulté  graphique,  et  .®o  rfliiio-  . • 
lient  l un  à l’autre  d'iipres  la  Üiéorie  des  fxUains  récipn»fitesf  dont  pour 
la  première  fois- lés  éléments  onfété-exiiosés  dans  un  Mémoiro  de  1817, 
réiiiipriiné  à la  p.  48J  du  procèdent  Cahier.  ' 

Or,  ce  qu'il  y a de  parliculièreincut  digne  de  remarque  dans  ce  genre 
do  problèmes,  c’est  que  ksi  difliCulli's  dont  il  vient  d’étre  parlé  tien- 
nent préeisément  à la  double  indétermination  de  tout  élément  inlinitési- 
mal  de  ia  cmirbo.  soit  en  position,  soif  en  direction’',  incertitude  qui 
n'existe  (ju'en  partie  senjeraont  (piand  ou  suit  ipie  le  point  de  contact  doit 
être  'sur  une  droite  tîffniiéc,  ou  que  la  laiigeiiU*  doit  passer  par  un  point 
egnlemetif  donné  sur  le  plan  de  la  courbe  supposée  d’un  degré  quelcomjue 
l'i.  Car,  d’apri'S  lé. principe  de  réciprocité  polaire  que  je  viens  de  rap- 
(leler,  cés  (pioslions  sont  |irécisénient  aussi  inverses  'J’uno  dé.  l’autre, 
ptii^ue  si,  daiLS  la' première,  le  iioiiüire  des  iiiU’i>ettioos  est  siitqde-  • 
meut  m,  «'lui  de.«  tangentes  dahs  la  sérende  est  >n{t»  ^ 1)  ; les  peints  do  • 
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«intact,  en  même  nombre,  étant  déterminés  (JI*  Cahier,  p.  i53)  par  les 
intersections  de  la  courte  donnée  du  degré  m avec  une  ligne  du  degré 
m — \ seulement.  D’ailleurs,  ces  circonstances  montrent  par  quels  liens 
intinies  les  problèmes  ci-dessu$  des  tangentes,  d'une  apparence  si  élémen- 
taire, se  rattactenl  à la  théorie  des  polaires  réciproques  et  des  lignes  de 
Contact  sim|>les  ou  sucec.ssivi>S' qui  m'avaient  occupé  dés  1816  (p.  149  et 
suiv.],  sous  d'autres  noms  que  ceux  adoptés  postérieurement  (i8a8)  par 
mon  excellent  et  regrettable  ami  feu  Bobillier. 

A i'égarddu  trarégrepliique  ües  tangentes,  dont  on  s'oc.cupaH  beaucoup 
do  mon  temps  à l'École  Polytechnique,  comme  on  peut  le  voir  aux  p.  447 
et  suiv.  du  t.  1 de  ces  Applicntinns,  il  existe,  relativement  au, tracé  par 
courbes  d'erreurs,-  divers  procédés  plus  ou' moins  exacts  et  ingé-  ' 
■lieux,  consignés  dans  quelques  écrits  mathématiques  antérieurs  même  à 
l'époquo  de  181&0Ù,  en  m'occupant  des  matières  du  II''Caiiier  dece.se-  ' 
cond  velume,  je  me  |>roposai  de  déterminer,  sans  tâtonnements,  d’une 
manière  directe  et  rationnelle,  pour  un  [loinl  donné  d'une  courte  décrite 
sur  un  plan,  non  pas  seulement  la  tangente,  mais  l'osculatrice  conique  * ' 
d’un  ordre  quelconque,  en  suivant  partiellement  les  traces  de  l’illustre 
Machuirin , c’est-à-dire  à l'aideVe  méthodes  exclusivement  applicables  aux 
courbes  géométriques  décrites  sur  un  plan  et  naturellement  d’uç.dogré  pou 
élevé.  Mais  cqs  procédés  n'étant  nullement  su.sceptibles  de  s'étendre  aux 
courtes  transcendantes,  il  est  souvent  nér-essairè  do  recourir  à la  méthode 
purement  géométrique  de  Rùterval,  c’est-à-dire  à la  considération  directe 
de  la  loi  grapliique  suivie  par  le  point  générateur/  • , • 

Enfin  si,  comme  il  arrive  souvent  aussi,  on  ne  connaît  pas  cette  loi  alors 
remplacée  (wr  une  définitjuo,  des  relations  purement  métriques,  pleine  de 
difficultés. sous  le  rap|)ort  dès  tracé.<,  il  ne  reste  pour  dérnière  ressource 
que.  l'emploi  de  V Analyse  infinité\tmale  ^ m?e  des  premiers  eOorts  de 
Fermât,  do  Descartes,  do  Roterval  même,  do  Barro>v,  do  Newton  et  de 
Leibnitz,  dans  la  solution  du  célèbre  problème  des  tangentes  que,  au  point 
do  vue  des  difficultés,  qn  ne  doit  pas  confondre  avec  celui  des  qumtra- 
ittrrs  et  du  c^cid  inverse  îles  tnngentes,.i\nnt  le  dévelopi)emenl  analytique 
est  dji  aux  Bernoulli,  aox  Iluygens,  aux  Euler,  apx.d’Alemtert,  aux  La- 
grango,  etc.  Cependant,  j’osc.ledire,  pialgré  tant  dladmirabies  découvertes 
ou  d'efforts  ingénieux  pour  généraliser  et^rfectionner  l'instrument  ana- 
lytique, ces  hommes  célébnes  ^ justes  titres,  en  m'-gligoant  trop  la  voie 
giioinétriquo  (racée  par  Archimède  d'une  |)arl,  de  l'aytre  par  Pascal,  .Mac- 
laurin  et  les  ^çéomèlrcs  des  xn*  et  xmi*  sièéle»,  ont'  ainsi  entraîné  la  ' 
jenne  génération  dans'I'eXcluàN'oet  fausse  .persuasion 'que,  en  dehors  de 
l'algoritlimo  algébrique  et  dw  théories  sur  les(iuelles  il  repose,  il  n’exisle 

aucune  source  dé  démunslrations-rigoureuses  (*V. 

' • ' * ' * * 

—T— — — : — 

'{.*^'CoTame  on  le*verra  plut  loin,  oplle  opinioii  iret|iitÿ  au  food,  n'illonM^n^ 
ptrlagé^  par  e|  l'im  prui  ajrirmrr  qiiVllo  a donué  iiaitaanrc*  à 'rr 
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R<>venant  aux  travaux  (IfrUaclaurin,  je  rappellerai  que,  dana  ses  recher- 
ches relatives  aux  propriétés  des  çoilrhcs  géométriques,  fundécs^eur  la 
considération  des  deux  dorniers  termes  dos  équations  algébriques  entre 
ahsciSSeS' et  ordonnées,  cet  illustre  successeur  de  Wlesotde  Newton  avait, 
parfaitement  compris  l'instillisaBce  do  telles  méthodes  pour  lu  détermi- 
nation des  osculatripes  aux  courbes  en  général,  et  c'ëst  pourquoi,  ()ans  ■ 
sqp  Traité  (tes  Jluxium  et  son  Al^èbrr  fjosthume , Madaurin  Sborda 
la  qoestion  par  des  considérations  directes  purement  géométriques’,  dans 
lesquel!^  il  cIrerclKî  à tracer,  par  unu  série  do  |>oints  sweessifs,  le  cercle 
osculatcur,  le  dismélre  ct  le  iiaramètre  de  la  parabole  osculalric»  du.^ 

,3* 'ordre  en  mi‘i)oint  donné  d'une  courlw  continue  quelcotique,  censée  dé- 
crite sur  un  plan,  en  faisant  pour  céla  shnplem(Tn|  intervenir  lés  portions 
. de  la  courbe  qui  avoisinent  le^puint  de  contact,  ^el  traçaiil  une  nouvelle 
ligne  ou  r/érii'ée  qui  sert  à délepnrine.r  certains  points  Ou  paramétres  du 
cercle,  de  courbure  ou  tie  la  conique  osculatrice.  , 

Comme  on  voit,  cette  méthode  se  rattache  à celles  qui  consistent  dans 
le  ,trac.é'des  courbes  d’erréurs  metitionnce*  préeédpm.ment  : envisagée  à 
oe  pohilde  vue,  elle  faisait  (larije  d’une  Note  manuscrite  quo,  dans  ma  fer-  ' 
veùr  pour  des  procédés.d'une  dlililé  prati/^ic,  j avais  aptrelbis  rédigée  et  ‘ 
où  se  Arduvaiéht  réunis  divers *p(xJcé(lé8  du  même  genre,  étentius  à des. 
osculahous  d'ordres  sii)>érieufs  avi  'Ij-uisiérag,  dont  l’étude  cuihprenaiUa 
variation  de  courbure  dont  Madaurin.sléta'il  exclu.sjvenîeot"occupé..  ' 

Les 'mémos  motifs  d'utilité  pratique  me  conduisirent,',  beaucoup . plua 
'lard  ( 1 8x5 c'est-à-dire  après  M.M.  Dupin  et  Hïch'cUe,  à'Tu.blier  dans-res.  • 
anciennes  Annales  <U-  iîalliéihail()iicSf’\in  prucédé  mixte  (Kmr  déiermi-'  ■* 
lier  le  eercle  oscillateur  en  un  putnMlooné  d'une  oourbe' gauche,  au  moyen 

de  scs  projeclians  ortlVof^onales  sur  deux  plans  quelconques.  '*' , ,,  . 

D’ailtéurs,  on  fiait  très-bien,  que  le 'tracé  graphiqne  des  courlies  planes'  ' 

■ peut,  non-senlemenl  s’opérer  (>ar  points  .successifs,  niais  encore  par  l’en- 
v'cloppcrBcnt  do  droites,  d'arcs  de' cercle,'  de  jHitmns,  gnbàrUs  ou  pisto- 
lets traceurs,  composée  eux-méraes.  d’arc»  de  diverses  courbures,*  se 
raccordant  conséfulivemout  cl  Uùxquels  Je  dessinateur  habile  substitue, 


9 I , 

sîn(*iiMer  et /ttcilc  entrafnemerlt  fait*  partout  •ubsUCucr  lo 
^Ulrul  a|j;ol>rU|iiA  VMüntiiition  au  rarf^onnetnènt  Otlo  Iim>- 

<iancf  signalée  eji  4ii>eis  i>nciroUs  de  Aiivraga,  dont  l4ûtr«  eclébre  Poisson,  ce 
robuste  caU^u)ateur  algebriste,  se  ptaigniiit,  sH  vivement  Uans^  ses  ^amèns'de 
l’Ecok:  Polytechnique,  a failli  «m^Wier  unç  séparation  complète  (^Irq  cetta  mère 


être  encore  malgré  des  des  aVtfrtissements.aouvent  pt'itéréi,  pour  lequel 

par  <;obsêqnèftt  cllç  n’est  naMement  prépnrêo,  et  qiti  tOt  oü  tard  doit  ahu/ner 
sn  ruine  ou  son  entière  terhimc  sous  une  et  prévoyante  liberté. 
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presque  loujours,  un  tradé  dirent  en  se  laisstmt  guider  d’après  le  seiili- 
iiient  -de  -la  ronlinuilè,  adinirahlemenl  développé  par  de  longsj  de  fré- 
(pienls  exereicts,  que  suppU'-ent  trop  nirempiit  les  instruments  à style  mo- 
bile, d'une  (terfectiim  égale  à eelh>  du  roiupas  et  quelques  autres  apjia- 
reils  délieals,  propn's  a la  génération  continue  des  courbes;  mais,  anjsi 
que  j en  ai  d(’*jà  fait  la  remarque,  aucun  de  ceux-ci  ne  s’applique’ aux  lieux 
définis  par, les  intersections' successives  de  droites  ou  d'arcs  mobiles,  dont 
le  mode  de  généralibn  rappelle  la  Ix'lle  découverte  des  développantes  et 
des  développées  due  à une  lieureuso  inspiration  géoiuélrii|uc  de  Iluvgens. 

J’iri  montré  au  rommencemont  de  cet  article,  par  l’exemple  de  Képler, 
l'importance  du  parti  que  l’on  [,x*ut  tirer  du  tracé  géométrique  des 
' courbes  jiour  la  déi’ouverte  des  luis  naturelles:  j'aurais  pu  en  inuliiplier 
indélimment  les  exemples.  Or,  c’est  ici  le  cas  do  le  rappeler,  Iw  idiies,  de 
cause  et  d’cllet  continus,  de  permanence  rnalhématiipie  dans  la  manifes- 
tation des  luis  phénoménales  ou  naturelles  : ces  idées  sont  toutes  modernes,  ■ 
puisipr’oiles  datent  de  Kepler  et  de  (lalHee,.mais  ellc^n’en  doivent  pas’ 
moins  être  considérées  comme  résidlaiit  d'nii  sentiment  véritablement 
inné  on  instiiu'lif  même  riic/.  les  Anck'ns,  aiixipiels,  si  ce  n'est  peut-être 
au  grand  Arctiiméde,  il  a manqué  l(>  patient  génie  de  l'observation  et  de 
l’expéricnca;,  anlérk'ur  aux  systèmes, pliilostipliiques  de  bacon  et.de  I)es- 
carlos,  et  qui  ronstituo'  notre  prinri|>Hle  Supériorité  sur  lés  (jrecs.  Car, 
j eu  ai  dé^à  fait  ailleurs  la  remanpie  (Hiipj)/>rt  mr  l’Kxpn.\iiiit/i  dr  Lnn- 
tlrvs  ni  i83i  : Marlirrm-oiiliU),  leurs  géonietrt's;  leurs  pliilusoplies,  lenrs 
orateurs,  leurs  poètes,  li'iirs  inimitables  artistes  valaient,  s ils  ne  sur- 
|iassaient.  les  nôtres  en  génie  et  en  invention,  bien  que  la  somme  de  leurs 
CotlMai^saoce.s  acqiuSes  eu  tous  genres  iieTi'it  pas,  à beaucoup  près,  éipii- 
valento  il  célles  de  notre  épociuc.  ■ ' 

Si  fou  veut  rticuri»,  leur  génie  mathématique  était  Tiinins  hardi  ef  moins 
dévélop|)é,  parce  qu'ils  manquaient  de  l'admiiaUc  instrument  de  l'Analyse 
indéterniihi'>e,  due  à Viéte  et  à.  Ilesi’arte^,  et  dont  l’us-.lge  repose  vérila- 
blcmenl  sur  faxiome  ou  princCpe  de  Continuité.  Mais  ce  n'est  point  à dire 
pour  cela,  comme  je  l'ai  montré  d’îmtre  pari  ( IV  Cahier^,  que  les  Anciens 
n'eiissenl  pn  généraliser  les  conceptions  de  la  pure  (léoinétric.  et  s’élever 
à toute  la  bailleur  ck-.  ce  principe,  émaiu'  de  l'emploi  du  raisonnement 
irapliMte,  ipii  mais  peruiet  de  considérer  à priori,  les  ciiiirlies  et  jessur- 
fcices  roiitimios  compio  les  limites  de  tKilygopes  mi  de-|iolyédres  intipité- 
simaiix,  et,  à l’jnverse.  les  systèmes  do  lignes  droites  et  de  plans  Illimités 
eomirie  (les  ctiutlies,  de.S  ^irfiires  u'niqiies,’'é  braticlips  ou  nappiS;  infinies, 
absolument  comm'e  cela  (leut  se  dire  iK‘S  jéipiatioiis  linéajnes  dç  ces  lignes 
ou  pkms  dans  le  systgriie  di's  coordonnées  do  Dbscarlesl  Eii  .effe^  isépaéé- 
menl,  eomniç  dans  leur  ensemble,  les  lignes  et  lus  surfaces  so.iil- sou- 
upsos  au  principe '«Ic'centiiiuité  eli  ta  loj  des  signes  de  position,  e.l  il  est 
toujours  periiiis.  on  toute  rigueur,  de  supposer  ipie  chaque  droite,  ctiai|ue 
plan,  représenté  par  l'une  qilnlcompie  jles  équations,  facteurs ’di-  la  |>ro- 
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posée,  se  rdccortiu,  par' voie  de  continuité,  au  reste  de  la  fiftoré,  absolu- 
menl  comme  les  tiranclics  ou  . asymptotes  d'une  liy|K‘rbolc  dont  la  puis- 
sance serait  ccpsée  infiniment  |ielite. 

J'ai  dit  (pu‘  lis-  .-\nciens,  uotammeul  .\rcfiiméde,  cet  ingénieur  du  dernier 
di-s  rois  de  Syraeus<‘,  misérablement  a.-sassiué  par  le  soldat  de  la  Rome 
barbare,  au  cri  d’indignation  de  latirêee  civilisée,  auraient  pu,  sans  cal- 
culs ahgébriipics  et>implün\ent  guidés  |iar  riiislinet,  l'intuition  géométriipie 
et  expérimentale,  parvenir  aux  plus  l'érondes  découvertes  des  temps  mo- 
dernes : je  n’en  excepterai  pas  même  la  Oiimie,  cette  science  qui  paraît 
appartenir  plus  particulièrement  à la  théorie  des  nombres,  et  cpii  a eu 
aussi  chez  nous  une.  déplorable  victime  de  |)assions  politiques  aveugles, 
excilt'rs  (>ar  la  haine,  la  jalousie  occulte  de  toute  supériorité  inlellectuèlle  , 
ou  do  f>ros|X'rité  m.ilérielle.  .Mais' je  dois  me  contenter  ici  de  remarquer 
(jue  le  dédain  des.  algébrisles  eah  ùlaleiirs  pour  les  méthoiles  géométririues 
n'esljustUic  ni  par  le  prétendu  et  postliUme  dégoiH  historiquo^d’Archi- 
tnéde  [>our  ses  admirables  inveiilions  dans  l’art  de  l'ingénieur,  ni  par 
l'autorité  de  I,agraiige  dans  U V Lin  on,  déjà  ciléè,  de  son  Cours  à l'École 
Normale,  leçon  ou  ce  grand  géomètre  analyste  expose,  avec  une  clarté  et 
une  simplicité  dignes  de  .son  génie,  le  parti  avaii6igeu.x  que  l’on  peut  tirer 
du  ra|)procheme4it  do  la  Géométrie  et  do  l'Algèbre,  nétamment  du  tracé.  • 
effectif  dits  courtn.'S'  pour  la  réçulutiim  dés  problèmes  Cl  dés  équalions 
numériques  leÿ  plus  cumpliqiiéis,  tes  plu.s  ijilliciles 

Ltigrange  donc,  ipii  on  duit  le  reeoijnaitrc  sans  bésitation,  était  plus  pro- 
foHih'tmenl  géomètre  que  Laplace.,  ne  eraint  jias  de  s’abais^r  en  montrant  ^ 
comoienl,  jiar  le  trucj  îles  courbes  il'erreurs,  de  fausse  position  et  d in-  ^ 
terpolalion,  ou  même  par  l'usage  de  véribddes  instruments  méraniques 
dontil  indique  un  remarquable  evmple,  ll'devient  pos.sible  de  résoudre'.  , 
d’une  maniéré  rapide  et  approximative,  les  problèmes  et  même  les  éipia-  . 


t")  !jjgriOn»p  sVx]>rîim*.  ainsi  .au  coinTiiencomcrit  tic  celte  ieçnii  (p.  ’iG.t;  • 
ilu  \ ltv  (tahier  du  Jimrn'til  -tir  t'Kcol^  Poh  trrhfiù/lte^  l ' 

M Tant  <|tie  r.Vtgclti-e  et  4a  tièolticlric  unt  ef«  scp«ret*s,  lents  iiftnjWat  otil  clti 
» Itnilii  et  leiifs  iisttipts  iMtrncs;  qiais  lttrS«|ite  Ces  tlcux  seieiices  se  sttiit' reitnies, 

« elles  se  ftftiil  prèlu  tli‘s  l'tirros  iniitutdles  et  ont  tnarehe  en.stnnble  d'nn  patt 
■ t-apûle  vers  la  pcfrcclitin.  ».  .. 

, Lapljiee  ttt'mble.  moins  coiivainm  des  nTanUiftit^  ite  ce  Vapprocheineitt,  qti'il 
reeomm.mde  eei>eiid»nl  (p.  i t'o  pour  l»  jaitisTât  lioii  sQiéalde  que  jiroeurt;  à 
resprit  la  vfriJicMlimt  d.ytnoeéînrt.  des  lastultati  tlii  cafeitl  itfiébrique.  L'ittverse 
fteiit  eijalenient  se  tlirei  et  notre  (;ranil  (jttomêlre  ealctdnUtiir  intbUe-itu  pt*n  . 
trop  les  drtiilsale  PAtisèrTHtiitn  pheOuniSifalê,  de  la'divination  i>t  de  rüituitioti 
(jeoniélrlqiie  a pribri.  _ ' • ' ' ' ’ . ’ 

Quoi  qtr’i)  eft  soit,  il  serait  tresiralile,  anjotird'hiii  oit,  par  l’abseiiee  if'abto- 
pîrés  et  de  eomictiontr  seientibqiies  eonsetiattles,*  In  diverSilé  soinprrt  stérile  des 
notalioits'el  dti  laii{;a(te  inathémaliqno  règne  tbintcletï  niéthutte.s  d’enseigiioiitonl 
e/l  Fraiire,  il  ferait  ilesiratde,  dis  je,  tpite  (e  r,oiiyer'nenienl,  si  prodigiiè  envers 


Ûigilized  by  Google 


588  ■ VU'  ET  &ERN1ER  CAHIER.  ^ CORRESPONDANCE, 

lions  les  plus  compliquées,  qu'il  faut  bien  Se  garder  loulefuis  de  translur-, 

iner|  de  ramener  à celle  forme  banale  : . . 

a.t" — . . . -f-r/jr -H  r=:  o,  ^ 

la  seule  j)Oiir  ainsi  dire  employée  nagiiwe  dans  nos  Écoles.  Celle  /orme 
d’ailleurs  a,  elle-même,  élé  l’objet  des  raiVlitalions  de  Lapninge,  dans  nn 
antre  écrit  mathématique,  où  il  s’est  comme  efforcé  de.  bannir  toute 
trace  de  con.sidératidns  géométriques  (*);  ce  qu’il  a aussi  tenté  fort 
malencontreusetneni,' dans  sa . T/K'orif  tics  fonainns  tnmlyti<iues  et  ses 
Ijcrnns  sur  (c  calait  des  /nnctiims,  dont  il  a été  impossible,  même  du 
vivant  de  ce  grand  homme,  d’adrqifer  le  texte  pour  l’ea-seigneinenl  do 
l’École  Polytcctiniqne',  par  des  considérations  scientifiques  que  j’ai  déjà 
suffisamment  imliquécs.  _ > 

'Lagrange,  en  recommandant,  p.  2C8  et  269  de  se.s  I.eçons  à l’ancienne 
École  Noiinalc,  d’oijcrcf  dirertement  les  substitutions  dans  les  é<[uations 


.la  littérature  ot  le»  l>e;uiX'artü,  fit  réimprimer,  pour  répandre  d’ofliee  dana 
les  bibllothèquot.  de  nos  Facultés  et  {jymnas.es  unhersiliurtt*»,  \e,  texte  de  'ces 
admirables  Lc4;ons  de  La{jran{je,  dt*  Lup^acfi  et  de  Moti{;e  à la  primitive  École 
l^or^ale;  car  ces  Leçons^  tu  mal  à prppgs,  je  1«  répète,  itommoi^  rcVo/M^rtnw- 
' nairet^  telles  qu’eUes  oft<  <*tc  réimprimées  en  i8ja  dans  Kd.  Jnunutl  déjà  ciltj, 
ne  contietiperU  pas  un  mot  de  pojilique;  rien  qui  puisse,  explicilcsneiit  ouim- 
pliritemeut  jhèinèjv  rapfM’lec 'juix  profi»sselirs  «e^  mnf  éK've^l,  do  tristes  K trop, 
malheureux  souvenirs,  mais  bleu 'l’esprit  de  réiiovalittn  dont  était' .miimé,  ed 
*e  {jouveruciixent  de  la  première  hepiibliqûh  Cranraise,  don^  à des  Apo-» 
qties  posl(>ri<nires  on  a pn^teudu  éfi  vu2n  dénigrer  oi  cohxbaUro  les  actf^  vuirn- 
tffbleuient  ’iN'îKauratéiirs  de  IVnseigiiemeul  public  en  France.  Cc*^  acljes,  en 
vlTe^  .admires  et  profjcessiTemant.  imites  de  todte,  l^Kurope  civîH>ee,  àvaient  èu 
pour  interprètes  les  plus  grands  géiiîes  iiratheri^ntiqm^  d’alur*,  pt,  malgré  do 
misérables  calculs  ou  pivveutiuus  puliliqués,  leurs  stigrs  et  impérissables  leçons 
vbiit  rrgrelt«(>s  par  tous  les  esprits  philftsophiques  anioiu’cux  du  progrès  des 
arts  et  des  scitmees  dans  noire  payâ. 

T/rrifr  ’fte  lia  r-ésotufittfi' humrrii/nr  ,(/es  éqnofions*  Si  celte  étude,  d’un 
rarncl»*re  si  difléronl,  je  pourrais  dire  si  oppose  à celui  des  Lecom  dont  U 
vient  d’èire  parle,  a mmlribüe  h 11  lustrer  Fourier.el  son  disciple  Stiirm,  géo- 
mètres algébristes  tons  deux  digties.  de  ce  nom,  on  doit  iH>rormailrc  qu’elle 
a fort  p^*u  servi  au  progrès  des  ^tclences  xl’applicàiioii,  maigre  la  decouverte 
U’adigirables  théorèim^s  eide  precietises,  mais -K'ntea  et  pénibles  méthodes  de 
cujciil,  (|iri  (instituent  .un  veriUibFc  Ifiomf^he  pour  .F.\n.T)yse  numérique  ou 
VaritÂmolo^f  \{\oéorrn^.  Je  ne  crairtspas  d’aÜlertrs  de  me  lropa\enlur«r  en  re- 
riiarqiiant  qus  les  méthodes  géométriques  si  siqipies >1  ai  ulémentaires,  recoai- 
^mamiceii  fKu*  bagronge,  ont  servi,  du  moins  implicitement,  do  boso  principale 
aux  plus  belles  théories  de  l'Analyse  fonclioimellc  et  de»  éi|uation6|’eo  xlonL.jls 
pourraifi  Hier,  même  dans  ces  derniers  temps,  quelques  exemples  lémarquable» 
, qui  iront. sans  cVs&c  en  se  jnultiplrant  par  le  simple  développenieot  des  idées 
' Vlulosrv|Tbique«:.  . v ^ . . * ' . 
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nuniériqiios  dû  forme  quelrorique,  soit  /(j)  = o,  s;tns  leur. faire  subir 
aucune  transformation  algébrique,  avait  parfaitement  compris,  on  n’eu 
saurait  douter,  (pio  loin  de  siraplilier  le.s  sphitiohs,  on  pourrait  les  com- 
pliquer outre  fm'sure.  C’est  ce. dont  j'ai  vu  un  exertiplc  remarquable  en 
i834>  môme  à l'Oltservatoire  loyal,  cUmf.los  calculs  étaient  alors  dirigés  _ 
par  l'habile  M.  Bouiard,  qui,  eu  recourant  à des  ylîminallohs  éo  trànsfor-  .■ 
mations  laborieuses,  a\aH  introduit  dans  l’équation  finale  des  solutions  ou 
racinM  en  quelque  sorte  étrangères  à la  qoestuin,  sinon  tout  à fait  fimiscx 
comme  je  l'ai  montré  dans  Ji>JIl"  Cahier  de  ce  volniné.  . ■ ^ ’ . 

Do  toutes  manières,  guidé  par  le  sentiment  instinctif  de  la  c'ontininlé, 
on  peut,'  selon  la  méthode  géométrique  ei-dessus  indiquée,  s’aider  du 
tracé  de  lu  courbe  représentée  par  1,’éqUation  fonctionnelle  /"/(j"),  [wur 
découvrir  avec  ordre,  rapidement,  la  nature  et  la  gramleur  approxima- 
tive des  racines;  r et  -r  ajipartenant  ît  uii  sjstémo  de  coordonné'es  va- 
riables quelconques,  dont  lo  choix  l'st  (l  une  extrême  importance  dans 
chaque  ca.<.  ' . ' 

En  parlirulirr,  la  roiiclio  ptirabitligiif  entre  euoriloiinéei  nrdtnniras,.  repro., 
ientne  par  ro(|uation  ^ . 


t -i- 


. H-  ^x—f-  /•  ==  O,. 


quf  conftifJt*rc  principaUment  tlunfi  so»  Liguas  a l’Écolo  Normale,  et 

dont  IçÂ  intersectiona  «Y<*C  f'axe  des  ab$Vi«ù<eA  corrrHpbiidautçs  à l'ordoDhêe 
font  cOfinaitre  rurwi««  réellen' ou  imaginais  de  Tequ^tion,  cette 
courbe  sinurnsr  ou  se^peniant^,  que  l'on  pourrait  aussi  .liommer  * 

. tante,  d’apK>ft  1^-  remarque  mémo  de  Lagraiigç,  et  dont  ,1e  tracui  manuel  est 
St  ftieilo  % cause  de  sa  parCaile  CQritirjuite,  1or«u{u'oii  <ni  à déterminé  un  nombre 
sultisant  de/points  par  la  des  .subsplutions  ou  nutremVnt',''  rçtte 

courbe,  dis'je,  m’a  bonuenup  preoccu)>c  airtrnl'ms,  parce  qiieélridc|>ehdammcnt 
de.ses  proprif^êH  résolvantes  bien  connues  des  analystes,  (die  jouit  d*un  grand 
nombre  d’autres ’proprivtés  piiremeiU  guonietriqiies,  .dont  (pielqiies-unes  ont 
été  expost'cs  dans  le  llo<'.ahter  de  ce  volume,  où,  à IVxemple'de  Mac1aiirir\,  et 
il  cause  de  U facilité  mémo  de  sa  dèseription,  elle  a cOristaminent  été  prise 
pour  type  des  coiirbea  algebriqucH  d’ordre  supérieur,  coupoos.  par  des.traiisver' 
sales  rectilignes  arbitraires.  . , ’ 

D’autre  part,  U est  très-facile  d’apercévolr  que  ces  courbe»'  planes  d’un 
degré  qiiciconqiio  m,  oifrcrit  à rinlini,  vers  l’extremite  commune  aut  ordon- 
neeii  parallèles,  un  point  multiple  de  l’ordre  le  plus  élevé,  soit  do  Tordrô  ' 
m— > I.  Or  ce  genre  de  courbes,  i>oiir  lo  cas  9Ù  le  pomt  multiple  a une  position 
arhilraîre,  a fait  l’objcl  de  mes  premières  rochcrclios  sur  Vj^nalftse  des  trans- 
versales, dont  il  ne  m^a  été  loBiblo  de  piildier  le  premier  Mémoire' que  fort' 
tard,. en  i83o,  epoque  où  je  le  présentai  à rACndetnic  dep  Sciences  de  l’Inslitiit. 
Noo-seulement  CCS. coiirhtis  planes  sont  d'uii/traré  ^hoeaire  facile,  non-seèle* 
ment  ellés'  sa'raltachont,  de  la  mani(>Fo  la  plus  intime,  ji  4a  ihcorie  si  fécondé 
des  relations  *ù  deux  termes,  nommées  invoiutions,  gtmeralisee  ffomme  je  l’ai 
fait  piMur  des  groupes  do  n points  en.  nombro  qôelconque  (i*oiV  la  noté  de  la  « 
p.  ri8  dé  ce  II*'  volume  des  dppiicotiom)\  mais  encore  .j’etipéraia  poiM’oir 
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(Jodiiire'<l«^  (i(*  sos  |>ro|»i*i<*les  (*ss(^ntie))es  quelque  moyen  gintmélrique 

nouveau  e|  rapide  de  soIiHhar  de«  équations  al(;ehr1qurj».  ^ , 

MaUieurei|si*nv*nl,  je  l’avoinTai  en  toute  fVanrhis<%  ces  loftpui's  et  déjà  si 
Aiu'ieimes  reeherchus,  limitées  même  aux  cinq  premiers  tlefjres,  ne  m'ont  iiiil- 
letnenl  reiiMsi,  parce  (pie  je  pretendars  éyiler  le  trace  effertfr  des  courbes  auxi- 
liaires et  de  leurs  intersecti«ms  mutiielles»  moyen, de  solution  connu  loh(»- 
temps  même  àvanl  D(*scartes,  cl  atic^iiel  je  prétendais  siilislfttier  l'emploi  plus 
»lirecl  d'qn  système  de  lipnes  droites  et  de  sections  roniqiïcs,  considér** 
comtno  une  côtirhe  unique  de  depré  m,  dont  les  intersections  par  Taxe  des 
al>sfi.**sés  devaient  coïncider  avec  cellês  de  IVjpiatiori  à résoudre.  En  effet, 
IN?  procédé  m'a- précisément  conduit  aux  mêmes  rrdm(es  ou  r«o/e«/ircî  qu'oii 
nbtietil  par  lu  méthode  de  Descar-tes,  telle  tpie  l’a  exposée  Kapranpe  dans 
lierons  à d’Kcole  ‘Norinale;  jcc  que  j’aurais  pu  prévoir  à l’avance,  à cause  d«*s 
c-oinhinaisoiis  et  |>crmulaliinis  symétriques  <pu  doivent  nécessairement  s’uy>érer, 
soit  entre  les  tlIverH  groiq>cs  de  raeiqes  jilgéhriqiies,  suit  entre  couples  d’in- 
terseciioii,  avec  Taxe  des  ul)sHsscs,  des  lignes  des  premiers  dejpa»*,  qu'on 

a supposées  ici  passer  toutes  par  le  point  multiple  à rinliili  <le  la  hfniiciüU'  pa- 
rabolique, pic.  * . 

niais  je  ji'jnsislerai  pas  sur  ces  uncimis  smlveiiirs,  où  je  me  proposais  de 
déterminer,  par  des  opérations  géométriques  dont,  à la  v«iTité,/>n  p'a  pas  tou- 
jours sous  la  main  les  instruinéiiU  indispensables,  les-inlersections  de  certaine^ 
courbes  au  moyen  do  li^^ies  au:|ilinires  plus  simples.  M me.  snflil  d’avoir  rap- 
, prié,  nnc  fois  de  plus,  l'accord  cvident.  cn  soi  qui  rèçnc  entre  lejî  cqnceptimis 
de  la  Goomelrie  Pt  ceUes  de  r \1gcbre  propréiuent  diu*.*  ka,  ^êfi  èiïel,  l’ensemble' 
dcît  lignes  nuxtiiuires  est  censé  constituer  une  l»t;ne  tonique  dpiit  l'eqnatiou, 
rei»réseiUee  par  le  pVoduil  de  leiir^  eqiiatioiitv  ;i»q>areo^i  pn*cisemei4  du  degré 
m de  la  sincAisi»  parabolique  coiiltidorôe,  a,  en  commun  avec  elle,  eo  même  point 
multiple  à Viubuî  d'mdré  m — ^ i,  et  str  trbuvc’' parfaitement  déterminé  dans  ' 
les  paraniètnos  et  coi'flu  ietils  des  facteurs  auxiliaires  qui  y enlrént»  Or  n'est'il 
pas  digne  de  rernarqitf  qne  les  Iq'luS  auxquelles  ces  fucteurt  cum^spondeii't 
puissent  demeiireiv  m*llé>t  et  conslniciibK's,  quand  bien  mêiue  leurs  intersec- 
Hons  avec  l^axe  Irnusvcu-sul  diH»  abscis^és  Sf'niient  : ou  toutes  imaghiairc»,  chose 
possible  pour  b^  valeurs  paires  du  nonvijre  m;  ou  imaginaires,  à cel.'i  pr<»s 
d'une  seule  répondant  h niic  droite  auxiliaire  unique,  pour  les  valeurs  impaires 
de  ce  même  nombre  m?.  • . • * • 

t^u’il  me  soit  ]x?rmi>  d'ajoiUer  que,  au  lieu  de  faire  passiT  le  système  des 
(ignés  auxiliaires  dont  41  vient  d’être  parle,  par  le  point  multiple  à rinfini  de 
la  courbe  parabolique,  on  {u'ultout  aussi  bien  assujettir  ces  lignes  ù contenir, 
en  nombre  convenable,  des  points  dé  la  siiiueus*'  à abscisses  et  ordonne«»s 
distinctes,  obtenues  par  des  substitutions  nuinei  iqites  dans  l’equation  r = 
de  cetlc  courbe;  ce  qui  donne  lieu  à diiVerenies  propriétés  ou  combinaisons 
géométriques,  dont  je  me  suis  autrefois  oi'Ciqvé  uvi*c  quelque  intérêt,  mais 
sur  1esquelk«  il  serait  fort  inutile  d’insister  ici. 

•Revenons  aux  équations  dans  rhypolhèse  où  /"(x)  a 

ce  S4‘m»  vague  et  Indenni  qu'on  lui  attribue  três-soitveiil  aujourd'hui,  rpéme 
dans  l’enstigneméiit  secondaire  et  au  di*biil  de  l'Algèbre,  sous  R‘.prelexle 
cPeieiidre  ou  geiiernliscT  |es  idtvs,  le  langage  et  les  démonstraticqi^,  d’apri^s  une 
rpcomlmindation  mal  comprî»r,*mal  inlerpreU*e  d**  baplaée^  damwses  L<.H;ons  a 
raiicienne  École  Normale,  où  ,i)eaiimoir>s,  tout  comme  l.agrange  dans  |»*s  sien.- 
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lictt,  il  |>rrM'C(lu  roii5t;miini‘nl  tlii  au  fuiii|M)S4*,  du  |»arliLii!ier  au  ('i'iicral, 

H»fts  jnniaU  ompielor,  à prupivnioiit  parler,  sur  l«*  ilomuiiu**d«'s  scîoiica.>s  d'ap- 
plkalion.  U est  evidiuil  à priori  que  lu  disciiHsion  des  équations  roiiclionnclles 
dont  il  s’afjil»  mtune  en  s'aidant  «les  trace»  [jeonielrique»  recommande»  pur 
l^ltrange,  peut  ofTrir,  dans  cerUiiii»  ru»,  de  Irêb-graiides  diiUcuIte»,  tant  mhi» 
le  rapport  de -la  luii|;ueur  de»  calculs  que  »oiis  celui  de^  rinterpr<Ualion  Intel- 
Iqjenie  et- vraiment  utile  di*»  r(*»iiltal». 

Kii  elTel,  un  uiul\»ie  de  tact  et  d'e»prit  a fait  remarquer  avec  ruisori,  dans 
dr»s  leçon»  postérieure^  de  lieaucoup  â celle»  de  l'illustre  la*t;ranQe,  qu*il 
n'existe  qu'un  petit  nombre  «le  fonctions,  inêiue  b iim*  seule  \ariul>b%  «lonl  la 
valeur  ail  conslumineul  une  »i|*nilu'ution  simple  et  exactement  delerniiiHH^  par 
cons«'4|iient  Misceplible*  de  toutes  1<‘»  operations  ou  transforination»  qu'il  i>sl 
d'us/i^e  de  leur  faire  Nujuren  Al^«*biH*  et  en  AritiitiU'tiipie , telb^  <|ue  di\isiou»f 
êxirartimi»  «le  racines  «léveloppement»  «mi  st'rit»»,  ete.,  par  difTeNmlefi  méthodes 
auxqmdle»  on  a r<*coiir»,  M>m«’iil  en  <l«^(>»poir  «le  caii»«>f  |>our  faciliter  le  calcul 
niimcriqiie  de  certaines  fonctions  Implicite»  ou  m«'me  explicites.  On  sait  eir 
eflet,  de  longue  «late,  que  e«>s  iratisformatioii»,  ces  dcAelop{>oiiieiit.i  divers  ne 
foiirptssent  pas  tmijoiir»,  au  point  de  %iie  algetirique  «Ht  géométrique,  de#  ré- 
sultat» rigoureusement,  i^qtii^.ilent»  aux  fonctions  d'où  ils  émaiieiit;  c'est  ce 
dont  croU  inutile  de  rap|M‘l«>r  Ici  la  raison.  ’ * 

Quant  a ivlte  e.\c<«sivc- Tari«>te  de  transformatiohs  et  de  mothodoa  de  Calcul, 
qui  n'tfst  point  toujours  un  si^ne  de  richesse,  tant  s'eu  faut,  celle  inultiprieitô 
exul>erante,  dis-je,  joHile  à l'aluis  du  lu'tdngisme,  di^  cliaiigeinents  arbitraire^ 
dh  didintlious*  ib>  etmv^ntiou»  et  «le  |iolatî«>n»  symbolique»,  jette  le  trouble  et* 
le  «loutv. élans  b‘»  <*sprits  non  siilliitaminent  pUM-tisou  exer(*es;  et  si  celte  vafictê,  « 
rette  multiplicité  sutil  protilahbs  â bi  »tH‘ctilation  mcrcanflU*  d«*t|  libraires  et  k 
l'insatiahle  curiosité  du  public,  qui  cotirt  apr«*s  li^  trom|NMisé»  iiouv«*autes,  piles 
sont  rarement  un  varîtablu  progcc'S  p«ltrr  le^srionees  uintliemaliqiii^s  ; sciences- 
aujourd'hui  livrée^  comme  la  littérature  et  le»  lu'aiix-arts,  u un  laisser-alfer 
qui  pourrait  bien  c«>n»tituer  une -sorte  d«*  <h*cadeiire  4 laqiiMle,  maigre  1111  in- 
contestable talent  alg«‘brique,  n’a  pas  peu  çon1ribu<‘  ce  liaidi  diM  tpb*  de  kanl» 
promoU'ur.«le  la  tiuttUtè  phiiuuryiùiftir  cii  France,  «*f  «pie  pr«T«‘«l«Tent  ou  sutii- 
rent  d'autres  brillants  pr«*»tidigitateur»,  moins  geoiue(r«‘S  (|iiarli»les  tbchnolo- 
gués  en  al^nrithmir  mathématique.  • ' 

Kii  t4>rmiiiant  ce  qui  eonrerne  l'iisagV*  du  tracé  d«^  -coiirla^s  dans  là  rt^solu 
lion  des  problèmes  de  l'Analyse  algebriqim,  je  n>marque  que  les  fonctions  bint 
drterminèes  mentionm*es  ci-dessus  se  rifiliiîsent,  à propremeyt  parler,  à celles 
qui,  n'ayant  qu’une  mmiIu  valeur  fuimériqim  pour  toute,  valeur  pargille  de  la 
variable,  permettent  de  calculer  rapidement  celles  des'  divcrses  autres  formules 
et  fonctions  où  elles  entrent  explicitement.  A ce  point  de'Aue,  il  parait  pvj- 
dept  que  les  cotirlies  et  surfaces  coqtimics  doiiiUM*»  à priori,  ou  dennies  dans 
toutes  leurs  parties  essentielles,  pnr^up  syst<*n)e  de  Qùistrurtions  d'une  exacti- 
tude relative  eon^etiable,  n'mplisib'nr  Jusqu’à  un  certain  point  le  même  rPle,  ' 
avec  des  facilit<^  plus  grandes  pour'suivrc  en  quelque  sorte  au  doigt  et.À  l'cpil, 
la  trace  du  point  gnneraUnir  et  des  elorPonts  lipeaires-qui  en  dépendent/  sads 
risquer  de  se  tromper  et  de  itmib^r  dan»  ce»  complications,  ct*s  tlîscussfont 
algébriques  pénibles  où  trop  souvent,  en  eeriains  points  nomm<*s  dangereux 
par  une  fausse  assiuiilatiuii,  un  confond  les  trace»  dont  il  s'agit  avec  ct‘lb>s 
d*hutres  brane)ios,  nappes  ou  modes  de  * geiicràtion  sitmillaiicineiit  îndiqm^i 
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sinon  oxplirit«*mcitt  fourni»  pur  l’cquatiuq  ün  Ueit,  <*n  vertu  de»  lois,  ici  tout 
implicite»,  de  permutation  ou  de  coinhinMison  des  si{*nef»  des  racines  e(>  ôle* 
mejits  géométrique»  susreptiMes  de  varier  avec  la  position  ruéme  do  Tordonnei; 
prise  pour  IfansAersale  de  la  courbe.  • 

• Or  Isolement  naturel  du  point  type  ou  descripteur  d’nn  lieu,  soit  d’une 
coitrhe  simple  et  continue,  pur  rapport  à ceux  qui  appurlieiinent  à d’autres 
régions  dé  ctqte  courlie  plane  ou  gauche,  est  même  Tun  des  caractères  les  plus 
frappants  des  rësiiltahs  obtenus  par  les  procèdes  de  la  (leonietrie  descriptive  ou 
do  robsérrntion  <lirecto  dos  mouvements  relatifs,  toujours  rapportes  à quelque 
. repère  supposé  fixe;  simplicité  qui  no  saurait  se  pri>senter.  que  dans  des  cir- 
constances extrêmement  rares  de  VAiuil)'5e  fonctionnelle  ou  algébrique.' 

Notes  complctiwntairvs  relatives  au  symbole  d*iniaf^innritê  i et  à la 
rontintaté  en  général. 

Je  réunis  ici,  sous  un  même  titre,  les  résumés'annlytiqnes  de  deux  écrits  fort 
anciens,  déjii  rappelés  û diverses  occusions,  et  dont  le  premier  concerne -phis 
particulièrcmuiit  la  Geometrie  de  situation.  '*  -, 

I.  Les  signes  — i et  yj — i, considérés  isolément  et  abstraction  faite  de 
leurs  attributs  implicites  ou  explicites,  ont  uné  origine-  purement  algé- 
. brique,”  conventionnelle  et  analogique  ; il,s  ne  s’auraient  dériver  à priori 
d'auéirao  considération  purement  géométrique.  Cela  résülie  des  Notes 
du  UI'  Gabier  de  ce  volume,  où  je  prouve  quo  les  l'elalions-A  deux  termes 
de  la  Géoraétrio  rationneUo.ne  comportant  explicitement  aucub  signe  de 
position,  il  est 'impossible  d’admettre  les  inlerin-étations  gtapbiques  pro- 
.posées,  à diverses  époques,  pour  Ces  signée»,  notanmumt:  que. le  symbole 
v/— I est  Je  sigiip  algorithmique  dé  pcr^M-ndiciiluntr;  en  uq  mot,  comme 
je  l’ai  dit,  ces  iuterprétalipns  ne ‘doivent  être  considérées  que  comme  le 
résultat  d'analogies  trüm|)èiises.  quoique  séduisantes,  relatives  à l’expres- 
sion analytique  des  contes  ou  (huibles  onlonncrs  iimiginaircs  des  coniques. 
Or  je  crois  avoir  évité  toute  confusion  on  difllcullé  de  celte  espèce,  en  sub- 
stituant (p.  iji  et  3(^)  il  res  considérations  analytiques  celles  des  cordes 
ou  doubles  ordonnées  sans  signe  algébriciue,  par  conséquent  toujours 
réelles  et  de  mémos  directions  qiiq  les  précédentes,  dans  les  roniV/«o- î«/>- 
pldmentaires  conjuguées  à la  section  coni(|uo  proposée.  ; à peu  près  comme, 
dans  l'équation  analytique  A’j-" — B’j’=  — A’B’ de  l’hyperbole,  B est 
nommé  le  tlemi  petit  axe  de  la  courbcj’ sans  qu’on  prétende  aucunement 
construire  les  grandeurs  imaginaires  d'une  manière  géométrique  ou  abso- 
lue, comme  cela  a été  proposé  dans  le  t.  IV  (i8i3  et  i'8t4)  des  anciennes 
Annules  (le  Muthémaliijurs  (p.  CC  >33  et  âî»),  pqr  MM.  François  et 
Argand,  dont  les  théories,  du,  moins  reliés  de  ce  dernier  savant,  déjà 
connues  de  Legendre,  ont  été  l'objet  d'observations  approbatives  de  la 
part  de  M.  Gergonne,  négatives  doicellé  do  M.  Servois  (p.  »»8),  et. fina- 
lement suivies  d’une  revendication  de  priorité  par  Lacroix,  en  faveur  de 
M.  Buée,  qui  le  premier,  en  1806, ‘dans  les  Mémoires  de  ta  Sncirté  Jinynlc 
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ilv  Ijniulri-s,  aurait  im'Hendii  (jiie  v'—  i <‘>l  un  signe  de  perpendicula- 
rité géométrique  et  eiïertive  {*).  ■ . 

Je  ne  parlerai  ici  que  du  conlemi  d’une  Note  manu.scrile  que.  en  1816, 
j'ai  Soumise  à .M.  Français  lui-inéme,<mon  ancien  et  honorable  professenr 
à l'École  d’api)lication  de  .Metz.  (pi'r.  inslriiit  de  mes  éludes  sur  Ift  loi  des  ' 
signes  iH  les  imaginaires  au  point  de  vue  géométrique,  m’avait  franche- 
ment encouragé  à a<Jre?seV  le  contenu  de  celte  Note  nu  rédaclenr  des 
Annales  de  Montitcllier;  ce  que  Je  me  gardai  bien  de  faire  à eauwvdeÿ 
rriti(pies,  d'ailleurs  réservées  et  res])eclueuaes,  qu’elle  renfermait  sur  Ja 
doctrine  en  question,  'critiques  qui  s’accordaient  au  fond  avec  celles  de 
M.  Servois  et  dont  i élemlue,  la  contexture  et  le  carac'lére  do  rélrosiiec-  ^ 
tivilé  me  dispensent  de  les  rappoiter  ici.  Je  me  contenterai  donc  de  rap_-‘ 
pider  que  dans  cçtte  longue  Note  comracRçant  par  ces  mots  ; 

U Dans  toute  recherche  nialhéinatiipie,  on  est  incontestabh'inent  en . 

1)  droit  de  poser  des  dêlinitions  nouvelles,  quelquo  étranges  qu  elles  puis- 
VI  sent  d;aiUeurs  paraître,  quelque  contraires  qu’elles  soient  aux  notions 
» généralement  admises.  Mais  alors  on  a pris  de  toulo  nécessité  l'engage- 
» mcnfde  raisonner  juste  sans  sortir  des  délinitkins  [iremièa's,  et  sans  .su 
piTmettrc  des  pétillons  de  princi(X‘î  qui,  admises  comme  vraies  en, 

» jjénéraljvsont  opposées  à ces  uu'IneB  délinitions.  » , _ . • • • 

Dans  cette  Note,  dis-je,  j’insistais  princàpalemeid  sur  l'argumentalion  ■ ’ i ' _ 
de  .M.  Français,  qui,  imaginant  dans  uieniéinç  plan  et  quloUr  rl’iin  poiid 
(iso  ou.péle,  des  droites  ou  tonguéurs  o,  h',  ç,.-..,'diver.sement  (/(W^e'o  et- 
feriniuit  avec  un  axejlixe  passant  pat. ce. pôle,  des  anghis  respectifs  a,  6,  ,' 

7,...,  prenait,  pour  repcéscnler  cés  di8Uncesen'gr.iliiieur  cl  en  direction, 

'■  les  expre.ssions  synjbojiqnes  Ojj,.  Ô5,  'et  admettait  à . priori  qtio  les 

angles  a,  7;,.’.,,eroissaienl  èxiK’temenl  én  proportion' ou  progrossion  . 
aritlimétiquè.  quand  les  longueurs  rt,  A,  c..'.  .suivaient  elles-mêmes  la  loi  des  ‘ , 
proportions  ou  progressions  géoniélrique*^  ce  qui  impliipiclopte  la  Utédrie- 
algébrique  des  .fonctioits  c-r/w«c«//f//c'y  et  anf'nlairtts',  déji'i  biou  connue  . ' 
par  les  anciens  travaux  dé  Vietc,  de  Côtes;  de  Moivre,  d'Euler,  do  Uer- 


(*)  JuKqnr  il;ins  rrs  durniors  tenips,  la  mChie  ihène  a été  (lîrerwanorTl  -«oui*» 
tenue  et  débaltiie  parmi  [»rund  poinbre  d'autres  «avauU  framsMs  ou  ôtraujjen»,' 
parmi  lesquels  j'ai  déjà  eii» oerasipn  dd  citer  MM.  Vallès’.et  tàiucbVdauH  des' 
renvois  au  bas  des  p.  ,it)^  et  A l’éjpU'd  tle -ees  (b*rniers  savaub»,  je  me  «u 
abstenu  .de  m'('»ri{»er  eif  jupe,  non-Seolemeiit  paVt»’  qui:  l.a', qiieslioq,  en'soi  fo.  - 
délicate,  eût  exigé  des  iléveloppcmcints  impüssililes  dans  d'aussi  courbai  uoUs- 
mais  encore  et  surtout  p.arré  que  les  dOctrbie»  de  M*.  Vallès  sur  les  imaphudres, 
présent4s*s  dt*s  iVi^o  à F/Veacléime  (fi's  Stnepoes,  .sont  devenims  dc'sa  part,  dans 
la  seancsv  dit  'j(1  juitliû  iKj^,  t'oIqiH  d'une'  recl.'tination  envers  jtl.M-.Eiluchy  cl 
Poinsot,  pidilièe  jieu  iqirés  dans  tint*  ffeyde  tnfiiSuelleiiitiluk»e  : Iv  Phntnngc^vi 
dont' la  eontexliii*e  aljyo'rithmiipie,  en  dehév-s  de  ■ niisi  eiudi-s  dé  pure  Getime' 
trie,  vie  fne  j'ierfueUraU  iiidleineiit  de  nie  eoiisliiûel-  l'arbitre/.  * i 

11. '•  ■ • ^ f . • ’ 
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noulli,  etc.,  relatifs 'à  la  di\  l^ion  géométrique  du  cerelo  et.  à la  résoluliou 
des  équations  à deux  termes,  qui  se  déduisent,  en  çfTet,  dos  propriétés 
des  fonctions  e",  cosx  et  sina:  développées  piir  divers  moyens  en  séries 
indéfinie^s,  dont  le  principal  et  plus  remarquable  caractère  consiste  à de- 
meurer convergentes  pour  toutes  les  valeurs  de  la  vanal)le,  et  constam- 
ment ériuivalentes  à la  fonction  d’où  ces  sériés  émanent.  • 

Ea  doctrine  de  M.  Français,  qui  conduit  (C5)  aux- prétendues  identités 

"±o=— 

dont  la  dernière  serait  le  signe-  fie  corrêltiihn  des  lignes  dirigû^es,  cette 
doctrine  ne  constitue  qu’un  rapprpcbemenl  fort  ingénieux,  mais  non  ri- 
goureusement justifié.  C’est  ce  que  je  prouve  de  point  en  point,  en  ob- 
-.sOTVant  que  les  définitions,  les  équations  symboliques  qui  concernent  les 
lignes  dirigées,  pèchent  toutes  contre  la  règle  de  l’homogénéité;  les 
raisonnements,  les  conséquences  ou  soi-disant  corollaires,  sous  des.appa- 
rences  logiques  et  séduisantes,  reposant  sur  de  véritables  pqtKioos  de  prin- 
cipes et  des  hypotlièses  contradictoires,  sont,  sinon  radicalement  fausses 
au  point  de  vue  géométrique  oU  algébrique,  du  moins  illusoires  (*). 

.A  l’égard  de  l’équation  symbolique  ' • * 

a = ' = acos a + rrsin  a J.—  i , 

à laquelle  M.  Français  arrive  dans  son  Mémoire  pour’ exprimer  la  valeur 
variable  des  lignes  fJhlaires  ou'  dirigées,  je  montre  à la  fin  de  la  Note 
précitée  de  i8i6,  qu’elle  revient  'a  supposer  que  toutes  les  ordonnées 
3'=» a sinst,.  perpendiculaires  à un  ave  fixe  quelconque  dans  un  plan,  soient 
à priori  affectées  dù  signe  d’imaginarité,  tandis  que  les  abscisses 
correspondantes  ir  = ncosa  l'esteraient  réelles;  de  sorte  que  l’éiquation 
ci-dessUs  appartiendciit,  non  à une  cireonférence'de  cercle,  comme  l’au- 
teur le  supposé  ou  sous-entend,  mais  bien, à une  spirale  l<ignrithmii/tte 


J Jp  nVn  vpudrais  pouf  preure,  üi  Ift  tPinjn»  et  IVtTpace  me.le  pormottaipiit* 
que  )os  dpmonMrations  syiu)>oUt{U4't«  relnUvc>9  aux  projections  dos  droites  polv- 
(;ojjaleH  sur  un  axe  lixe,  dont  rid«*ê  et  .Ioh  lhéorém<>,  t6ut  clémenlairesi,  sont 
dus  au  geomèlre  Simon  UiujlUer  (de  Genève), ‘ et  ont  ser\i  de  point  de  départ 
à M.  ArRaud-et  posterioiireroenf,  comme  on  l‘a  rap{)cle  dans  une  note  de  la 
p.  ir  M.  Cauchy,  qui,  par  un  singulier  entraînement^ sVn  est  aussi  servi 
sous  ^e  nom  ^le  iomme  proposé  par  quelques  adepu^  nationaux 

ou  etrangers  qui  bVii  sont  la  diVonverte  et  rùppltcatiqti  â"divers  r;vp- 

pr>»ehemenls  cl  conse'qiionces  ilaip»  If  genre  apalytico-symbolique,  mais,  chose 
femarquabîe,  'toujours  dans  PhypotlH^e  des  . proje  tions  exclusivement  orlho- 
goiialesy  ce  qui  limite  rjntcrpret;)üoii,  en  cela  uqn  moins  arbitraire,  du  signe 
d’imagiiwaritéy  y,  1.  . • * • . , • 
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iimtginmri’.  Or,  il  sérail  arrivé  à des  ronséi|uenrcs  tout  autres  relative- 
ment à la  courbe  ou  à la  valeur  du  signe  rie  corrclation  ries  aogleS  po- 
laires, s'il  eût  substitué  à priori  In  consiriéralion  de  l'iiyperbole  équilatèro 
à celle  riu  cercle,  etc. 


II.  J'ai  répété  à dincroiilos  occasions  la  continuité  constituait  uii'oaïo/uc.  ‘ ' 

un  l'ait  primordial  indiscutable,  sur  lequel  reposaient,  au  moins  implicitement, 
ta  plupart  tics  vériU^  geointUriquos.  C'est  ce  qtte  je  me  propose  d'eiumim-r  iei 
d'aine  manière  un  peu  plus  approfondie,  d'après  deux  Irès-'aneieitiies  Notes  ou 
re<iartions,  prineipalomeiit  ocriti'a-eii  vue  de  re|K)ndre  à des  olijeelion»  stériles 
et  trop  souvent  ptHlanU'sqiiys,  sinon  iTetueiiler  parfaitement  tes  notions  iutinir 
tesimales  s«r  lesquelles  s'appnyaient  nies  l.eeo'ns  de  Mécanique  de  iS-.».!  a iSJo 
à Metz,  et  de  iSJS  à iHjH  à la  Faculté  des  Sciences  de  Paria;  notions  qu'il  me 
serciit  fmpossilite  de^  publier 'avec  Itui  dmeloppéments  divers  que  eomportiml  - 
ces  mêmes  écrits^  et  faute  desquels  beaucoup  de  (lassagcs  trop  écourtes  du  texte  ^ 

ei-dessous,  pourront  semtder  obsuiirs  ou  dc'verilables  répétitions  par  rappof  t 
au  contenir  des  précédéots  Artirlos.  • -, 

Qiiid  que  soit  k’  degré  ric'rapprochemcnl  des  siibslilutimis  numériques 
o|)éréfs  dans  une  formule  -on  éijiliition  aj^uébriquo,  on  peut  en  Ofuirer  do 
plus  nip|irotliéc.s 'encore;  et.  tomme  le  (l't  Paseal  dans  un  pitssage  de  sits 
Penxêvs,  écrit  sans 'doute  en  vue‘dea’erlaiues,doclrinas  infiinlésihudes  rie  . 
son  époque,  quelque  petite  que  soit  une  gMm/cHr  géo/nerr/c/rté,  on  peut  ■ 
lu  conez'voir  irtvisée  ou  suljiifvisible  à l'infini.  Iva-méme  ehose  ne  saurait  - 
se  diretlans  l'ortlre  pby.siqiie  j.tjuriiquo  la  contlnuiU!,.lariiviéibilitéiiKlé- 
flnie  des  eorp.s  maléfiels  ait  été  admise  par  quelques- pbilosppltes  anciens 
et  motlernes.  ce  n’en  est  pas  moins  une  abstraction  déntenlie  ]iar  las  fails,  . 
et  qu'il  faut  se  garder  d'introdujre  en  Mécanique  aiec  Atrlains  g^mié- . . 

1res,  bien  que  nos  phj siéierts  et  nos  clijmisles  soient-,  parvi-mis  à diviser 
lous  les  corps  jusqu'à  tomber  dans  le  monde  èlheré,  ou  d'atqines  qtik  ré-  ■ "'  ' 
vélés  à certains  de  nos  mstniments  et  de  nos  sen.s,  sembleraieùt  éi’liappcr-à 
tf'aulres  et  à l'action  de  la  grtrvilé.  D'apre»  Ui  Pi  Bo.-i'oMcli,  ces  tuomfx. 
sorte  de  points  matériels  sans  dimensions  appréciables.  (juoiqUe  rentrex 
ou  siégex  de  diverses  Jhrci^x,  constilucraient  Jes  ctfust-s  mystérieuses 
d'action  on  de  mobvement  avec,  lesquels  d,  prétendait  recomposer  tous 
les  corps  cxi.stants  cl  en  expliquer  les  [fro|>riélés  physiques  diversus 
{T/icitri/i  philpxnpiitiv  luUiiriilix,  ijiiT,  I)kxcrttilii>  t/a  tiiinihc).  Mais,  il 
ne  faut  '(las  l’oublier,  ces  forces  tout  à fait  inconnues,  ces  points  uitité-  ' ' 

ricls  isolés,  cos  atomes  indivisible.s  groupés  dans'on  ordre •refalivéïnent 
invariable , 'ce  UiHiett  on  (lukkt  éthèré  éminemment  élastique,  cgiikinu  ou 
discontinu,  no  sont,  en  dehors  ite  certaiqes  manifcstaüôtis  de'niouvc- 
menfs  et  de  forces  jaeii  constatés,- que  'de  pures  caitlceptions  de  l'esprit,  ■ ' , , 
de  pures  hypothèses  plus  .pu  moins  confoniies  à la  riature  dés  chose.-.', 
et  propres  seulement- à- fourn'ir  u posteriori,  avec  on  sans  rali  ul  alge- 

- ■ ■ - - 38.  ■-  ,-  ’■ 
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brique,  I explication  mathématique  de  Certains  faits  ou  |)hénomcnes 
(ihysiques,  mais  dont  quelques  hommes  do  génie,  tels  que  Archimède, 
Copernic,  Képler,  Galilée,  Torricelli,  Pascal,  Huygens,  Newton,  Daniel 
Bernoulli,iJairault,  Borda,  Coulomb,  Malus,  Fourior,  FnwncI,  Ampère,  etc., 
tout  à la  lois  géomètres  et  i)hysiciens,  ont  eu  seuls  le  privilège  de  décou- 
vrir les  véritables  lois.  t 

Le  pas-sage  des  ligures  polygonales  aux  courbes  dont- il  a déj;\  été  jiarlé 
mlh'urs,  siqipose  que,  en  vertu  de  la  continuité,  les  éléments  droits  ou 
courbe^  coïncident  en  s'évanoui.ssanl  à la  limite,  et  ce  n'est  que  par  des 
subterfuges  sophisliques.qu'ün  échappe  à cette  notion,  qu’il  faut  admettre 
comme  un  axionm  primitif  qu’on  ne  saurait  prouver  logiquement  ; car  nous 
ne  savons  que  d’une  manière  inluilivé,  il  faut  bien  le  redire,  mais’non  par 
délinitiun  convenue  et  indiscutable,  ce  que  c’est  qu’un  nrr,  un  xertnir, 
une  Umjrvntr  île  ligne  courlie,  dont  en  efft'C  la  loirjiiieiir,  Vairt-'  et  l'/n- 
■lii/miMn  T\e  peuvent  se  concevoir  à priori  que  par  leur  comparaison  iivec 
les  dimensions,  les  mesurés  corrèspondanteS  rclatîvesii  la  sécante  ou  à la 
soug-iendante de  l’arc;  c’est-à-dire, en  général, à lit, ligue  droite,  au  triangle 
et  aiix  angles,  eux-imïmes  impossibles  à jlélinir  autrement  qiu>  par  le  tracé 
et  l'intuition  géométriques.  ' 

D’ailleurs,  l’cspHt  ne  çoiicoil  pas  neltemenE  et  à priori  comment  une 
granfh'ur  nulle  ou  évanouissante,  uoraméc  ^tfinïmciH  fii-litc,  puisse  con- 
servqr  (les  |>ro)ifiélés,  um-  existence  distincte  et  individuelle  au  moment 
même  où  elle  s’onéiintit.  ni'oomuient  une  somme  d’arts  ou  de.secli'urs, 
s’ils  étaient  rigoureusi'ment  nulÿ  à la  limiliv  (misse  néanmoins  conserver 
un  obtenir  une  valeur  linie  et  siisceptihlc  do  , mesure  exacte.  Mais  on 
doit  considérer,  d’une  [larl,  qu’un  tout  continu  est  rigoureusement  éggl  à 
la  sommé  (les  (wrlies  daiis  lusqu'oiles  on  le  sU|)pose  sulHlivisé,  qu'il  soit  d'ail- 
leur»  ri*ctiligiie,  rurviligno,  plan  ou  solide,'  d'iino  autre,  qu  il  ne  s’agit  en 
réalité  que  dos  ra|)ports  numériques  de  l'arc,  du  seqtéur  curviligne,  etc., 
de  mesure  inconnue,  avec  la  cdrile  ôu.losetteor  triangulaire  corres[)on- 
daut,  etc.,  censés  doniu'i.s  ou  détcrmiriablos  à priori;  r,T[i[)Orts  qui,  à (ire- 
mièro  vui*  et  intuitivement,  ronvergent  vers  l'unité  abstraite,  soit  indivi- 
duellcment,  soit  ilans  les  sommes  res|H*Cliiemenl  équivalentes  à l’arc  et  au 
siHUeur  entiér,  elc.^Dc  là  aussi  la  juslillcalion  à priori  des  notions  rcla- 
■tives  à là. courbe  polygone  ou  limiU:,*que.les  dénumsirations  à la  manière 
des  .Am  iens  no  samaiehl  rendre  (ilus  logiques  ni  (iliis  rigoureuses  dans 
leurs  conséi|uciices,  püis<iue  celles-<;i  reposent  elles-mêim's,  au  moins  im- 
|i|icitemenli,*sur  la  notion  de  13  continuité  ou  de-l’inlini  adroitemepl  dissi- 
mulée. .à  moins  tpi'ou  h'admulte  à priori  cl  féanclirment  certaio#  lemmes 
bien-ftimius  : (lar  exijiiqile,  ipie  tmic  lifrna  cm'ulopjmntr  est  pliajonpiif 
' i/M; ht  (eiiUMfs,  s’ils  étaient  adm'ts  comme  /Ltiiu/ies 

lit  sans  lélicence,  réduiraient  eon.siHérableutcnl  les  difticuluSi  et  t’étendue 
de  l'enselgiiemeut.élénientairo,  dautauA  plus  que  dii.s  auteurs  mock“rnes 
ont.  vainement  et  abu.sivcment  rheiebé  à les  démontrer  par  de»  raison- 
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nemonts  soittiisliqnes  bien  plus  propres  à fausser  l'esprit  des  éleves  ([u’à 
l'érlairer  et  à le  convaincre. 

En  pémVal,  dans  le  passage  do  la  ligne  droite  aux  courbes,  on  sup- 
pose, quoi  <(u'on  fasse,  que  les  éléments  de  cr»s  courbes  et  ce  qui  en  dé- 
pend se  succèdent  sans  intervalle  rini,  non-seulement  en  ce  sens  que  leurs  , 
grandeurs  effi'ctives  |iarviennenl  à lu  limite  de  piuifesse,  mais  aussi  que 
leurs  directions  linissenl  par  se  confondre  avec  celles  des  cordes  corres-  ' 
pondantes;  c'est  la  un  genre  d'hypothèse  tacùte  ou  déguisée,  à huiuello  nul  • 
geometre  n’a  pu  jusqu'ici  se  soustraire,  pas  meme  Fermât,  Descartes, 
Iluygens,  Newton,  sévères  et  rigoureux  à la  manière  des  Anciens,  mais  que  - • 
d'autres  moins  scrupuleux,  Cuvativri,  Koberval,  Liùbnitz  osèrent  les  pre-' 
inùrs  ado|iler  ouvertement'eu  se  servant  des  noms,  souvent  mal  interpré- 
tés, iïi)>tïirifihlfs,t\'inrréi)irnlt,  i\ infiniment  petits, Ùi'  (Hfférentietks,  etc. , 
dont  l'usage  est-aujourd'hui  encore  repoussé  par  les  esprits  difficiles,  qui 
eir  e.onfnndeiit  mal  ^ propos  la  synonymie  avec  les  hypolhesés  et  les 
xloctrines  diverses  dont  elles  ont  tiré  leur  origine  au  xvii' siècle.. 

Dans  récrit  tout  d’abord, mentionné  et  qui  [lorta'tt  pour  litre:  yoti/ms 
lie  .Ctkniéirie  infinitésinm/e,  j'avais  e>sayé  de  cximmenler  et  d'éclairer 
les  principaU's  de  C(‘S  diMitrines,  nolaniment  celle  dus  infiniment  petits, 
d'afirés  Newton,  .Mac.laurin,  d Alemberl,  Leibnitz  mérhe,  en  m'appuyant 
explicitement  sur  l'axiome  do  la  continuité  et  le  résultat  de  la  conipa- 
raisén  do  deux  quantités  A et  B,  de  même  tvs(MM'e,  homogènes  et  suscep-  ;• 
tibles  de  varier  simuftanénîenl  jusqu'à  lu  limite  absolue  (zéro)  do  js-titesso,' 
taudis  que  leur  rapport  A .‘  B enmer^e  luDménie  Vers  une  /fwi/m  géné- 
ralement finie,  distincte  d'après  la  loi  do  continuité,  et  déterminable  à ’ 
l'aide  de  divers  procédés  ipii,  dans  la  Géométrie  infinitésimale,  repo.-.cnl 
en  définitive  sur  la  compahrison  do  triangles  cecliligm's  substitués  aux 
triangles  curvilignes  correspo'ïidanls,  avec  lesriuels  ils  »e  confondent  n-  ,■ 
goureusr'ment  à la  limitr,'stout  en  convergeant  eux-méraes  à cette  limite 
vers  une  forme  semblable 'à  celle  d'autres  triangles  bien  déterminés;  00  *,_ 

ipii  conduit  à des  comparaisons  ou  Ideillités  de  rapports,  faciles,  et- élé-  •. 
mentaires,  fondée.s  sur' là  co'fncidence  et  la  similitude  des  figures,. 

De  lu  onsuiUvj'c  ilrkluhiuis,  loujoiif»  et  êlémenlairomenl,  la  * 

juNtilirutioii  de  cette  théorie  do  lutluift  dc  di\vi  A èrdrcN,  dotH  lu  considérutîoil*,  ^ 
kI  je  ne  me  trompe,  e»t  dii<*  li  Leibnitz,  (uui<^  Mir  Ia<|irel1e  il  inVst  -ini[K)s^Ude 
d'insister  ici,  me  eoiitonhuit  d'oly«er\Ar  j'en  dednisAis  di\erM*s  nolions  de 
r.eoniétrie  iiifinitésiiiiitle  iiidi>petisables  <|uat)d  il  ç’nqit  tle  dimmiitrer,  avec  une 
rijpieur  apparente  et  soirvenl  inutile,  cerîüin;i  /emmci  de  >fecaniqMe  mi  de  Li* 
nelnatiqiie  rationnelb's,  qui 'pbiirr<(nent  egalement  être  admis  i-o|nmc  autant 
d'axiomeft.  ()ii’ou  me  perimdh’  wnlemcul  une  tleniu're  remarque,  • 

Soit  it  la  diHcreftce'deH  deux  i|iiantite»  varioJdes  homoi^tuies  A fl  H,  atcc^la  * 
c<Midîtiiiii  B de  sorte  qu'oji  ait  roiiMartHUenl  . . . • • • 


\ = B { f/. 


A . - 

ir 


, t-  • 

• , . 'Oinitiied  by  Google 


598  vu*  ET  DERNIEU  CAMIEn.  — CORKESmNDANCE,  ETC. 

On  doit  bien  sc  garder,  comme  cela  se  Tait  quelquel'ois,  de  prétendre  que  si  d 
est  siippoHc  intiniiuent  petit  vis>2i-vis  de  A et  B Unis  ou  infiniroent  grands, 
011  ait  Hgnnreusenient  A = B et  par  conséquent  </  = 0,  mè«ne  à Textréme  limite 
de  grandeur  ou  do  petitesse  de  A et  B,  limite  qui  peut  d’ailleurs  ( IIK  Cah.)  étro 
absolue  et  inrronchissuble  sans  changement  di^  signes  et  —,  ou  purement 
relallseet  franchissable  en  en  changeant;  Yunité  vers. laquelle  le  rapport  de  A 
H H converge  dans  le  premier  cas,  ayant  tous  les  caractères  d'une  limite  ana> 
logue  à celle  que  présentent  les  symboles  » cl  ya.  CVsl  ce  dont  la  relation 
harmonitfue  oITre  un  exemple  très-simple,  qui  se  reproduit  d<ms  une  iniinite 
de -circonstances  de  la  théorie  des  courbes  et  surfaces,  où  des  distances  A et  B 
coit>ergent  vers  rinlitii  absolu,  tandis  que  rinlervallè  ti  de  leurs  extrémités 
reste  flni  ou  donne  à- priori,  Or«c*est  là,  dans  la  consHleration  des  mlinis  des 
divers  ordres,  l’une  des  phis  grandes  difTicuhos  que  présente  leur  application* 
ou  iciterprxqatioii  métaphysique  à la  Oeoinetric  et  à l'Analyse  algébrique. 

<Vp<>nd;tiil  on  peut  très-bien  observer,  saus  rccqurlr  a des  calculs  transcen- 
^dants  ou  à des  hypotliès<>s  iibsurdés  et  contradictoires,  -que  si  le  r;^)pprt  des 
quantités  variables  A et  B ci-dessus,  au  ^ieu  de  converger  vérs  une  qiiaiititu 
tiuie,  converge  vers  une  limite  elle-mètnc  nulle  ou  inliiile,  selon  le  rua,  pn 
thmhe  liu^'iiablement  sur  des  valeurs  inftninteiit  petites  ou  IriHniment  grandes 
par  rapport  ^iix  premières  A et  B,  suppos4‘es  à priori  de  cette  éspt'ce;  é'esf-à- 
dlre,  en  d’airtres  termes,  sur  dca  injlf/is  tt infinis,  ce  qui,.en  allatif  do  proche 
en  proebu  d’ün  ordre  quelconque  au  suivant  ou  atw  précédent,  constitua  la 
surir  entière,  asceiida;jle  ou  descendante,  dés  inlinis  dé  divers  ordres  que,  par 
des  coiihidéralions  géométriques,  je  démontrais  se  rapporter  û la  forme  gene- 
mil'  -T  étant  «Implemeiil  relatif  nu  premle]*  ordre;  ce  dont  je  présentais 
divers  exemples  relatifs  à <les  figures  reÇlilignes  eu  inscrits  dans 

l’angle  forme  par  deux  lignes  droites  ou  courbes  ; cct  angle  ayant  une  ouvertui'e 
finie,  ou  iiirmiment,  petite,  etc, 

Kn  terrpinant  ceite  analyse  imparfaite  d'un  écrit  fort  étendu,  je  crois  devoir 
prévenir  qu’il  ii'etait  iiulK'tmmt  destine  a voir  le 'jour,  même  à propos  de  mea 
aficieiincs  lei^oni  de  Mécanique;  car -j’ai  to'ujopi's  été  d’avis  qu'il  est  aussi  dan- 
gereux que  superflu  de  vouloir  jnstilier  à priori  la  notion  intuitive  des  inüni- 
nient  petits,  autrement  que  par  quelques  mots  d’ecluircisseoieiit  simples  et 
naturels  amenés  en  de  rares  occasions;  c’etit  U,  en  effet,  une  maxime  aussi  sago 
qu'ancienne  ‘.'dam  tout  ensergne^neih  -tl^tnenUtit^e',  on  ne  doh  jamais  courir 
devant  des  difficultés , maxime  qui  a pour  coiiipletnerit  dogmatique  nécessaire, 
cette  autre  posée  par  notre' illustre  d’Alembert  : A{lez  en  avant^  et  la  foi  vous 
viendra.  *■*.'.  ' • * •’  * ' * ♦ 

'#  ' * ^ 
rix  oc  TO.ue  OE:rsif.Mt  et  dmimer  des  ap^plh  atiovs. 
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